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PRÉFACE. 


L'arithmétique  peut  sc  diviser  en  trois  parties  principales  : la 
première,  dont  l’étude  est  inséparable  de  rinsiruclion  la  plus 
élémentaire,  comprend  dans  son  ensemble  les  quatre  régies  re- 
latives aux  nombres  entiers,  fractionnaires  et  décimaux;  le  sys- 
tème métrique  avec  ses  principales  applications;  les  proportions; 
l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  nombre  entier,  fractionnaire 
ou  décimal , soit  exactement , soit  par  approximation  ; enfin  les 
problèmes  usuels  relatifs  aux  règles  de  trois.  A’ intérêt,  d’«- 
compte,  de  société.  A’ alliage,  de  mél  ange,  de  change,  etc. 

- l^a  seconde  partie,  déjà  plus  scientifique  que  la  première,  et 
par  suite,  d’un  usage  moins  répandu,  est  relative  aux  propriétés 
les  plus  simples  des  nombres  premiers,  des  progressions,  des  loga- 
rithmes, ainsi  qu’aux  applications  de  ces  derniers  nombres  à 
des  calculs  compliqués,  parmi  lesquels  on  peut  citer  l’extraction 
de  la  racine  cubique  d’un  nombre  composé  de  beaucoup  de 
chiffres,  et,  en  général,  l’extraction  de  la  racine  d’un  degré 
quelconque  d’un  nombre  donné,  entier,  fractionnaire,  ou  dé- 
cimal. 

L’ensemble  des  connaissances  précédemment  indiquées  per- 
met de  poser  les  bases  de  Yalgèbre.  Les  premiers  éléments  de 
cette  science  comprennent  le  calcul  littéral  et  la  résolution  des 
problèmes  déterminés  du  premier  et  du  second  degré.  Quand  on 
est  parvenu  à ce  point  dans  l’étude  des  mathématiques , il  est 
utile  d’appliquer  l’algèbre  à u ne  révision  sommaire  et  générale 
de  l’arithmétique;  de  celte  manière,  les  deux  sciences  se  prê- 
tent encore  un  secours  mutuel  également  profitable  à l’une  cl 
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à i’aulrc.  L’application  de  l’algèbre  à l’arithmétique  forme  la 
Iroisiènic  des  parties  dans  lesquelles  nous  a^ons  divisé  la  science 
des  nombres. 

Tel  est  le  plan  d’études  que  nous  avons  essayé  de  réaliser 
dans  le  traité  d’arithmétique  publié  par  nous  récemment,  et 
dans  le  traité  d’algèbre  que  nous  donnons  aujourd'hui  comme 
le  complément  du  premier.  Nous  prenons  l’élève  au  début  de 
scs  éludes  mathématiques;  nous  cherchons  à le  conduire  d’une 
manière  simple,  rigoureuse  et  progressive , depuis  les  questions 
les  plus  élémentaires  jusqu’aux  problèmes  les  plus  compliques 
qui  ne  dépassent  pas  les  équations  du  second  degré;  nous  lui 
faisons  suivre  ainsi  une  marche  méthodique  et , autant  que 
possible,  uniformément  graduée. 

Nous  nous  sommes  sévèrement  interdit  l'emploi  des  lettres 
et  surtout  des  transformations  algébriques,  dans  l’exposition 
de  la  première  partie,  c’est-à-dire  de  arithmétique  proprement 
dite  ; en  cela  nous  n’avons  fait  que  nous  conformer  à la  règle 
généralement  adoptée  aujourd'hui  par  les  professeurs  ; on 
nous  permettra  d’ailleurs  de  faire  observer  que  nous  avions 
devancé,  à cet  égard,  la  réforme  récemment  apportée  dans  les 
programmes  d’admission  à l’École  polytechnique  et  à l’École 
spéciale  militaire.  * 

Nous  sommes  de  ceux  qui  croient  que  l’usage  anticipé  de 
l’algèbre  dénature  l’arithmétique , supprime  le  travail  intellec- 
tuel dans  une  science  qui  sert  de  prélude  aux  autres  sciences 
malhématiques,  et  fait  que  l’on  s'expose  aux  graves  incon- 
vénieuls,  signalés  par  un  des  savants  les  plus  célèbres  du  der- 
nier siècle,  dans  un  écrit  philosophique  sur  l’arithmétique: 
« Les  forinulcs,  dit  Condorcet,  sont  des  espèces  de  machines  avec 
lesquelles  on  opère;  c’est  un  grand  avantage;  mais  c’est  aussi  un 
grand  danger  ; dans  l'habitude  de  s’appuyer  sur  cette  espèce  de 
forces  arlif.cieHes,  on  laisse  scs  forces  naturelles  sans  exercice; 
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on  en  perd  d’abord  l’usage  ; on  perd  ensuite  ces  forces  elles-  • 
mêmes.  » 

Quelques  personnes  trouveront  peut-être  que  notre  Traité  _ , 

(V Algèbre  élémentaire  est  trop  volumineux  ; nous  avons  cepen- 
dant fait  tous  nos  efforts  pour  en  resserrer  la  rédaction  ; nmis 
n’y  avons  mis  que  les  formules  strictement  nécessaires^  nous 
avons  d’ailleurs  évité  (à  de  rares  exceptions  près)  de  dopncr\ 
plusieurs  démonstrations  ou  plusieurs  solutions  d’une  inêmc^ 
questioft;  nuis,  les  sommaires  qui  précèdent  chaque  chapitre; 
les  nombreux  problèmes  résolus;  les  exemples  variés  que  nous 
offrons  en  exercices , sous  la  condition  toutefois  que  Ton  ne 
cherchera  pas  à en  retenir  les  solutions;  les  notes  qui  sont  à la 
(in  de  l’ouvrage;  la  résolution  par  logarithmes  de  quaire  équa- 
tions du  premier  degré  à quatre  inconnues,  exigée  des  candi- 
dats à l'École  polytechnique , sont  autant  de  développements 
qui  ont  dit  augmenter  les  proportions  du  livre  ; mais  ces  déve- 
loppements mêmes  le  rendent  plus  utile  pour  l’enseignement; 
et  c’est , nous  l’espérons , ce  qui  en  fera  excuser  l’étendue. 

E.  A.  T. 
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Malgré  tout  le  soin  qu’on  a apporté  llmpresslon  de  ce  livre,  il  s'y  est 
glissé  quelques  erreurs,  inévitables  dans  une  première  édition.  L’auteur,  qui 
s’adresse  principalement  aux  jeunes  gens,  a cru  devoir  en  relever  le  plus 
grand  nombre.  C’est  un  rude  labeur  dont  quelques  auteurs  se  sont  dispensés, 
et  dont  il  espère  qu’on  lui  saura  gré.  Il  sera  amplement  récompensé  de  son 
travail,  si  le  lecteur  veut  bien  prendre  la  peine  de  commencer  par  inscrire  au 
crayon,  à la  marge  des  pages,  la  correction  indiquée  dans  l’errata  ; de  cette 
manière,  il  ne  sera  jamais  arrêté  par  les  fautes  d’impression. 


Paee  7,  ligne 

22.  Au  lieu  de  ; celui-là.  metiei  : entre  eux. 

12, 

25.  Au  lieu  de  : C,  nielle;  : A. 

22. 

27.  Au  lieu  de  : Sa’b’x — ’a’b’,  mettes  : laV — 3o’5i'. 

26, 

1.  du  fieu  de  : — 2o’.  etfaces  ce  terme. 

4.  Au  lieu  de:  — 2o'.  elTaces  ce  terme. 

27, 

2.  Au  lieu  de  : Sa’li’,  mettes:  3a’!/^. 

29, 

2.  Au  lieu  de  —Sii/,  mettes  : — Sxi/’. 

30, 

3.  Au  lieu  de:  y=  10,  melleï;  y=2. 

7.  Au  lieude:  (10/  ...  (10)>,  mettes  : (100)» ...  (10O)>. 

8.  du  fieu  de  ; — 100x2’x2,  melle;  ; — 100X2’-|-10(PX2. 

— 

9.  du  lieu  de  : (lO)*,  nielle;  : (I00)>. 

10.  du  lieu  de  ; (10)^ ...  (10)i,  mellex:  (100)’ ...  (tOO)’. 

11.  du  1, eu  de  . •4x100x2’  — 2x(10)’x2-f-(10)’x2’,  mel- 

Us  : 4X100x2’ -f(100)’x2’  — 2x(100)’x2. 

15.  du  lieu  de  : 23  x (lO)’  x 2’  + 14  -f  100  x 2,  melleï  : 

23x(l00?x2’-f  14X100X2. 

25.  du  lieu  de  : + Oa’5.  elTaces  ce  terme,' 

37, 

24.  du  fieu  de  ; ...  ao  -f  b</  4-  col.  mettes  : ...  ao  -f  bo). 



20.  du  lieu  de  : —eei,  effaces  ce  terme. 

38, 

20.  du  lieu  de  : et  à partir  de  la  gauebe,  tupprimes  ces 

mole. 

39, 

27.  du  lieu  de  ; I991OOIO0OO,  melle;  : 1297001000. 

28.  du  lieu  de  : 3900095.  mettes  : 3990995. 

II. 

3.  du  lieu  de  : x’,  mettes  : 

— 

5.  du  fieu  de  ; 4b,  mettes  ; Ibi. 

iO. 

20.  du  lieu  de  : du  double,  mettes  : moins  le  double. 

18, 

22.  du  lieu  de  ; communes,  mettes  . communes  ayant  des 

10, 

exposants  égaux. 

8.  du  lieu  de  : reste,  mettes  : dividende. 

51. 

22.  du  fieu  de  : — 38a’b.  mettes  ; — 38rfb‘. 

55, 

28.  Au  lieu  de  : monome.  siipprimex  ce  mol. 

32.  Après  le  mol  : partiel,  ajoutes  : ou  encore  si  le  premier 

terme  du  diviseur  renferme  une  lettre  avec  un  ex- 
posant  supérieur  à celui  qu'elle  a dans  le  premier 
terme  du  dividende  partiel. 
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l’age  57,  ligne 
69, 


61, 


62, 

63, 

64, 


68, 


72, 


7», 

75, 


77, 


80, 


82, 


83, 


84, 

91, 


13.  Au  lieu  de  : 4j\  melItA  : 2X*. 

18.  Au  lieu  de  : 3x,  mellex  : 2ar. 

2 2 

24.  Au  Jieu  de  ; , mellM  : — 

y**—  1 * ~r  I 

1.  Au  Ittu  dt:  donne  un  produit  de  même  degré  que  le  di- 
vidende. metUf  : et  augmenlé  du  reste,  reproduise  le 
dividende. 

3.  Au  lieu  de  : 3a,  meUex  : 3a’, 

4.  Au  lieu  de  ; — 8u’c,  mettex  : + 8a  c. 

12.  Au  lieu  de  ;—8a’c,  mellex  ■■  +8gJc. 

27.  Au  lieu  de  ; —Sa’c,  mellex  : +8o‘c. 

28.  Au  lieu  de  ; + 8a'c,  ruelle»  .-  — So'c. 

32.  Au  lieu  de:  — 2oMc,  melle<  : —2a'— 4c. 

5.  Au  heu  de:  ?2a^ — 6’  + ii(4o‘-H  ll,metleji:  4a'  + l. 

3.*..  Au  lieu  de  : n*x--*g".  meltex  : a’x--’ —a". 

8.  Au  lieu  de  g«+'j— ■ — g-,  melleï  : q-,'!— «-■— p-». 


4.  Au  iieu  de  .•  — a",  mellex  : —a*. 


2.  Au  lieu  de  : 2o^5’  + 2oV,  mettex  : 4a'6°  + 4o'fc. 
13.  Au  lieu  de  ■■  3ab',  mellex  ■'  3o6^ 


iSa  lrVd  

10  Au  lieu  de:  -7—;^,  melln  ■ 
^ 13a*liY 


48o'li’C^d 
iSo'fr^c  * 


12.  Au  lieu  de;  meltex  : 

C£ ^ 

13.  Au  lieu  de  : I2'ac,  mellex  : 12a’fc‘c. 

8-  ^ ldfZ‘ 

20.  Au  lieu  de:3xbxa’xc,  mellex  ■ 3x5xo'Xc’. 
23.  A prêt  le  mot  : deuxième,  ajoutex  5 îi  la  première. 
15.  Au  lieu  de  : + 15,  mettex  : — 15. 

17.  AuIieude.  34j"  + 2Gj4-4.  me«e>i78a:*— 2x— 4. 

...  a c ac  a c oc 

11.  AU  iieu  de  mellex 


22.^  Au  lieu  de  ; 3o’x^,  tneHe»  ; 3a’ J. 

28.  Au  lieu  de  . ^ab,  mellex  : 

3.  Au  lieu  de  . 2,3950,  mcMe*  ; 2,3550. 
6.  Au  lieu  de  : 2,3950,  mellex  : 2,3550. 
8.  Au  lieu  de  ; 2,3950,  meltex  : 2,3550. 
19.  Au  lieu  de:  — 6ojt,  mettex  : +6ox. 
21.  Au  lieu  de  : — 3n,  mettex  ■ — n. 

2a  2a 

II.  Au  lieu  de  : , meltex  ; r. 

a <1 

2.  Au  lieu  de  : + 14*’,  mettex  : 


17.  Au  lieu  de  ; +4,  mellea  ; +3. 

18.  Au  lieu  de  ; 4-  4,  mettex  : + 3. 
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l*Ase  102,  ligne 

105. 

IIP, 

ne. 

1Î8. 

180. 

131. 


lUi, 


HT. 


158, 

ICI. 


1.  Au  liru  dr  : 186...  I8B.  meUtî  ■' 286  ...  Î88. 

25.  Au  lieu  de  :fl(n— llxo,  meltex  : [n  — l)xo. 

17.  Au  lieu  de  : 64,  metlex  : 84. 

21.  i4u  lieu  de  .-qu'il  a ce  ...,  mtiMjt:  qu’il  ale  quart  de  cc... 

13.  Au  lieu  d«  : +4.  metlex  : 4-  3. 

23.  Au  lieu  de  : 1333,  mellef  : 1333;. 

10.  Au  lieu  de:  mettes  : 1'*,  2*,  ||ïTïMillal, 

30.  .4 U lieu  de  : Un  joueur  ....  mettes  : Un  loueur  donne 
2 fr.  pour  chaque  partie  perdue,  reçoit  i fr.  pour 
chaque  partie  gagnée  ; lorsque  le  nombre  de  parties 
gagnées  excide  de  i2le  nomlire  de  parties  perdues, 
le  gain  et  la  perle  réunis  font  i8  fr.  ; combien  a-t-il 
gagné  de  parties?  Réponse  : 14. 

32.  .du  lieu  de  : fadeur,  mettes  : membre. 

33.  Supprimes  celte  ligne. 

1.  Au  lieu  de:  même  qu'aupararanl,  en  sorte  que,  suppri- 
mes ees  mots. 

3.  i4u  lieu  df  r— 2)  = a?— 6,  mettes  : (x -h  4);2  — 

=:6—xK 

1.  ,1m  lieu  lie  • — 1 > 3.  mellt  S : — 2 > — 3. 


20.  Am  lieu  de 


-,  mettes  ; 


.‘>1  — 7 


IC4.  1,  Au  lieu  de  : mettes  : 

167,  6.  itu  lieu  de  : ir’,  Tnellci  ; 2x>. 

— fi.  Au  lieu  de  : 3i  -f  2,  mettes  : 2r  -f-2. 

— 7.  Au  lt>u  de  : 3r-'  — 0Jr’-f27i-’,  mettes  : 2ar' — tJr'-t-Sï-'. 

— 10.  j4m  lieu  de  : — mettes  : — f.aVe. 

3 O 


— 

19. 

du  lieu  de  ; — jo’b’,  mettes: — -a’5’c. 

7^. 

2 2 



25. 

2 2 

du  lieu  de  : -q'ii-',  mettes  : -a-'l'c- 

— 

20. 

'}  2 
du  lieu  de  : ^a‘lr\  mettez  : 

188, 

0. 

Au  lieu  de  : abc',  mettes:  ah'c'. 

209, 

28. 

Au  lieu  de  : b'=0,  mettes  : b = 0. 

214, 

21. 

du  lieu  de  : —ne*,  mettes  : — ca". 

231, 

23. 

Au  lieu  de  : 40782,55,  mettes  : 40781,55. 

234, 

10. 

du  lieu  de  : x-*,  mettes  : 

238, 

16. 

du  lieu  de  : — 2s,  mettes  : — 2x. 

239, 

3. 

Au  lieu  de  : — x,  mettes  ; — s. 

— 

8. 

du  lieu  de  ; — ^x,  mettes  : — *ÿ. 

— 

8. 

du  lieu  de:  — 109,  mettes:  150. 
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Page  210, 
243, 

Î9I. 

300, 

30&, 

311. 

314, 

315, 
841, 


343, 

384, 

400, 

401, 
409, 

409, 

410, 

411, 
439, 


ligne  10.  Aulitude  :be  + ab  — ac,meUex:  db+ac  — bc. 

IC,  Au  lieu  de  : -H.  mettei  : +Cf. 

22.  Au  lieu  de  : x — t,  meltex  ; i + L 

7,  Au  lieu  df  : — b + h,  mtltes  : — b — h, 

13.  Au  lieu  de  : les  deux  noibree.  mettes  : les  carrés  île» 

deuxnomtifes. 

8.  -4u  «fu  dg  : 1,40,  meltet  : ÿ = l.iO. 

14.  Au  lieu  de  ■■  C jours,  mettex  : 5 jours. 

5.  Auiigu  de:  — d— ^ . mettez  : — d— . 

yü  — yo  Va — 

23.  Au  lieu  de  : BC”  BC',  mettes  : AC"  AC'. 

27.  Au  lieu  de  : |v^A  + VA’  — B,  mettex  : V^2(A  + 

28.  Au  lieu  de  : i>^A  — VÂ*  — B,  mettex  : ^ 2(A— VA’— B'. 
0 el7.  Au  lieu  de;  b—c,  mettex  : c — b. 

5.  Au  lieu  de  ; imaginaire,  mettex  ; négatif. 

15.  Au  lieu  de  : V”,  mettex  : ÿ . 

17.  Au  lieu  de  : B",  meltex  B". 

5.  Au  lieu  de  : exercice,  mettex  : nature. 

24.  Au  lieu  de  : — 4i  — 2,  mettex  : — 4i  — 4. 

20.  Au  lieu  de  ; }x,  mettex;  2o. 

1.  Au  lieu  de  ; =0,  meltex  ; =6. 

A la  note,  ajoutex  : 1. 1,  p.  467. 
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t.  But  de  l'Introduction.  — ’i.  Classificiition  des  questions  en  théorèmes  et 
en  problèmes.  — 5.  Démonstration  de  quelques  théorèmes  DéPiniiion 
précise  du  théorème.  — 4.  Si  quatre  nombres  sont  en  proportion , le 
produit  des  extrêmes  est  égal  uu  produit  des  moyens.  Démonstraiion 
arithmétique.  Autrement  par  l’emploi  des  signes  d’opérations.  Reinar- 
oues  sur  les  démonstrations  précédentes.  — B.  Emploi  des  lettres  pour 
déirontrer  le  théorème  précédent.  — 6.  Comment  on  pourrait  obtenir  le 
même  degré  de  généralité  que  par  l’emploi  des  lettres.  Pourquoi  on  ne 
le  fait  pas.  — 7.  Changement  qu’une  fraction  éprouve  lorsqu’on  aug* 
mente  ou  lorsqu’on  diminue  ses  deux  termes  d'un  même  nombre.  — 
8.  Inconvénient  du  moyen  précédent.  — 9.  Emploi  des  lettres.  — 
10.  Résolution  de  quelques  problèmes.  — 11.  La  somme  de  deux 
nombres  est  53  ; leur  dilférence  est  7 ; quels  sont  ces  nombres?  Solution 
arithmétique.  — 12.  Emploi  des  signes  d’opérations.  — 13.  Nouvelle 
abréviation.  — 14.  La  mkhode  précédente  ne  donne  pas  lu  solution  des 
problèmes  semblables.  Ambiguité  qui  peut  résulter  de  lu  simple  indica- 
tion des  opération.s.  Exemple.  — liî.  La  somme  de  deux  nombres  est  53; 
leur  différence  est  2;  quels  sont  ces  nombres?  Néces.<iié  de  remplacer 
les  nombres  par  les  lettres.  — 18.  La  somme  de  deux  nombres  est  a; 
leur  différence  est  6;  quels  sont  ces  nombres?  — 17.  Réglé  pour  trouver 
deux  nombres,  conniiis.'^ani  leur  somme  et  leur  différence.  — 18.  Appli- 
cation des  formules  à la  résululion  des  problèmes  qui  de  prime  abord 
sont  autant  de  qii&siions  distinctes.  — 19.  Exemples.  — 20.  Résolution 
des  problèmes  currélatifs.  — 21.  Quantité  littérale.  — 22.  Formule. — 
23.  Traduire  une  formule  en  langage  ordinaire.  — 24.  Mettre  une  for- 
mule en  nombre.  — 28.  Algèbre.  — 26.  Exercices. 


But  de  l’introduction. 

1.  Le  besoin  des  gmértUisatimt  s’est  fait  sentir  dès  le  com- 
mencement de  l’arithmétique.  En  effet , comme  les  règles  du 
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calcul  et  les  principes  seraient  sans  utilité,  si  ces  règles  et 
ces  principes  ne  s’appliquaient  indistinctement  à tous  les 
nombres,  il  a fallu  faire  des  raisonnements  généraux  sur  des 
exemples  particuliers.  Toutefois,  l’arithmétique  gagne  en  laco- 
nisme quand  on  représente  par  des  signes  les  relations  entre 
les  nombres , et  la  généralité  se  manifesterait  d’ellermème , si 
on  représentait  les  nombres  par  des  signes  qui  n’eussent  au- 
cune relation  avec  leur  grandeur  particulière. 

Faire  comprendre  ce  perfectionnement  apporté  dans  la 
science  des  nombres,  tel  est  l’objet  de  l’introduction. 

Classiflcation  des  questions  en  Ihéorèmes  et  eu  probtèmes. 

8.  Les  questions  sur  les  nombres  sont  de  deux  sortes  : 
1»  mettre  une  vérité  en  évidence  h l’aide  d’un  raisonnement 
appelé  démonstration',  2°  trouver  un  ou  plusieurs  nombres 
d’après  des  relations  connûtes  avec  d’autres  nombres  donnés. 

La  dénomination  de  théorème  s’applique  aux  premières  ; celle 
de  problème  s’applique  au.\  secondes. 

f 

Démonstration  de  quelques  théorèmes. 

5.  Préalablement,  précisons  l’idée  qu’on  doit  se  faire  d’un 
théorème  en  général. 

ün  théorème  est  une  proposition  telle  que  des  relations  étant 
supposées  avoir  lieu  entre  des  quantités  données,  il  enexiste  néces- 
sairement d autres.  Faire  voir  que  les  secondes  relations  sont  des 
conséquences  des  premières,  c’est  ce  que  l’on  appelle  démontrer  le 
théorème. 

Les  relations  supposées  portent  le  nom  d’hypothèse',  les  rela- 
tions à déduire  des  précédentes  portent  celui  de  cotsclusion. 

4.  Exxmple  : S«  A nombres  sont  en  proportion  , le  produit  des 
extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens.  L’hypothèse  est  l’égalité 
des  deux  rapports;  lu  conclusion  est  l’égalité  entre  le  produit 
des  extrêmes  et  celui  des  moyens. 

Démontrer  ce  théorème,  c’est  faire  voir  que  la  deuxième  éga- 
lité est  la  conséquence  nécessaire  de  la  première.  Happelons 
ici  la  démonstration  de  ce  théorème  fondamentid  des  propm'- 
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lions , telle  que  nous  l’avons  donnée  en  arUbmétique , ou 
n*  211. 

Soit  la  proportion , 

. 12 : 3 ::  8:2, 

le  produit  des  extrêmes  12  X 2 est  égal  au  produit  des  moyens 
3X8. 

DËMONSTBiTioN.  En  effet,  le  premier  antécédent  12  est  égal  à 
son  conséquent  3 multiplié  par  le  premier  rapport  ; donc  le 
produit  des  extrêmes  est  le  produit  de  trois  facteurs  : les  'deux 
conséquents  et  le  premier  rapport. 

Le  second  antécédent  8 est  égal  à son  conséquent  2 multi- 
plié par  le  second  rapport  ; donc,  le  produit  des  moyens  est  le 
' produit  de  trois  facteurs  : les  deux  conséquents  et  le  second 
rapport. 

Or,  par  supposition,  les  deux  rapports  sont  égaux;  donc  il  en 
est  de  même  des  deux  produits  qui  sont  composés  des  mêmes 
facteurs. 

Autrement.  4 étant  le  rapport  de  12  à 3,  on  a 12=3X4; 
donc  12x2  = 3x4x2.  Puisqu’il  y a proportion,  4 est 
aussi  le  rapport  de  8 à 2 ; donc  8 = 2X4;  par  consé- 
quent 8X3=2x4X3;  mais  3x4x2  = 2x4x3,  donc 
12X2=8X3. 

Remarqcbs.  I.  La  comparaison  de  ces  deux  manières  de  pré- 
senter le  raisonnement,  fait  déjà  voir  que  l'emploi  des  signes 
d’opération  ( =,  x J abrège  l’écriture , et  par  suite  permet  à 
l’esprit  de  saisir  plus  rapidement  l’enchaînement  des  idées. 

II.  Les  nombres  ont  une  valeur  unique  et  déterminée;  par 
conséquent , pour  se  convaincre  de  la  généralité  de  la  démon- 
stration précédente , il  faut  : 1"  s’assurer  que  ce  qui  a été  fait  sur 
des  nombres  peut  être  refait  sur  d’autres  ; 2°  concevoir  que 
l’identité  dans  la  forme  des  raisonnements  permet  de  les  ré- 
péter sur  tous  les  exemples  du  même  genre;  mais,  si  l’on  em- 
ployait des  caractères  d’une  nature  telle  que  les  nombres  fussent 
> indistinctement  représentés,  les  conséquences  auxquelles  on 
, arriverait,  convenant  à tous  les  nombres  auraient  tout  le  degré 
de  généralité  désirable;  or,  c’est  à quoi  l’on  parvient  en  repré* 
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scntani  les  nombres  par  les  lettres  de  l'alphabet , qui  n'ont  au- 
cune relation  avec  la  grandeur  de  ces  nombres. 

K.  Cela  posé , soit  la  proportion 

a:  b ::  c : d 

Prouvons  que  aXd  = b'X.c. 

En  clTct,  g désignant  le  rapport  de  a à 6,  on  a : a = 6 X9  ; 
donc,  le  produit  des  extrêmes  axd  devient  bxgXd. 

Puisqu’il  y a proportion , g est  aussi  le  rapport  de  c à d;  donc 
c = dxg;  par  conséquent,  le  produit  des  moyens bxe devient 
bxdxg. 

Mais  bXgXd=bX  d Xg,  donc  aXd  = bXc. 

6.  On  pourrait  obtenir  la  même  généralité  en  employant  les 
dénominationsprcBuer  an<ccéden/,prmier  conséguent,  deuxième 
antécédent,  deuxième  conséguent,  rapport,  au  lieu  de  a,  h,  e.d.g; 
mais  outre  que  l'on  perdrait  la  concision , il  y aurait  encore  la 
difficullé  de  trouver  dans  le  langage  ordinaire  des  dénomina- 
tions générigues  pour  désigner  les  düTérents  nombres  connus 
ou  inconnus  d'une  question. 

Traitons  un  second  exemple  qui  présente  une  circonstance 
remarguable. 

7.  Une  fraction  augmente  ou  diminue  de  valeur  lorsqu’on  aug- 
mente ses  deux  termes  d'un  même  nombre,  selon  gue  la  fraction 
est  plus  grande  ou  plus  petite  gue  l'unité. 

1"  Cas.  Soit  la  fraction  5. 

Ajoutons  3 à ses  deux  termes , et  prouvons  que  ^ est  plus 
grand  que  f.  . 

Ces  deux  fractions  réduites  au  même  dénominateur  ont  pour 
valeurs  respectives  yS , 55  ; or,  la  seconde  est  plus  grande  que  la 
première;  donc.... 

2'  Cas.  Soit  la  fraction 

On  reconnaîtrait  d’une  manière  analoguê  que  est  plus 
petit  que 

8.  Notre  raisonnement  s'applique  spécialement  à la  (t'acHion  5 ; 
donc  il  ne  démontre  pas  le  principe  énoncé,  parce  qu'on  ne 
voit  pas  la  dépendance  de  l’ordre  de  grandeur  des  numérateurs 
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50  et  56  avec  les  deux  tonnes  de  la  fraction  soit  avant,  soit 
après  leur  accroissement  simultané.  Pour  écarler  cctle  diffi- 
culté, on  suit  en  arithmétique  une  marche  détournée  que 
voici  : 

Des  deux  fractions  ^ et  la  plus  jn^nde  est  celle  qui  diffère 
le  moins  de  l’unité;  or,  la  première  diffère  de  l'unilé  de  c’est- 
à-dire  d’une  fraction  ayant  même  dénominateur  que  la  pro- 
posée, et  dont  te  numérateur  est  la  différence  des  deux  termes 
de  cette  fraction.  La  seconde  diffère  de  l’unité  de -j^,  c’est-à-dire 
d'une  fraction  d’un  dénominateur  plus  grand,  et  dont  le  numé- 
rateur est  le  même  que  précédemment,  parce  que  la  différence 
de  deux  nombres  ne  change  pas  quand  on  les  augmente  d’une 
même  quantité  ; donc diffère  moins  de  l’unité  que  donc 
elle  est  plus  grande.  ’ 

Le  second  cas  de  la  question  se  traiterait  d’une  manière  ana- 
logue. 

Passons  maintenant  à l'emploi  des  lettres. 

9.  Soit  I la  fraction  proposée,  et  m la  quantité  que  l'on 

ajoute  à ses  deux  termes. 

Les  fractions  à comparer  sont  : 

2 Pt 

b b + tn 

Après  la  réduction  au  même  dénominateur, 

a.b-\-  a.m  a,b-\-m.b 
lê-\-b.m  * è’-j-in.ô  ’ 

le  numérateur  de  la  première  sera  le  produit  de  a par  è-f-m, 
ou  a.  fr  -|-  a .m , parce  que  multiplier  un  nombre  par  une  somme, 
revient  ale  multiplier  successivement  par  chacune  des  parties  de 
la  somme,  et  à ajouter  les  deux  produits  partiels. 

Le  numérateur  de  la  seconde  sera  le  produit  de  o -f-  in  par  b, 
ou  0 . 6 -j-  »» . è ; car,  multiplier  une  somme  par  un  nombre,  revient 
4 multiplier  chaque  partie  de  la  somme  par  ce  nombre. 

Cela  posé,  la  question  est  ramenée  à comparer 

a.ê-f-a.m  avec  o.6-|-m.6. 
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Or,  il  y a une  partie  commune  a . b,  donc  il  suffit  de  com- 
parer les  parties  non  communes 

a.m  et  m.b 

Mais , dans  ces  deux  produits , le  facteur  m est  le  même  pw 
supposition , donc  jl  suffit  de  comparer  les  deux  autres  facteinrs, 

a et  b. 


En  conséquence,  la  nouvelle  fraction 


a-\-m 

b-\-m 


sera  plus  grande 


ou  plus  petite  que  la  première  ^ selon  que  b sera  plus  grand 

ou  plus  petit  que  a,  c’est-à-dire  selon  que  la  fraction  proposée 
sera  plus  petite  ou  plus  grande  que  l'unité. 

Ainsi,  la  réduction  des  ' fractions  au  môme  dénominateur  à 
laquelle  il  a fallu  renoncer  dans  le  raisonnement  purement 
arithmétique,  malgré  qu’elle  se  présentât  d’clle-môme,  a,  au 
contraire , fourni  une  démonstration  directe  et  générale  à la 
faveur  de  l’emploi  des  lettres  ; c’est  là,  en  effet,  une  circonstance 
remarquable  dans  la  question  proposée. 


Résolution  de  quelques  probtinKs. 

10.  Dans  tout  problème,  deux  choses  principales  sont  à dis- 
tinguer ; les  données  et  les  inconnues.  ^Découvrir  la  liaison  mu- 
tuelle qui  exi^e  entre  ces  quantités , de  manière  à déduire 
les  secondes  des  premières  ; c’est  ce  que  l’on  appelle  résoudre 
un  problème. 

1 1 . Exemple.  La  somme  de  deux  nombres  est  Si;  leur  différence 
est  7 ; qttels  sont  ces  nombres  ? 

Puisque  la  différence  des  deux  nombres  cherchés  est  7 , le 
plus  grand  vaut  le  plus  petit  plus  7;  or,  la  somme  des  deux 
nombres  est  53,  donc,  le  plus  petit  nombre,  plus  le  plus  petit 
nombre  plus  7,  valent  53;  ou  bien,  deux  fois  le  plus  petit 
nombre  plus  7 valent  53;  par  conséquent,  deux  fois  le  plus 
petit  nombre  valent  53  diminué  de  7,  ou  46;  donc  enfin,  pour 
avoir  le  plus  petit  nombre  on  prendra  la  moitié  de  46,  ce  qui 
donne  23  ; par  suite,  le  plus  grand  nombre  vaut  23  plus  7, 
ou  30. 
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1Î8.  Reprenons  la  solution  précédente  en  faisant  usage  des 
signes  abréviatifs  (=,  — , :). 

Le  plus  grand  nombre  = le  plus  petit  nombre  + 7 
Le  plus  petit  nombre  + 7 + le  plus  petit  nombre  =53 
Deux  fois  le  plus  petit  nombre  7 = 53 
Deux  fois  le  plus  petit  nombre  =53—7=46 
Le  plus  petit  nombre  = 46  : 2 =23 

Le  plus  grand  nombre  = 23  + 7 = 30. 

15.  On  obtient  une  nouvelle  abréviation  en  remplaçant  l’ex- 
pression le  plus  petit  nombre  par  une  seule  lettre  x;  car  l’on 
a successivement  : 


X le  plus  petit  nombre 
a:  -j-  7 le  plus  grand  nombre 
a:  -1-  a:  + 7 = 53 
2x  + 7 = 53 

2ar  = 53  — 7 = 46 
a:  = 46:2  =23 
x-f  7 = 23  + 7 = 30. 

14.  Cette  maniéré  de  traiter  la  question  est  plus  expéditive 
que  chacune  des  précédentes,  mais  elle  ne  donne  pas  la  solution 
de  tous  les  problèmes  de  même  espèce.  Dans  les  problèmes  qui 
ne  différent  de  celui-là  que  par  les  valeurs  de  la  somme  et  de  la 
dilTérence  des  deux  nombres  cherchés,  il  faudrait  recommencer 
des  raisonnements  semblables,  et  suivre  de  nouveau  la  même 
marche;  cela  tient  à ce  que  les  calculs  effectués  à mesure  qu'ils 
se  présentent , allèrent  les  nombres  donnés  : rien  ne  retrace  à 
la  fin  de  l’opération  la  dépendance  de  l'inconnue  ovec  ces 
nombres.  On  pourrait  croire  que  l’on  obvierait  à cet  inconvé- 
nient si,  au  lieu  d’effectuer  les  calculs  au  fur  et  à mesure,  on 
sebornaità  les  indiquer,  car  alors  les  nombres  donnés  parvien-' 
draient  au  résultat  final  sans  aucune  altération  ; mais  une  diffi- 
culté d’un  autre  genre  se  présente  pour  obtenir  la  valeur  de 
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l'inronnue  on  peut  avoir  à faire  sur  los  lcrmcs  qui  la  renfer- 
ment certaines  opéralions  qui  amènent  des  nombres  égaux  h 
des  nombres  parliculiers  contenus  dans  la  question  proposée  ; 
de  là,  une  ambiguité  qui  peut  induire  en  erreur. 

Traitons  un  exemple. 

Itt.  La  somme  de  deux  nombres  est  53;  leur  différence  est  2; 
quels  sont  ces  nombres  J 

On  a successivement  : 

X 

a;  4-2 

' it  4-  a:  4-  2 = 53 
2a:  4-2  = 53 
2x  = 53  — 2 
^ 53  — 2. 

Or,  le  nombre  2 qui  se  trouve  dans  2a:  provient  de  ce  qu'on 
a remplacé  a:  4- a:  par  2a:,  et  non  pas  de  ce  que  le  nombre  2 se 
trouve  parmi  les  données  de  la  question,  en  sorte,  que  confon- 
dant le  nombre  2 avec  l’une  des  quantités  données,  on  com- 
mettrait une  erreur  en  interprétant  ainsi  qu’il  suit  le  résultat 
final  : 

53  — 2 
2 ’ 

Connaissant  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres,  on  aura 
le  plus  petit  des  deux  en  retranchant  la  différence  de  la  somme, 
et  en  divisant  le  résultat  par  cette  différence. 

L’inconvénient  dont  nous  venons  de  parler  serait  encore  plus 
grand  si  ta  question  présentait  par  elle-même  des  nombres 
égaux  entre  eux.  Or,  toute  difficulté  disparaîtra  si  l’on  repré- 
sente les  quantités  données  par  des  lettres;  car,  !•  elles  par- 
viendront dans  le  résultat  final  sans  aucune  iUtération,  puisque 
les  calculs  auxquels  les  lettres  sont  soumises  ne  sont  que  des 
indications  d’opérations  arithmétiques;  2*  elles  ne  pourront 
pas  se  confondre  avec  les  nombres  amenés  par  des  réductions; 
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3°  le  résultat  final  sera  général , puisque  les  lettres  sont  indé- 
pendantes de  toute  valeur  particulière. 

Celte  modification  appliquée  à ta  question  actuelle  donne  lieu 
au  problème  suivant  : 

16.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b; 
quels  sont  ces  nombres^ 


Soit  toujours  x le  plus  petit  de  ces  nombres 
x-\-b  sera  le  plus  grand 
d’où  x-\-x-\-b=^a 

2x-|-  ù = ® 


2x  = O — b 


Quant  au  plus  grand  des  deux  nombres,  il  suffit,  pour  l'ob- 
tenir, d’ajouter  è à ? ; r^^uisant  l'entier  en  fraction  d'a- 

près  la  règle  ordinaire,  il  vient — ; or,  augmenter  la 

différence  a — b de  deux  fois  b revient  à l'augmenter  d'une 
fois  6,  puis  le  résultat  obtenu  de  encore  une  fuis  b ; on  aura 

ainsi  ° è + è + è . diminuer  a de  ô,  et  augmenter  le 

reste  de  b,  sont  deux  opérations  qui  se  détruisent  ; donc  enfin 

- est  le  plus  grand  des  deux  nombres  cherebés. 

Les  expressions  générales  telles  que 

a — b 


-II, 


ont  reçu  le  nom  de  formule. 

Ces  formules,  traduites  en  langage  ordinaire,  permettent 
de  poser  une  règle  générale.  En  effet , puisque  a est  la  sonune , 

et  que  b est  la  différence,  représente  la  moitié  de  la 
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somme  diminuée  préalablement  de  la  différence , et  - est 

la  moitié  de  la  somme  augmentée  préalablement  de  la  diffé- 
rence. En  conséquence, 

17.  Connaissant  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres,  il 
suffit,  pour  avoir  le  plus  petit  des  deux  nombres , de  retrancher  la 
différence  de  la  somme , et  de  prendre  la  moitié  du  reste  ; pour 
avoir  le  plus  grand,  il  suffit  d’ajouter  la  différence  à la  somme,  et 
de  prendre  la  moitié  du  résultat.  Appliquons  les  formules  pré- 
cédentes au  problème  du  n°  11;  remplaçons  a par  53, 6 par  7, 
et  nous  aurons  : 


X = 

ar  + 7 = 


5S  — 7_46 
2 ~ 2 

53-f7_60 

2 “.2 


=23. 
= 30. 


18.  Un  des  principaux  avantages  de  l’emploi  des  formules 
tient  à ce  que  l’on  peut  confondre,  dans  un  mode  commun  de 
solution , des  problèmes  qui , de  prime  abord , sont  autant  de 
questions  distinctes. 

s 

10.  Exemples  1.  Partager  25  francs  entre  deux  personnes , de 
manière  que  l'une  ait  5 francs  déplus  que  Vautre. 

U 

n.  Deux  frères  ont  ensemble  72  ans\  l'un  a 12  ans  déplut  que 
Vautre,  quel  est  V âge  de  chacun? 

111.  Deux  piles  de  boulets  contiennent  344  boulets;  il  y en  a 64 
de  plus  dans  l’une  que  dans  l'autre,  combien  chaque  pile  en  ren- 
ferme-t-elle? 


Toutes  ces  questions , réduites  à des  nombres  abstraits , re- 
viennent à trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur 
différence. 

Appliquant  la  règle  du  n°  17,  on  aura  ; 10  et  15;  30  et  42  ; 
140  et  204. 
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Résolution  des  problèmes  corrélatifs. 

20.  Un  autre  avantage  qui  est  de  la  plus  haute  importance , 
va  ressortir  des  considérations  suivantes  : nous  avons  en  arith- 
métique posé  quatre  règles  relatives  aux  questions  d'intérêt, 
selon  que  l’on  veut  calculer  Yintérét  de  la  somme  placée , le 
taux,  le  temps  ou  le  capital-,  représentons  ces  quantités  par  les 
lettres  respectives  x,  i,  t,  a et  nous  aurons  la  formule  , 


[1] 


a'X.i'X.t 

100 


pour  la  traduction  laconique  de  la  règle  du  n*  520  (aritbm.). 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  à quel  taux  une 
somme  doit  être  placée  pour  rapporter  un  cerfat»  intérêt  au 
bout  d’un  temps  donné. 

La  formule  [1]  aura  toujours  lieu , car  elle  exprime  la  relation 
nécessaire  entre  l’intérêt  d’un  capital  quelconque,  ce  capital, 
le  taux  et  le  temps;  seulement  ici,'  x,  a,  t sont  les  quantités 
connues,  et  i est  la  quantité  inconnue  qu’il  faut  trouver.  Cela 
posé,  en  multipliant  par  100  les  deux  quantités  égales  x et 

on  aura,  d'après  les  principes  de  l’arithmétique,* 

100x=aXiX^»  divisant  successivement  de  part  et  d’autre 

par  Œ et  par  i,  on  aura  f 

Cette  formule 'servira  donc  à résoudre  les  questions  du 
n*  521;  faisons,  par  exemple,  a=5000,  <=3,  x=750;  nous 
100^750 

aurons  : i = = 5 , ainsi  qu’on  le  trouverait  par  l’a-, 

oUüil  3 ^ 

rithmétique.  , 

On  obtiendraitdemème  t = ; cette  formule  servira  à té- 

ox»  I 

soudre  les  questions  du  n°  522. 

lOOflf 

Enfin,  pour  le  n°  525,  on  aura  la  formule  a = 

Concluons  de  là,  qu’une  formule  trouvée  pour  résoudre  un 
problème,  sert  encore  à résoudre  autant  de  problèmes  qu’il  y a 
de  quantités  distinctes  dans  cette  formule  ; ce  sont  ces  pro- 
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blêmes  que  nous  appellerons  problèmef  eorrélatifu.  Plus  tard 
nous  en  verrons  d’autres  exemples. 


DéflDitions  rondamentalee. 

21.  Une  ODANTiTÉ  littérale  est  une  expression  dans  laquelle  ks 
nombres  sont  représentés  par  des  lettres. 

22.  Une  formule  est  l'expression  générale  des  opérations  arith^ 
métiques  que  l’on  doit  effectuer  sur  des  nombres  donnés  pour  ovbir 
immédiatement  la  valeur  d’un  nombre  cherché. 

2S.  Traduire  une  formule  en  largage  ordinaire  , c'est  dé- 
duire de  cette  formule  une  règle  pour  résotsdre  toutes  les  questions 
de  même  espèce  que  la  question  générale  qui  a conduit  à cette 
formule. 

24.  Mettre  dns  formule  en  nombre,  c’est  remplacer  les  let- 
tres par  des  nombres  qui  leur  correspondent  dans  une  question 
particulière  pour  effectuer  ensuite  les  calculs  indiqués. 

25.  £' ALGÈBRE  est  ia  partie  des  mathématiques  qui  a pour  objet 
l’étude  des  nombres  considérés  d’une  manière  abstraite  et  géné- 
rale. Plus  laconiquement,  1' algèbre  est  la  science  des  formules. 

EXERCICES. 

26.  Résoudre  par  l'arithmétique  et  par  l’algèbre  les  questions  suivantes  : 

Partager  25  fr.  entre  deux  personnes,  de  manière  que  l’une  ait  5 fr.  de 

plus  que  l’autre. 

A a deux  fois  plus  d’argent  que  B;  A possède  12  fr.  déplus  que  B.  Com- 
bien ont-ils  chacun  ? 

A a trois  fois  autant  d’argent  que  B;  C possède  20  fr.  de  plus  que  B.  Com- 
bien ont-ils  chacun? 

Un  père  qui  a trois  61s,  leur  laisse  1600  fr. 

Le  testament  porte  que  l’alné  aura  200  fr.  de  plus  que  le  second,  et  que 
celui-ci  aura  100  fr.  de  plus  que  le  dernier.  Trouver  la  part  de  chacun. 

La  somme  de  trois  nombres  est  230,  l’excès  du  moyen  sur  le  plus  petit 
est  iO  ; l’excès  du  plus  grand  sur  le  moyen  est  60.  Quels  sont  ces  nombres? 

Partager  35  en  deux  parties  dont  l’une  soit  le  quart  do  l’autre. 
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Un  père  fait  son  testament  de  la  manière  suivante  : 

11  donne  à l’ainé  de  ses  enfants  3600  fr.  et  la  sixième  partie  du  reste 
le  son  bien.  Il  donne  au  second  deux  fois  3600  fr.  et  la  sixième  partie  du 
'este.  Il  donne  au  troisième  trois  fois  3600  fr.  et  la  sixième  partie  du  reste, 
St  ainsi  de  suite,  en  augmentant  de  3600  fr.  la  première  portion  de  chaque 
enfant  successif. 

Par  cette  disposition,  tout  l’héritage  est  également  partagé  entre  tous  les 
enfants. 

On  demande  le  nombre  des  enfants,  la  part  de  chacun  et  la  valeur  de 
l’héritage. 

Pevoir  les  problèmes  de  fausse  position  (i4rt(/i.  n’  3X4),  et  les  traiter 
par  l’algèbre.  ' 

La  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  est  plus  grande  que  leur 
moyenne  géométrique  : cas  d’égalité. 

La  valeur  d'une  fraction  diminue  où  augmente  quand  on  retranche  un 
même  nombre  de  ses  deux  termes,  suivant  que  cette  fraction  est  plus  petite 
ou  plus  grande  que  l’unité. 

, Hbmarque.  Dans  chacune  des  questions  précédentes,  on  comparera  avec 
soin  rariibmétique  et  l’algèbre. 

A'vertissbhent.  Ici,  comme  en  arithmétique,  nous  recommanderons  aux 
élèves  de  ne  point  chercher  à retenir  par  cœur  les  réponses  aux  exercices 
que  nous  leur  proposons. 
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général  par  une  expression  algébrique.  — 30.  Quand  dit-on  qu’une 
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' Définition  du  calcul  algébrique. 

2T.  La  dénionslralion  des  théorèmes,  et  lit  résolution  des 
problèmes  à l’aide  de  l’emploi  des  lellres  ont  lait  déjà  sentir  la 
nécessité  d’effectuer  certaines  opérations  sur  ces  lettres  ; nous 
avons  reconnu  que  ces  opérations  ne  sont,  à proprement  par- 
ler, que  des  indications  de  calculs  arilhmcliqucs  ; ces  indica- 
tions sont  susceptibles  d’une  grande  extension , et  donnent 
lieu  la  plupart  du  temps  à des  transformations  et  à des  simplifi- 
cations. 

Les  règles  relatives  à ces  transformations  et  à ces  simplifica- 
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ms  constituent  \aealeul  algébrique,  que  nous  définirons  ainsi 
l'il  suit  ; 

Le  CALCUL  ALGÉBRIQUE  a pour  but  de  substituer  à un  système 
opérations  arithmétiques  un  autre  système  d'opérations  qui  con- 
isent  identiquement  au  même  résultat  numérique  que  le  premier 
I arithmétique  un  calcul  a pour  objet  de  déterminer  un  ou  plu- 
urs  nombres  d'une  valeur  unique  et  déterminée). 

• Signes  d’opérations, 

S8.  Rappelons  succinctement  les  principaux  signes  d'opéra- 
ms  dont  plusieurs,  déj\’i  connus  en  arithmétique,  ont  été 
iployés  dans  l’introduction. 

Une  croix  droite  est  le  signe  de  l’addition,  et  se  prononce 

w. 

x + 4 a;  plus  4. 

a;  -f  a d X plus  a plus  b. 

L'n  trait  horizontal  — est  le  signe  de  la  soustraction,  et  se 
énonce  moins. 

X — 4 a;  moins  4 , 

X — a — b a;  moins  a moins  6. 

ne  croix  oblique  X ou  un  point . est  le  signe  de  la  muUi- 
::ation,  et  se  prononce  multiplié  par.  .. 

x'X.Aomx.A a:  multiplié  par  4. 

a;XaX6  ou  a;. a.  6.  x multiplié  par  a multiplié  par  b. 

rrès-souTcnt  on  indique  la  multiplication  par  (a  simple  jux- 
osition  des  facteurs  en  supprimant  tout  signe  interposé, 
isi  ab  a la  même  signification  que  a X 6 ou  que  a.b\  pareil- 
lent,  abc  a la  môme  signification  que  oXôXcouque«.  ô.c. 
ielte  abréviation  n’est  pas  applicable  aux  nombres;  23,  par 
niple,  ne  peut  pas  signifier  2 multiplié  par  3. 

In  eoelJicient  est  un  niulliplicateur  numérique  placé  en  avant 
ne  quantité  sans  interposition  de  signes, 
luns  les  expressions  3a,  0,75a  les  nombres  3,  f et  0,75 

t des  coefficients  de  a. 
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Toutefois,  il  est  bon  de  remarquer  que  56,  j>ar  exemple, 
signifie,  d’après  la  déQnition  du  coefficient,  6 X 5 et  non  5x6. 

Une  quantité  telle  que  a est  censée  avoir  pour  coefficient 
i'untïe.  En  effet,  la  ou  une  fois  a est  évidemment  la  même 
chose  que  a. 

Le  coefficient  tire  son  origine  du  cas  particulier  de  l’addition  ' 
où  les  parties  de  la  somme  sont  égales  entre  elles  : 0+0  = 2a. 
a + a + a = 3a — Ainsi,  primitiven)ent  le  coefficient  est  un 
nombre  entier;  c’est  donc  par  extension  que  tout  mulliplicateur 
numérique  d’une  tpiantité  littérale  est  un  coefficient  de  cette 
quantité. 

Un  exposant  est  un  nombre  écrit  à droite  et  un  peu  au-dessus 
d'une  quantité  pour  indiquer  combien  de  fois  cette  quantité 
doit  être  prise  comme  facteur.  Le  résultat  provenant  de  ce  ' 
produit  de  facteurs  égaux  se  nomme  puissance , dont  le  degré 
est  indiqué  pur  l'exposant. 

a*,  ou  aa,  indique  la  seconde  puissance  de  a ou  le  carré  de  a, 
et,  par  abréviation,  s’énonce  a deux,  a*,  ou  aaa,  indique  la 
troisième  puissance  de  a ou  le  cube  de  a et  s’énonce  a trois. 
a*,  ou  aaaa,  indique  la  quatrième  puissance  de  a,  et  s’énonce 
a quatre. 

En  général,  a"....  indique  la  m*  puissance  de  a,  et  s’énonce 
a puissance  m (on  ne  pourrait  p:ts  dire  am,  parce  qu’alors  on 
confondrait  a"  avec  oX«).  Réciproquement,  a est  la  racine 
w de  o". 

Une  quantité  telle  que  a est  censée  avoir  pour  exposant 
l’unité.  En  effet,  a'  signifie  que  la  quantité  a est  prise  une  seule 
fois  comme  facteur,  ce  qui  ne  peut  représenter  autre  chose  que  a. 

On  commetlruit  une  grave  erreur  si  l’on  confondait  le  coeffi- 
cient  d'une  quantité  avec  l'exposant  de  cette  quantité. 

Soita=10  3a=t0  + 10  + 10  = 30 

o>  = 10  X 10X10  = 1000. 

Le  coefficient  et  l’exposant  peuvent  entrer  simultanément 
dans  une  même  expression  ; de  là  des  expressions  telles  que 
2a?,  40*6*0,  qui  signifient  <^X2;  a?xè’XcX4,  ou  bien  en- 
core aaa  X 2 ; aaa  X èà  X c X 4. 

L’ensemble  de  deux  points  : placés  l’un  au-dessus  de  l’autre 
est  le  signe  de  lu  division,  et  sc  prononce  dtoùé par. 
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Le  plus  souvent  on  emploie  la  forme  fractionnaire;  a : A ou  ^ 

s'énonce  a divisé  par  6;  dans  le  dernier  cas,  on  dit  encore,  par 
abréviation , a sur  b. 

L’ensemble  de  deux  traits  horizontaux  placés  l’un  au-dessous 
de  l’autre,  =,  est  le  signe  de  l’égalité,  et  se  prononce  éffale. 

Les  deux  quantités  entre  lesquelles  le  signe  est  interposé  sont 
les  deux  membres  de  l'égalité;  la  quantité  placée  à gauche  en  est 
le  premier  membre  ; la  quantité  placée  à droite  en  est  le  second 
membre. 

a = b,  a égale  b,  indique  que  la  quantité  désignée  par  a est  la 
même  que  la  quantité  désignée  par  b.  Il  est  utile  de  remarquer 
que  l’égalité  a = b comporte  iinplicitcment  l’égalité  b = a (c’est 
ce  qu’on  appelle  renverser  une  égalité). 

L’ensemble  de  deux  droites  concourantes,  < ou  >,  est  le 
signe  de  ïinégalité;  ce  signe  se  prononce  plus  petit  que  dans  le 
premier  cas,  cl  plus  grand  que  dans  le  second.  La  plus  grande 
des  deux  quantités  est  placée  du  côté  de  rouvcrlurc. 

Les  deux  membres  de  l'inégalité  sont  les  deux  quantités  entre 
lesquelles  le  signe  est  interposé. 


a < 6 O plus  petit  que  6, 

6 > a b plus  grand  que  a. 


Le  signe  que  l’on  appelle  radical,  est  le  signe  des  racines, 
et  s’énonce  racine  de;  on  le  place  en  avant  de  la  quantité  dont 
on  doit  extraire  la  racine,  de  manière  que  la  barre  horizontale 
de  ce  signe  couvre  la  quantité  dont  il  s’agit. 

L'indice  du  radical  est  un  nombre  placé  dans  l’ouverture  du 
signe,  et  qui  indique  le  degré  de  la  racine  à extraire. 

On  supprime  l’indice  du  radical  dans  la  désignation  des  ex- 
tractions de  racines  carrées. 


y/ a* — 6* racine  deuxième  ou  racine  carrée  de  a* — 6*. 

racine  troisième  ou  racine  cubique  de  18o’è*. 

racine  quatrième  de  o*è*. 


et  ainsi  de  suite. 


2* 
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Des  principales  espèces  d'expressions  algébriques. 


En  général,  une  expression  algébrique  est  un  ensemble  de 
lettres,  ou  de  lettres  et  de  nombres,  réunis  par  quelques-uns  des 
signes  précédemment  énumérés. 

Exemple.  lîo’ô’  + .J  y/a’  — 6*. 

Cetlc  définition  comprend  dans  sa  généralité  la  définition  de 
la  quantité  littérale  (21  J. 

50.  line  expression  algébrique  est  dite  rationnelle  ou  irration- 
nelle , suivant  qu'elle  ne  renferme  pas  ou  qu'elle  renferme  le  signe 
radical. 


2a’é* expression  rationnelle. 

ôv^a’  — b- expression  irrationnelle. 


51.  l'ne  expression  rationnelle  est  dite  entière  ou  fb action- 
naire , suivant  qu'elle  ne  renferme  pas  ou  quelle  renferme  un  dé- 
nominateur. 

L’expression  est  rationnelle  et  entière;  l’expression 

~i~  „ est  une  fraction  rationnelle. 
o*-|-  b' 

52.  Un  terme  ou  monome  est  une  expression  algébrique  dont 
les  éléments  ne  sont  séparés  entre  eux  ni  par  le  signe  -f-  ni  par 
le  signe  — . 


Exemples. 


abc,  le^U^cx,  2a^c, 


55.  Un  polynôme  est  une  expression  algébrique  composée  de 
plusieurs  termes , affectés  les  uns  du  signe  -|- , et  les  autres  du 
signe  — . 

Exemples. 

« -}-  6 — e,  a — b — c,  5a’  -|-  ^ — a*é*  — îab^c. 

Un  polynôme  se  nomme  en  particulier  binôme,  trinôme, 
quadrinonie.  quinome,  selon  qu’il  renferme  deux,  trois,  quatre, 
cinq  termes. 
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üii  polynouie  rationnel  et  entier  est  un  polynome  qui  ne  ren- 
ferme que  des  termes  raliounels  et  entiers. 

E.'UMPle.  ax' ba^ dx ->r  e-  ^ 

54.  Les  termes  additifs  d’un  polynome  sont  les  termes  qui 
sont  affectés  du  signe  -f-.  Le  premier  terme  d’un  polynome  qui 
n'a  pas  de  signe  est  censé  avoir  le  signe  Ainsi , ax*-^bx — c, 

est  la  même  chose  que  -\-aa?-\-bx  — c. 

58.  Les  termes  soustractifs  d'un  polynome  sont  les  termes 
qui  sont  affectés  du  signe  — . 

Exshpu.  Les  termes  additifs  du  polynome  . ' > . . ^ 

' 5a*-|-3ft*c  — o’fi*  — 2fl*ô* 

sont  +5(1*  et  +36’c,  ou  simplement  5a’  et  35*c;  les  termes 
soustractifs  sont — a*5*  et  — 2a*6‘. 

56.  Évaluer  un  polynome  ou  le  mettre  en  nombres,  c’est  effec- 
tuer les  opérations  arithmétiques  qui  sont  indiquées  lorsque 
les  lettres  qui  y entrent  viennent  à recevoir  des  valeurs  pai  li- 
culièrcs. 

Exemple.  L’évaluation  du  polynome  aar*  + ftjj — c,  corres- 
pondante aux  nombres  0 3=15,  5 = 12,  e = 1,  o;  = 10,  s’ob-, 
tiendra  en  effectuant  les  calculs  suivants  : 

16X(10)*  + (12X10)— 1,  . , , , ^ 

ce  qui  donne  1619. 

On  considère  le  terme  d’un  polynome  avec  son  signe , afin 
de  rappeler  en  même  temps  le  terme  et  l’opération  ( addition 
ou  soustraction)  îi  laquelle  on  doit  le  soumettre  dans  l’évalua- 
tion du  polynome. 

57.  Jusqu’à  nouvel  ordre  nous  supposerons  que  les  soustrac- 
tions qui  peuvent  se  trouver  indiquées  dans  un  polynome,  sont 
exécutables  dans  l'ordre  même  où  elles  se  présentent. 

Par  suite  de  cette  restriction  un  polynome  isolé  tel  que 
— 36  — 46 — 76  n’a  actuellement  aucune  signification  pour 
nous. 

58.  Éous  conviendrons  encore  de  ne  considérer  jusqu'à  nouvel 
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avis  que  des  polynômes  composes  de  termes  rationnels  et  entiers. 
Plus  tard,  toutes  ces  restrictions  seront  écartées. 

50.  La  parenthèse  ( )dont  on  fait  un  usage  très-fréquent, 
sert  à indiquer  que  tout  ce  qu’eUc  renferme  doit  être  considéré 
comme  une  seule  quantité  destinée  à subir  quelque  autre  opé- 
ration ; le  signe  qui  affecte  la  parenthèse  indique  l'opération 
à effectuer  sur  cette  quantité. 

Exemple,  a — (è-t-c)  indique  que  la  quantité  b c effectuée, 
doit  être  retranchée  de  a. 

Souvent  on  est  obligé  de  regarder  comme  un  seul  nombre 
une  quantité  qui  renferme  des  parenthèses , alors  on  la  met 
cllc-mèmc  entre  parenthèses,  et  pour  éviter  la  confusion,  on 
lui  donne  une  forme  différente;  on  fait  alors  usage  de  crochets 
ou  i'aeeolades. 

Exemple.  L’expression  6’j-j- 2aô]  x é*)  — 2a6], 

ou  bien  encore  !(«’  -f  b')  lab\  x j(a*  -j-  é’)  — 2aé!, 

indique  que  l’on  doit  effectuer  y ajouter  d’une  part 

lab,  en  retrancher  d’autre  part  2nê;  et  enfin  qu’il  faut  multi- 
plier le  premier  résultat  par  le  second. 

La  parenthèse  qui  enveloppe  une  quantité  peut  être  affectée 
d’un  exposant. 

Exemple.  (a-f-*)*- 

Dans  ce  cas,  au  lieu  de  dire  a plus  b deux,  ce  qui  pourrait 
s’entendre  de  a -|-  6’,  on  dirait  a 6 élevé  au  carré,  ou , par 
abréviation  , a b puissance  deux. 
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CHAPITRE  II. 

ADDITION  ET  SOUSTRACTION. 


SOMMAIRE. 

40.  DéOnition  de  l’addition  algébrique.  — 41.  Addition  des  monomes. 
Exemple.  — 42.  Addition  des  polynômes.  Exemple.  — 45.  Règle  pour 
additionner  "des  polynômes.  — 44.  Définition  de  la  soustraction  algé- 
brique. — 45.  Soustraction  des  monomes.  Exemple.  — 46.  Soustrac- 
tion des  polynômes.  Exemple.  — 47.  Règle  pour  soustraire  des  poly- 
nômes. 


ADDITION. 

40.  L'addition  algébrique  a pour  but  de  trouver  un  polynôme 
dont  la  valeur  numérique  soit  égale  à la  somme  des  valeurs  numé~ 
riques  de  plusieurs  expressions  algébriques  données,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent  ( sauf  la  restric- 
tion du  n”  57). 

Remarque.  Dans  toutes  les  opérations  algébriques,  nous 
considérerons  en  général  deux  cas  : 1*  celui  des  monomes; 
2°  celui  des  polynômes. 

Addition  des  monomes. 

41.  Exemple  1.  Ajouter  les  monomes  2a,  3b,  5c  et  7d.  Le 
total  doit  être  composé  de  toutes  les  parties  ajoutées  ensemble, 
on  aura  donc 

2a-f3é-l-5c-f-7<i. 

Exemple  II.  Ajouter  les  monomes  3a’é’,  \3ab'c,  Aabc', 
on  écrira  3a’6*-|-13tf6*c-|-4oéc’. 
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AddiUon  des  polynômes. 

42.  Excmplb.  Ajouter  les  polynômes  a — b cl  c-\-d—  e. 

»• 

Si  à a— ô on  ajoute  c,  on  aura  a— ft+c;  mais,  en  ajoutante 
tout  seul  on  a ajouté  de  moins  la  quantité  d qui  devait  être 
‘préalablement  ajoutée  à c;  donc  il  faut  l’ajouter  à a — b-\-c  et 
écrire  a — b-\-c  -\-d\  mais,  en  ajoutant  c-f-  d tout  entier  on  a 
ajouté  de  trop  la  quantité  e qui  devait  être  préalablement  re- 
tranchée de  c-j-d;  donc  il  faut  la  soustraire  dea— 
ce  qui  donne  finalement  a—b-\-c-\-d—e.  Ainsi  ; . 

’ (a — 6)-|-(c-|-d — c)  = a — 6-f-c-f  d— e. 

Ce  raisonnement  peut  s'appliquer  à des  polynômes  composés 
d'autant  de  termes  qu’on  voudra,  affectés  ou  non  de  coeffi- 
cients. En  conséquence , 

45.  R&gle.  Pour  additionner  des  polynômes , on  écrit  succes- 
sivement les  termes  de  ces  polynômes  les  uns  à la  suite  des  autres 
en  conservant  à chacun  le  signe  dont  il  est  affecté. 


SOUSTRACTION. 

44.  La  soustraction  algébrique  a pour  but  de  trouvef  une  ex- 
pression algébrique  qui  exprime  le  reste  qu'on  obtient  en  retran- 
chant fune  de  f autre  deux  expressions  algébriques  données^ 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent. 

. SoustracUoD  de»  monomes. 

48.  Exemplb.  Soustraire  b de  a. 

D’après  le  signe  indicatif  de  la  soustraction,  on  écrira  : 

a — b. 

Soustraire  Za'bx?  de  7a*ô*, 

on  écrira  3o*é*x— 7a’é*. 


V 
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SouslracUoB  des  polynômes. 

46.  Esbhple  Soustraire c — — ô. 

Si  on  soustrait  c de  a — b,  on  a a — b — c;  mais,  en  retran- 
chant c tout  entier,  on  a retranrhé  de  trop  la  quantité  d qui 
devait  être  préalablement  ôtée  de  e,  donc  le  résultat  a — b — c 
est  trop  petit  de  d\  pour  le  rendre  exact,  il  faut  y ajouter  d,  ce 
qui  donne  a — b — c-f-  d;  mais,  en  relranclumt  c — d tout  seul, 
on  a retranché  de  moins  la  quantité  e qui  devait  être  préalable- 
ment ajoutée  à e — d,  donc  le  résultat  a — b — c-\-d  est  trop 
grand  de  e;  pour  le  rendre  exact  il  faut  le  diminuer  de  e,  ce 
qui  donne  finalement 

a— b — e-{-d — e.' 

Ainsi  {a— b) — (e  — d-f-e)  = a — b—^e-j-d—e. 

t 

En  conséquence, 

47.  Règle.  Pour  retrancher  vnpolynome  d'un  autre,  on  change 
le  signe  de  chacun  des  termes  du  polynôme  à soustraire , puis  on 
les  écrit  successivement  à la  suite  des  termes  de  l'autre  polynôme. 
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CHAPITRE  III. 

RÉDUCTION  DES  TERMES  SEMBLABLES.  — APH.I- 
CATION  A L’ADDITION  ET  A LA  SOUSTRACTION 
ALGÉBRIQUES. 


SOMMAI  RB. 

48.  La  valeur  numérique  d’un  polynôme  ne  change  pas  lorsqu’on  interver- 
tit l’ordre  de  ses  termes,  chacun  d’eux  conservant  le  signe  dont  il  est 
affecté.  (On  suppose  ici  que  l’intervertissement  des  termes  n’introduit 
aucune  soustraction  impossible.) — 48.  Déânition  des  termes  semblables. 

— i>0.  Définition  de  l’opération  désignée  sous  le  nom  de  réduction.  Ré- 
duire un  polynôme  entièrement  composé  de  termes  additifs  semblables. 

— tSl.  Règle  pour  réduire  des  termes  semblables  additifs.  Réduire  un 
polynôme  composé  de  termes  tous  semblables  entre  eux , les  uns  additifs, 
et  les  autres  soustractifs.  — 82.  Règle  pour  réduire  des  termes  sem- 
blables en  partie  additifs  et  en  partie  soustractifs.  Ce  que  l’on  doit  faire 
lorsque  la  somme  des  termes  soustractifs  surpasse  la  somme  des  termes 
additifs.  Réduire  un  polynôme  qui  renferme  des  termes  semblables  ad- 
ditifs et  soustractifs,  ainsi  que  des  termes  dissemblables  aux  précédents. 

— 83.  Règle  générale  pour  réduire  un  polynôme  qui  renferme  des  termes 
semblables  additifs  et  soustractifs  ainsi  que  des  termes  dissemblables 
aux  précédents.  — 84.  Remarques  sur  le  polynôme  P-f-A — B. 

— 88.  Addition  des  polynômes  qui  renferment  des  termes  semblables. 
Autre  disposition  de  calcul.  Application  numérique.  Soustiraction. 
Autre  disposition  de  calcul.  Application  numérique. 


Intervertissement  des  termes  d’un  polynôme. 

4B.  Théorème.  La  valeur  numérique  d'un  polynôme  ne  change 
pas  lorsqu’on  intervertit  l'ordre  de  ses  termes , chacun  d'eux  con- 
servant le  signe  dont  il  est  affecté. 

On  suppose  que  rintervcrtissement  des  termes  n’introduit 
aucune  soustraction  impossible  (57). 
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Soit  le  polynôme  a + 

On  peut  I*  permuter  deux  termes  additifs  consécutifs;  2“  un 
terme  additif  et  un  terme  soustractif  consécutifs;  3"  deux  ' 
termes  soustractifs  consécutifs  ; 4’  un  terme  soustractif  et  un 
terme  additif  consécutifs  ; enfin , 5®  on  peut  écrire  dans  tel 
ordre  qu’on  voudra  les  termes  de  ce  polynôme. 

[ 1“  a-\-b-\-c^-^ — f~\~9 — A"(“A=a-|-c-}-ô — d — f~{~9 — A-)-A. 

Car,  dans  le  premier  cas,  on  a,  en  vertu  de  l’addition  des  poly- 
nômes, augmenté  a de  et,  dans  le  second,  de  c-|-é,  ce 

qui  est  évidemment  la  môme  chose;  d’ailleurs , les  opérations 
ultérieures  sont  restées  les  mêmes  de  part  et  d’autre  ; donc 
les  deux  polynômes  sont  équivalents. 

2®  Q,-\-b’\~c — d — 

Car,  en  écrivant  a -f-  b — d au  lieu  de  a 6-f-  c — d on  a écrit 
un  résultat  trop  faible  de  c,  donc  il  devient  exact  en  écrivant 
a'-\-h — d -|-c;  par  suite,  les  deux  polynômes  sont  équivalents. 

3°  o-t-6-l-c — d — f-\-g — h-\-k  — — A-f-A. 

Car,  d’après  la  soustraction  des  poljTiomes, 

o-f  ^ — f=a-\-b-\-  c — {d-\-  f) 

u-\-b-\-c—f—d=:a-\-b-]rC—{f-\-d)r  -■  - 

or,  d-|-/’=i /■-!-</,  donc,  etc... 

4®  — d— /- — A-|-A. 

Car,  en  écrivant  a-j-6-f-c — d-\-g  au  lieu  de  a-|-è-(-c — d—f-\-g, 
on  a écrit  un  résultat  trop  fort  de  f ; donc  il  devient  exact  en 
écrivant  a-f-6-l-c — d-\-g — f\  par  suite,  etc. 

- 5*  Puisque  l’on  peut  changer  de  place  deux  termes  consécu- 
tifs quelconques  sans  altérer  la  valeur  du  polynôme,  on  peut 
facilement  par  des  inversions  de  ce  genre  faire  occuper  à 
chaque  terme  telle  place  qu’on  voudra,  et  par  suite  permuter 
à volonté  les  termes  de  ce  polynôme. 


Digitized  by  Google 


26  JlftWCrtON  DBS  TBBMBS  SIMBUBLB8. 

ApplicatioH.  8«* — a*  9a*  — lOo’  + 16a* — 2a* 

= 8o*  4- 9a*  + 15rf  — — lOtt*  = 21 . O*. 

Mais  présentmcnt  on  ne  pourrait  pas  écrire 

8o*  — 10a*  — a*  4“  9a*  4“  — 2a*, 

car  10  ne  peut  pas  être  soustrait  de  8. 

Des  termes  semblables  dans  un  polynôme. 

40.  Définitions.  I.  Dans  un  polynôme,  on  appelle  termet  tem~ 
blahles  entre  eux , ou  simplement  termes  semblables , des 
termes  qui,  abstraction  faite  du  signe  et  du  coefficient,  ren- 
ferment les  mêmes  lettres  respectivement  affectées  des  mêmes 
exposants. 

Exemple.  Dans  le  polynôme 

3a*6— 66*c4-2a*6  4-e6*c— 0*6, 

les  termes  3o*6,  2o*6  et— o*6  sont  semblables  entre  eux;  les 
termes — 56*c  et  66*c  sont  aussi  semblables  entre  eux,  mais 
dissemblables  aux  précédents.  ' ’ 

SO.  11.  On  appelle  réduction  une  opération  qui  a pour  objet 
(le  diminuer  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  sans  altérer  sa 
valeur. 

Exemple  1.  Réduire  le  polynôme  10a*6*4-  i5o*6*  4-  7a’ô*. 

Ce  polynôme  équivaut  à 32a*6*.  En  effet,  10  quantités  égales 
h a*6* , plus  15  quantités  égales  à a'6*,  plus  7 quantités  égales  à 
0*6’,  font  10  plus  16  plus  7,  ou  82  quantités  égales  à a*6*,  donc 

, 100*6’  4-  15a*6’4-  76*6’  = (10  4-15  4-  7)  o’6*  = 32a*6*. 

En  conséquence, 

Kl.  Règle.  Pour  réduire  à un  seul  terme  tous  les  termes  addi- 
tifs semblables  d'un  polynôme,  on  fait  ta  somme  des  coefficients, 
et  l'on  écrit  à la  suite  la  partie  littérale  commune. 

Exemple  II.  Réduire  le  polynôme 

10o>6’  4-  15o*6»  4-  7o*6’  — 3o*6*— 0*6* — 8o*6* — 2a*6*. 
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D’après  la  80U8tra£tioti  de*  polynômes  on  peut  écrire 
lOoV  + 1 6o*6*  -t-  7aV—  (3a*d*  -}-  8o*é*  + 2o*6*)  ; 

ou , d’après  le  cas  précédent , 

' • 32a*i»*  — 14a*6».  ^ ' 

4 

Or,  32  fois  la  quantité  a*6*,  moins  14  fois  la  quantité  a*6*,  font 
32  fois  moins  14  fois,  ou  18  fois  a’ô’  ; donc, 

32a*f/*  — 14a*A*=(32— I4)a*è*a=  18a»è*. 

En  conséquence, 

i'.*  ‘ 

sa.  Règle.  Pour  soustraire  l’un  de  l'autre  deux  termes  sem- 
blables, on  retranche  le  plus  petit  coefficient  du  plus  grernfi,  et 
l’on  écrit  à la  suite  la  partie  littérale  commune. 

Remaboue.  On  rejetterait  l’emploi  du  polynôme,  si  la  somme 
des  coefficients  des  termes  soustractifs , surpassait  la  somme 
des  coefficients  des  termes  additifs,  parce  qu'alors  la  soustrac- 
tion serait  impossible. 

Réduire  le  polynôme 

12a’ô*-f  10a*6»—4a*o*+  150*6» +5a&c—3o*i^—20'i»>  + 70*6* 

Intervertissant  l’ordre  des  termes,  il  vient  : 

/ * 

12a»6* — 4aôc*  -f  babe  -f  10a*6»  -f  15d»6»  + 7o*6»  — 3o*6»  — o*6> 

— 8o*6>  — 2a*6»; 

ou,  d'après  la  règle  de  la  soustraction  des  polynômes , 

12a»ô* — 4a6c*4-5a6c-|-(lÛo’6»-)-l6<^6»-|-7o»6»)  > 

— (3a*6»-t-o*6’-j-8o*ô»+2a*6»), 

polynôme  de  la  forme  ' ' ■ . 

l‘+A  — B 

A et  B désignant  respectivement  l’ensemble  des  termes  sem- 
blables additifs  et  soustractifs , et  P désignant  le  monome  ou  le 
polynôme  provenant  des  termes  dissemblables  aux  précédents. 

Or,  les  polynômes  A et  B pouvant  être  réduits  chacun  ù un 
monome  que  nous  désignerons  respectivement  par  a et  6,  lé 
, polynôme  proposé  prendra  la  forme  P -j- a — 6,  Cela  posé,  si 
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l’on  a a>  b,  le  polynôme  P -|-  a — b pourra  s’écrire- 
P + a — 6 = P+(a— 6)  = P + d; 
d représentant  l’excès  de  o sur  ô. 

Enfin,  si  l’on  aa<.b,  la  règle  de  la  soustraction  des  poly- 
nombs  permet  de  poser 

P + a — 6 = P — {b — fl)=P  — d'; 

d'  (prononcez  d prime)  représentant  l’excès  de  b sur  o.  En  con- 
séquence, 

83.  Règle.  Pour  réduire  un  polynôme  qui  renferme  des  termes 
additifs  et  des  termes  soustractifs  semblables  ainsi  que  des  termes 
dissemblables  aux  précédents , on  fait  1°  la  somme  des  termes  ad- 
ditifs; la  somme  des  termes  soustractifs;  3°  on  retranche  la  plus 
petite  des  deux  sommes  de  la  plus  grande  et  Von  affecte  le  résul- 
tat du  signe  de  la  plus  grande;  enfin  4”  on  fait  précéder  ce 
résultat  de  l’ensemble  des  termes  dissemblables  aux  précédents: 

84.  Remarques  1.  Le  polynôme  P 4- A — B se  réduit  à P-|-A 
et  par  suite  à P-|-  a,  si  l’on  suppose  que  l'on  ait  B = 0,  et  à 
P — B,  par  suite  à P — b,  si  l’on  a A=0;  donc,  quand  les 
termes  semblables  du  polynôme  à réduire  sont  tous  de  môme 
signe , on  fait  la  somme  de  leurs  coefficients,  et  l’on  donne  à 
cette  somme  le  signe  -j-  ou  le  signe  — selon  que  ces  termes 
sont  additifs  ou  soustractifs. 

II.  Si  P (qui  dans  certains  cas  peut  donner  lieu  à des  réduc- 
tions) devient  égal  à 0,  le  polynôme  P-j-A  — B se  réduit  à 
A — B,  par  suite  ha  — b,  c’est-à-dire  à l’e.xcès  de  la  somme 
des  termes  additifs  sur  la  somme  des  termes  soustractifs. 

DI.  Enfin,  le  polynôme  proposé  ne  serait  présentement  d’au- 
cune utilité , si  l’on  avait  simultanément  P = 0 et  B > A. 


Addition  et  Aoustraclion  des  polynômes  qui  renlerment  des  termes 
semblables. 


88.  Exemple  1.  Additionner  les  polynômes 

4Æ>y  — 8xy*-l-6xy  ; bxij  + Ax'i/ — xy' + xhj  ; 2xy-f3zy; 
-}-9x*y*-j-7xy — 
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D’après  la  règle  du  n°  45  on  a d’abord 

4 j ’y  — 8xy  + 4"  ®*y  + 2^y  + 3x*y’ 

+ 9x*!/'  -f  7xy  — ir’y  -}•  + 4xy' — 2x’y  -f-  xY- 

Rapprochant  les  termes  semblables,  il  vient 
4.r*y  -f-  x^ff  — 3x^1/  — 2x'i/  + 5xy*  -(-  4xy'  — 8xy'  — xy’  + Gx't/ 

-j-  4x^y'  4"  3ïV  4*  9*’y‘  4~  4"  5^y  4"  2^y  4~  7^- 

Groupant,  d'une  part,  les  termes  semblables  additifs,  et, 
d'autre  part,  les  termes  semblables  soustractifs,  on  obtient 

(4a*y-|-a;-y} — (3a:’y-|"  2x*y)  -i-(5xy’-j-4xy') — (8a;y’-|-j:y*)  4-(6a;*ÿ* 
-j-  4x’y-  3xY ■j-9xY-i~ a Y) + (ûa;y  -\-1xy-\-7xy). 

Opérant  la  réduction  des  termes  semblables  réunis  dans  une 
même  parenthèse,  on  a 


hx'y  — bxhj  -f  9xÿ’  — 9a:y*-|-  23x*y’  4"  l'ixy. 

Simplifiant,  on  obtient  finalement 

23a:*ÿ* -f  1 Ixy . 

Remarque.  Quand  on  ajoute  deux  termes  tels  que  Gxy*  et 
— 9xÿ’qiii  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  leur  somme  cstnullè  ; 
On  ne  t’écrit  pas,  cl  l’on  dit  que  les  deux  termes  se  détruisent. 

Dans  la  pratique,  on  préfère  disposer  les  termes  semblables 
les  uns  au-dessous  des  autres,  ainsi  qu’il  suit,  après  quoi  on 
ajoute  les  termes  qui  se  trouvent  dans  une  même  colonne  ver- 
ticale : 


4x'y—8xy^-{-  Gx'y' 
5xy-j-  x*y4-5^y’4- 
2xy — 3x*y  4“  4xy* -1-  3x*y* 
7xy — 2x^ — 9x*y’ 

4-  ^-’y’ 


\4xy 4-  23x’y’ 


Faisons  une  application  numérique  de  l’addition  prccédciile. 
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afin  de  Caire  ressortir  ie  caractère  des  opérations  algébriques, 
ainsi  que  futilité  de  la  réduction  des  termes  semblables. 

Soient  a:  = 100  et  y = 10;  désignons  les  polynômes  addi- 
tionnés par  P,  P',  F,  F,  P”  (prononcez  P prime,  P seconde, 
P tierce,  P quarte. ...),  et  nous  aurons  pour  leurs  valeurs  res- 
pectives les  résultats  suivants  : 


P = 4X(10)’X2— 8x(IOO)xy+  8 X(IO)>xr. =316800 

P”  = ix  100  X2+4x(IO)>xr— 100X2’X2 180600 

, P*  = 2X100  X2+3X(10)>X2’... = 120400 

' P"  = SX  (10)*  X2’+7X  100  X 2 — 8 X(I0)»X2  +SX100X7  = 303400 
P'’=  4X(100)X2’— 2X(  10;>X2+(10/X2’ 1600 

P+P+P’+P"+P" ; = 922800  ' 

Désignons  par  P’'  la  somme  réduite  23ar*y’  + I4xy  des  poly- 
nômes précédents,  et  nous  aurons 

P»  =23X(10)>X2’-|-14-H00X2 =922800 


Reharqcr.  On  trouvera  toujours  deux  nombres  égaux,  quelles 
que  soient  les  valeurs  numériques  de  z et  de  y;  c’est  là  la  pro- 
priété caractéristique  des  opérations  algébriques. 

Exemple  II.  Soit  à soustraire  le  polynôme  4a’— 5a*64-6aà*— 6* 
du  polynorae  7a*  — Sali*  -f  li*. 

D’après  la  règle  du  n°  47  nous  aurons  successivement, 

7a>  — 8aà»-f  6>  — 4a’-f5a‘à  — 6aà’-f  . 

7o^  — 4a>  — 8o6* — 6oA* -I- 6» -1- à»  4- 6a’ô , 

(7<^  — 4o>)  — (8a6‘ 4 6aô') -f  (6»  + à»)  + 5a*ft , 

3o’ — l4o6’4  4 5a’à. 

Puisque  la  soustraction  se  transforme  en  une  addition  quand 
on  a changé  les  signes  de  chaque  terme  du  polynôme  que  l’on 
veut  soustraire,  on  peut,  dans  la  pratique,  disposer  l’opération' 
et  opérer  mécaniquement  ainsi  que  l'indique  le  calcul  ci-après  : 

Au  polynôme.  7ar’—  8ai’4  6’ 
on  ajoute —40*—  6a6’4  è’45a*é 

et  fon  trouve. . 3cf—t4ab*  4 2ô* 45a*6. 


f 
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Faisons  une  application  numérique  de  la  soustraction  précé- 
dente. 

Soient  0=3,14  et  6=0,00032,  nous  aurons  successivement; 


P =7x(3,14)— 8XÎ.I4  X (0,00032;’+(0.00032)» =216,714005427744768 

?”= 4 X (3,1 4>’—Sx(3,l  47x0,00032  +6x3, 1 4X(0,0032)* 

—(0,00032)= = 1 23,820802569183232 

P— P’ = 92,893202858561536 


Mettant  en  nombres  la  différence  trouvée  précédemment, 
nous  aurons  ; 

P*  = 3 X 13,14)=— 1 4X3, 1 4 X (0,000327+ 2x(0,00032)=+5 

X(3,147xO, 00032.. = 92,893202858561536 

résultat  conforme  au  premier  calcul. 

Remarque.  Lorsque  pour  la  commodité  du  calcul  on  arrange 
les  termes  d’un  polynôme  dans  un  ordre  autre  que  celui  où  ils 
étaient  d’abord , il  peut  arriver  que  l’expression  telle  qu’on 
l’obtient  renferme  des  opérations  impossibles;  on  suppose  alors 
qu’il  a été  fait  une  inversion  dans  l'écriture,  et  que  les  opéra- 
tions ne  sont  pas  écrites  dans  l’ordre  où  elles  devraient  être 
faites.  L’expression  — o-j-6,  par  exemple,  signifie  qu’on  re- 
trancliera  a de  b.  Lorsque  dans  l’addilion  précédente  on  a écrit 
— 4a’  — 6nh'  lr‘ ba'b,  il  doit  être  entendu  que  cela  ne  re- 
présente pas  les  opérations  dans  l’ordre  où  elles  doivent  être 
faites,  mais  que  l’on  a arrangé  ainsi  les  termes  du  polynôme 
résultant  de  7a* — Saô’-f-ft* — (4a’-f6a6*  — 6*  — ôa’ô)  dans 
l’ordre  commode  pour  opérer  les  réductions. 

Cette  remarque  étant  faite  une  fois  pour  toutes , nous  ne  la 
répéterons  pas. 
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CHAPITRE  IV. 

MULTIPLICATION. 


SOMMAIRE. 

jjfl.  Définition  rfe  la  mnliipl'Mticn  algébrique.  — 87.  Mulliplicalion  des 
monomes.  Exemples.  — 80.  Comment  on  forme  le  produit  des  puis- 
sances d’une  même  qiianlilé.  — 80.  Règle  pour  multiplier  deux  mo- 
nômes quelconques  l’un  par  l'autre.  — OU.  Multiplient  on  des  poly- 
nômes. Exemples.  Produit  de  a-\-h  par  c-f-d  (c  et  d désignant  des 
nombres  entiers  quelconques).  — CI . Produit  de  a + 6 parc-)- (c  et  d 
désignant  des  frarlions  arithmétique-).  — 01  bis.  Réglé  pour  multiplier 
l’un  par  l'autre  deux  polynômes  à termes  additifs.  Exemple.  Produit  de 
a-\-b  — c — d par  m — ri-j-p  — q. — 02.  Règle  pour  multiplier  deux 
polynômes  quelconques  l’un  par  I nutre.  Exemple.  Application  numé- 
rique.— 03.  Remarques.  — 01.  Définitions.  Ordonner  un  polynôme. 
Lettre  principale.  Polynôme  complet.  Polynôme  incomplet.  Exemples. — 
68.  Comment  on  ordonne  un  polynôme  dont  plusieurs  termes  renferment 
la  lettre  principale  à la  n èmo  puissance.  Ce  qu’on  a|ipelle  mettre  une 
quantité  en  facteur  commun.  Autre  dispo-ilion.  Défini  ion  plus  générale 
du  (oelTicient.  — 00.  Degré  d'un  terme.  Manière  d’estimer  le  degré  d’un 
terme.  Exemples.  Polynôme  homogène.  Degré  d'un  polynôme  homogène. 
Degré  d’un  polynôme  non  homogène.  Exemples.  Degré  d’un  terme  par 
rapport  à une  lettre  principale.  Degré  d'un  polynôme  par  rapport  à une 
lettreprincipale.  Exemple.  Multiplication  de  polynômes  ordonné.^.  Remar- 
ques. — 07.  Multiplication  dans  laquelle  les  coefificients  de  la  lettre  prin- 
cipale sont  des  polynômes. — 08.  Autre  disposition  du  calcul. — 09.  Pro- 
priétés du  produit  de  deux  polynômes.  Le  produit  de  deux  polynômes 
quelconques  ne  peut  jamais  renfermer  moins  de  deux  termes.  Cestermes 
sontdits  termes  irréduclibles.  Remarque  relative  au  maximum  du  nombre 
des  termes.  Le  produit  de  deux  polynômes  homogènes  est  un  poly- 
nôme homogène  dont  le  degré  est  la  somme  des  degrés  des  deux  fac- 
teurs. Le  produit  de  deux  polynômes  non  homogènes,  est  un  produit  qui 
ordinairement  n’est  pas  hoinogène,  mais  le  degré  du  produit  est  encore 
égal  à la  somme  des  degrés  des  deux  facteurs.  Multiplications  remar- 
quables.— 70.  Carré  de  la  somme  de  deux  nombres.  — 71.  Ctirré  de 
la  différence  de  deux  nombres.  — 72.  Produit  de  la  somme  par  la  diffé- 
rence de  deux  quantités.  Comment  le  dernier  principe  permet  dans  cer- 
tains cas  d’abréger  la  multiplication.  Exemple. 


Définition  de  la  multiplication  algébrique. 

ISO.  La  mulliplicalion  algébrique  a pour  but  de  trouver  un  po- 
lynôme dont  la  valeur  numérique  soit  le  produit  des  vakurs 
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numéfiqves  de  deux  polynômes  quelconques , quelles  que  soient 
les  valeurs  des  lettres  que  l'on  considère.  ’ 

Les  polynômes  proposés  et  le  polynôme  cherché  se  nomment 
respectivement  : multiplicande,  multiplicateur, produit. 


Multiplicalion  des  tnonomes. 

iî7.  Exemples.  1°  Multiplier  a par  b. 

T 

D’après  le  signe  indicatif  de  la  multiplication , on  écrira  ab, 
et  il  n’y  a lieu  à faire  aucune  réduction  tant  qu'on  n’assigne 
pas  de  valeurs  particulières  aux  lettres  a et  b. 

2°  Multiplier  o*  par  a". 

Multiplier  o’  par  a’,  c’est-à-dire  aa  par  aaa,  revient  à multi- 
plier aa  3 fois  de  suite  par  a,  parce  que  mxdtiplier  une  quantité 
par  un  produit,  revient  à la  multiplier  par  les  facteurs  succes- 
sifs de  ce  produit;  on  aura  ainsi  aaaaa  ou  a‘. 

Plus  généralement  pour  multiplier  o"  par  a",  il  faut  à la  suite 
des  m facteurs  a du  multiplicande  écrire  les  n facteurs  a du 
multiplicateur,  ce  qui  donne  en  tout  m-\-n  fois  le  facteur  a 
ou  a"**.  Pareillement , a”  Xar  x,a''X. 

En  conséquence , ' . 

88.  Le  produit  des  puissances  d'une  quantité  est  une  puis- 
sance de  cette  quantité  dont  le  degré  est  la  somme  des  degrés  des 
facteurs. 

3°  Multiplier  3a’ôc  par  Wb*d'‘. 

Puisque  multiplier  par  un  produit  revient  à multiplier  pai’ 
les  facteurs  successifs  de  ce  produit,  l’opération  proposée  re- 
vient à multiplier  le  multiplicande  3a*àe  par  les  facteurs  5,  o*, 
à’  et  d*  du  multiplicateur.  Mais,  poxtr  multiplier  un  produit  par 
un  nombre,  il  suffit  de  multiplier  un  de  ses  facteurs  par  ce  nombre, 
on  pourra  donc  multiplier  le  coefficient  3 du  multiplicande  par 
5,  ce  qui  donne  15;  on  multipliera  de  môme  le  facteur  a'  du  ' 
multiplicande  par  ce  qui  donne  o';  on  multipliera  b par  5*, 
ce  qui  donne  6’;  le  facteur  c restera  tel  qu’il  est,  et  l’on  multi- 
pliera enfin  le  résultat  par  le  facteur  d‘  du  multiplicateur;  on  , 
aura  donc  en  tout  lba*b\d\  En  conséquence, 

3 
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tiO.  Pour  multiplier  des  monomes  quelconques-,  on  multiplie 
leurs  coefficients-,  on  ajoute  les  exposants  qui  affectent  les  lettres 
communes,  et  l’on  écrit  les  lettres  non  communes,  chacune  avec 
l’exposant  dont  elle  est  affectée.  . . ■ ^ 

Multiplication  des  polynômes. 

60.  Exbmples.  1"  Multiplier  0+6  parc  4- rf  (c  et  d désignant 
des  nombres  entiers  quelconques). 

Multiplier  o + 6 par  c + d,  revient  à répéter  a + 6 autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  c + d ; donc  il  faut , 1°  prendre  c fois 
0 + 6;  2“  d fois  o + 6;  3°  ajouter  ensemble  les  deux  produits 
partiels. 

. . _ Premièro  multipUcation. 

- ' 0 + 6 

' ‘ ' c 

oc  + 6c. 

Prendre  c fois  o + 6 revient  h prendre  c fois  chaaine  des  par- 
ties de  0 + 6,  ce  qui  donne  oe  + 6c. 

Multiplions  de  la  même  manière  o + 6 par  d. 

Deuxième  muUiplication. 

. 0+6 

_d 

ad  + 6d. 

En  conséquence , la  multiplication  proposée  sera  la  suivante  ; 

0 + 6 
c +d 

' oc  + 6c  + od  + 6d. 

Cl.  2*  Multiplier  o + 6 par  c + d (c  et  d désignent  des 
fractions  arithmétiques). 

Les  fractions  c et  d étant  réduites  au  même  dénominateur, 
d’après  la  règle  ordinaire , on  pourra  les  représenter  pour  un 

instant  par  - et  ainsi  « = ^ — c-\-d=-  > 

‘ n H n n . 
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cela  posé,  pour  multiplier  a-f-5  par  — suivons  la  régie 

prescrite  en  arithmclique  pour  multiplier  un  nombre  par  une 
(iraction;  à cet  effet,  raultiptiaDt  a-f^  par  iious  aurons, 
d'après  le  cas  précédent , 

’ • ah-\-bh-^ak-\-bk. 

Divisant  cette  somme  par  »,  il  viendra  , . 

ah  .bh  .ak  ,bk 
n n ■ n ' "n  ’ 

ou  a.-  + b.~-\-a.~-\-b.-,  - 

n n ' n ‘ n 

c’est-à-dire  ac-{-àc-\~ad-\-bd.  ^ 

■ Donc , finalement, 

(g-^  b)  ou  {a-\-b){c-\-d)  = ac-\-be-\-ad^M. 

'■  Le  môme  raisonnement  pouvant  s’appliquer  à des  polynômes 
composés  d'autant  de  termes  qu’on  voudra,  nous  dirons  : 

01  bis.  Povr  multiplier  entre  eux  deux  polynômes  à termes 
additifs,  on  multiplie  chacundes  tenues  du  premier  par  chacun  des 
tervMs  du  second,  et  l'on  fait  la  somme  de  tous  les  pfoduits  partiels. 

Application.  Multiplier 

4a’  + 2o’  + 3a  + 6 par  2^  + 5a  + 3é. 

Multiplicande Aa'  + 2a’, + 3a  + S ‘ - 

HuUiplicaleur 2a'  + 50+36 

I"  produit  partiel...  8a'  + 4a'  +6o' +2o+ 

2*  produit  partiel +20a‘ +10o’ +t5a’ +5o6 

3'  produit  partiel +12o’6+  6o'6+  9ob+3b’ 

Produit  8a‘+  4a‘+Co'+2a'b+20o'+l0a'+t5o’+5ab+t2a'b+0o’b+9ob+3b’ 
produit  réduit  8a>+24o‘+16o»+8o’b+15(<'+14ab+I2a’b+6o’5+36’. 

3*  Multiplier  le  polynôme  a-\-h  — e~d  par  le  polynôme 
m — B -f- P — y. 
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Le  multiplicande  peut  s’écrire  (a  + 6)  — (c  + d),  ou  A— B, 
on  posant  a-}-6  = A et  c-|-d  = B. 

semblablemcnl,  le  multiplicateur  revient  à 
(m+p)  — (n+g) 

ou  à C — B , 

en  posant  »i+p=C  et  n+y=D. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à multiplier  A — B par  C — B; 
(A,  B,  C,  B désignant  des  polynômes  qui  ne  renferment  que  des 
termes  additifs). 

1°  Supposons  d’abord  que  C et  D soient  des  nombres  entiers 
quelconques. 

Pour  multiplier  A — B par  C— D,  il  faut  prendre  C — D 
nombres  égaux  à A— B,  c’est-îi-dirc  C nombres  égaux  à A— B, 
moins  D nombres  égaux  à A — B.  La  question  est  ainsi  décom- 
posée en  trois  : 1»  multiplier  A — B par  C ; 2»  multiplier  A — B 
par  B;  3°  retrancher  le  second  produit  du  premier. 

Première  opération. 

A — B 
C 

AC— BC 

Pour  multiplier  A— B par  C , multiplions  d’abord  A par  C, 
ce  qui  donne  AC  ; mais  en  prenant  C fois  A,  nous  prenons  de 
trop  C fois  la  quantité  B qui  devait  être  préalablement  ôtée  de 
.\,  par  suite  le  produit  AC  est  trop  gi-and  de  C fois  B , ou  de 
BC;  il  faut  donc  le  retrancher  et  l’on  a AC — BC  pour  le  produit 
de  A — B par  C. 

Deuxième  opOraiion. 

A— B 
D 

AD— BD 

. Multipliant  A — B par  D de  même  que  l’on  a multiplié  A— B 
par  C , on  trouve  AD' — BD. 
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Trol^i^me  opéraUo  n . 

De AC— BC 

Retrancher AD — BD 

Reste AC— BG— AD  + BD 

En  conséquence , la  multiplication  proposée  sera  la  suivante  : 

Multiplicande A — B ' 

Multiplicateur C — D * 

Produit AC  — BC— AD  + BD 

2*  Si  C et  D sont  fractionnaires,  le  raisonnement  est  analogue 
à celui  du  n°  61,  et  l’on  a successivement  : 


(A-BXC-D)  = (A-Bj(^- 


_AA-BA— AK+BK_ 
n 

= AG—BC  — AD  + BD. 


a.5-b.-^-a.5+b.« 

n » n n 


En  conséquence, 

(A  — B)(C-D)  = AC  — BC— AD+BD 

Cela  pose  , remplaçons  les  lettres  A,  B,  C,  D par  les  quantités 
qu’elles  désignent  respectivement , et  le  premier  membre  de- 
viendra 

[(a  + 6)  — (c + d)]  X [(m  +p)—  (n  + y)] 


ou  (a+6  — c — d)  («n — ’n+p — g)', 

quant  au  second , il  devient  successivement  ; 


(a+ô)x(»»+p)— (e+d)x(»ï+p)— (a+6)X(n+î)+(c+d}X(n+g) 
= (om  + 6m+ap+  bp) — (cm+dm+çp+dp) 

— (an  + 6n  + oç  + + cq)  + (cn+  dn  + cg  + dq) 

= o»>+  bm  +op+6p — cm — dm — cp  — dp — an 

— bn — ag — bq — cg+on+dn+cg+dg. 

Ce  dernier  produit  renferme  tous  ceux  que  l’on  peut  obtenir 
en  multipliant  chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque 
terme  du  multiplicateur;  ces  produits  ont  le  signe  +,  lorsque 
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les  termes  multipliés  ont  le  môme  signe , et  le  signe  — , quand  > 
ils  sont  de  signes  contraires. 

Remabque.  Si  l'on  multiplie  successivement  tous  les  termes  du 
multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multiplicateur,  en 
ayant  soin  d’affccler  le  produit  du  signe  ou  du  signe  — , se- 

lotn  que  les  deux  facteurs  ont  eu  n’ont  pas  le  même  signe , on 
obtient  les  mêmes  termes  que  précédemment  dans  un  ordre 
différent  (ce  qui  ne  change  pas  le  produit),  ainsi  qn'on  le 
voit  dons  le  tableau  ci-après. 

Multiplicande......  a+6— « — d 

MulUpUcaleur.....  m— n+p— 9 

om+lnn— cm — *» 

—an — bn+cn+dn 
+ap -H>P —cp —dp 
—aq—bq+cq  +dq 

Etoduit  total, 

oaH-bav— cm — dm — on— bn+cn+dn+ap+bp — cp — dp — aq—bq+cq+dq 

En  conséquence , 

62.  Règle.  Pour  multiplier  deux  polynômes  l’un  par  l’autre, 
on  multiplie  successivement  et  à partir  de  la  gauche,  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multiplica- 
teur ; on  donne  à chaque  produit  partiel  le  signe  -|-  ou  le  signe  — , 
suivant  que  les  deux  termes  que  l’on  multiplie  sont  de  même  signe 
an  de  signes  contraires;  enfin,  on  ajoute  tous  les  produits  partiels 
en  ayant  soin  de  faire,  s’il  y a lieu,  la  réduction  des  termes  sem- 
blables. 

65.  Reuabqubs.  l.  La  règle  précédente  n’est  autre  que  ccUe 
du  n°  61  bis,  sauf  que  le  produit  de  deux  termes  affectés  de 
signes  contraires  est  soustractif 

II-  Les  règles  des  n°’  59-et  62  donnent  le  moyen  d’ élever  an 
carré  un  monomc  et  un  polynomc.  (Nous  reviendrons  plus  tard 
sur  cette  opération.)! 

ni.  Pour  plus  de  commodité , la  règle  des  signes  de  la  multi- 
plication des  polynômes  s’énonce  ainsi  qu’il  suit  : 

• 

-[-  multiplié  par  -j-  donne  -f 

-|-  multipné  par  — donne  — 

— muKiplié  par  -j-  donne  — ' • 

— ranlliplié  par — donne  -!-  ' 


Produits  partiels. . . 
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. ^ ^ 

Pour  abréger  encore  davantage , on  sous-entend  le  mot  muifi- 

plié,  et  l’on  dit  simplement  : 

-f  par  donne  4- 
-|-  par  — donne  — 

— par  -{-  donne  — 

— par  — donne  -f-  . . . - 

Application.  Multiplier  2a’4-ax’— 3a’ar  par  4a’x— 5x*— 3ax*. 


Multiplicande . . 
Mulliplicateur.. 


Produits  partiels..... 


2o’  + <u? — 3a’x 
to’i — 5i^ — 3<u? 

8o‘x +4oV— 120'»’  , 
— I0o’»> — 5a»*  + 150’»’ 

— 60*»’— 3oV+  90’»’ 


Produit 8o‘»+lo’»’ — l2o'»’ — lOo’»’ — Soi’+lSo’»*— 6o'»’ — 3a’»’+9a’»* 

Produit  réduit.  8o’»+îo’»*+l2o’i‘— 18a’»’ — So*’. 


(On  multipiie  chaque  terme  du  multiplicande,  à partir  de  la 
gauche  par  le  premier  terme  à gauche  du  multiplicateurO 
4-  par  4“  donne  -f-  ; 2a*  par  4o*x  donne  8o*x  (que  l’on  pose  • ' 
au  produit  en  omettant  le  signe  4-)  ; 4-  par  4*  donne  «** 
par  4a*x  donne  4o*x*  (que  l’on  écrit  avec  le  signe  4-  à la  droite  ' 
de  8a“x);  — par  4-  donne  — ; 3a*x  par  4o’x  donne  12a*x*  (que 
l’on  écrit  avec  le  signe  — à la  droite  de  4o’x’, 

On  obtient  de  la  même  manière  le  deuxième  et  le  troisième 
produit  partiel  ; on  fait  la  somme,  on  réduit  et  l'on  trouve 

.. '8o‘x4-3û‘x’4- 12aV  — 18o*x* — 6ox*. 


Application  numérique. 

Soient  a = 1000  et  x = 1,  nous  aurons  successivement  : 


P = îx(1000)»+1000— 3X(1000)».... Ï=  19970010000 

P = 4x(1000}’— 5— 3X1000. = 399669S  , ’ 

PXP  = 1997001000X3996694...^ = 7982008011894000 

Soit  P”  le  produit  trouvé,  il  viendra  ’ 

s 

P”  = 8x(l000)‘.+3x(l000)’+12x(l000)’— 18X(1000)‘ 

-5x1000. :=  7882003011996000 


comme  précédemment. 
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Remarqcb.  La  multiplication  des  polynômes  est  souvent  sus- 
ceptible d'une  simplification  qui  tient  à une  certaine  disposition 
de  l’opération  qu’il  importe  de  faire  connaître. 

Des  polynômes  ordonnés. 

04.  Ordonner  vn  polijnome  par  rapport  à une  lettre,  c’est 
écrire  ses  termes  de  manière  que  les  exposants  de  cette  lettre 
aillent  toujours  en  augmentant  ou  toujours  en  diminuant  d’un 
terme  à l’autre. 

La  lettre  par  rapport  ù laquelle  on  a ordonne  les  polynômes 
porte  le  nom  de  lettre  principale. 

Un  polynôme  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes ou  descendantes  de  la  lettre  principale  suivant  que  les 
paissances  ilc  cette  lettre  vont  en  croissant  ou  en  décroissant. 

Un  polynôme  est  complet  ou  incomplet,  suivant  qu’il  renferme 
ou  qu’il  ne  renferme  pas  toutes  les  puissances  consécutives  de 
la  lettre  principale  depuis  la  puissance  la  plus  forte  que  l’ou 
considère  jusqu'à  la  plus  faible,  ou  depuis  la  plus  faible  jusqu’à 
la  plus  forte., 

• Exemples.  Les  polynômes  complets  ax^-^bx-\-c  et  c-\-bx-\-ax^ 
sont  ordonnés,  l’un  par  rapport  aux  puissances  descendantes 
de  la  lettre  principale  x et  l’autre  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  la  même  lettre. 

Au  contraire,  les  polynômes  incomplets  et 

c -\-bx-\-aa?  sont  ordonnés,  le  premier  suivant  les  puissances 
descendantes  de  x,  et  le  second  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  la  même  lettre. 

65.  Ijorsqu’on  ordonne  un  polynôme  dont  plusieurs  termes 
renferment  la  lettre  principale  à la  même  puissance,  on  ordonne 
ces  termes  peu-  rapport  à une  autre  lettre.  Si,  par  exemple,  le 
polynôme  à ordonner  renfermait  les  termes  4x*à*,  5x’c*  et 
— 12**Ac,  on  pourrait  les  ordonner  par  rapport  à b,  et  écrire 
4**à* — 12x’6c  -f-  ôJr’c*. 

On  peut  aussi  n’écrire  qu’une  seule  fois  dans  ces  termes  la 
lettre  principale  avec  son  exposant,  et  placer  devant  elle  entre 
parentliôses  la  somme  do  scs  multiplicateurs,  en  ordonnant 
■ ceux-ci  par  rapport  à une  autre  lettre.  Cette  transformation  fort 
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usitée  est  ce  que  l’on  appelle  mettre  une  quantité  on  facteur 
commun. 

D’après  cela , mettant  x'  en  facteur  commun , les  termes  du 
polynôme  ci-dessus  pourront  s’écrire  : 

(4b  — 12ÔC  -(-  5c')z’, 

Souvent  on  adopte  une  autre  disposition  ; on  écrit  dans  une 
môme  colonne,  et  les  uns  au-dessous  des  autres,  les  multipli- 
cateurs (ordonnés)  de  ta  quantité  que  l’on  veut  mettre  en  facteur 
commun  ; on  tire  à droite  de  cette  colonne  un  trait  vertical,  et  on 
place  àla  droite  de  ce  trait  la  Ictlre  principale  avec  son  exposant  ; 
ainsi,  au  lieu  de  la  notation  précédente,  on  aurait  celle-ci  .• 

. 4b^  X' 

— 12ÔC 
-j-5c* 

Par  extension,  on  appelle  coefficient  le  polynôme 
— 126C  + 5c* 

qui  précède  la  lettre  principale  x;  en  conséquence , le  coefficient 
d'une  quantité  est  un  multiplicateur  quelconque , numérique  ou 
littéral,  monome  ou  polynôme,  de  celte  quantité  et  que  ion  écrit 
à la  gauche  de  cette  quantité. 

6G.  On  appelle  degré  d’un  terme  le  nombre  des  facteurs  litté- 
raux-que  renferme  ce  terme.  » 

Le  degré  d’un  terme  s’eslime  par  la  somme  des  exposants  ' ''  ^ 

dont  sont  affectées  les  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme. 

Les  termes  2a’é,  10o‘i*  sont  respectivement  du  3',  5“ 

et  6*  degré,  car  ils  équivalent  à 

iaab,  àaabbb,  lOaaaabb.  * 

(fn  POLYNOME  HOMOGÈNE  cst  Un  polynome  dont  tous  les  termes 
sont  du  même  degré. 

Le  degré  d'un  polynome  homogène  s’eslime  par  le  degré  de  iun 
quelconque  de  ses  termes. 

Le  degré  d'un  polynome  non  homogène  s'estime  par  la  somme 
des  exposants  des  facteurs  littéraux,  dans  celui  de  ses  termes  où 
cette  somme  est  la  plus  grande. 
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Le  polynôme  homogène  — 76*  est  da' cinquième 

degré. 

Le  polynôme  non  homogène  5a:*  + 4a:*y  — 2 est  du  troisième 
degré. 

L’exposant  de  la  Icltre  principale  dans  un  tenue  est  le  degré 
de  ce  terme  par  rapport  à la  lettre  principale. 

Le  degré  d'un  polynôme,  ordonné  par  rapport  à une  lettre 
principale  s’estime  par  l'exposant  de  la  lettre  principale  dans  le 
terme  qui  la  contient  au  plus  liaut  degré. 

Le  polynôme  7a’6*x* lOa’ôa:* -j- 7ax  + 5 est  du  quatrième 
degré  pai-  rapport  à x. 

Reprenons  actuellement  la  multiplication  du  n°  65,  et  ad«li- 
tionnons  les  produits  partiels  après  avoir  placé  les  termes  sem- 
blables  les  uns  au-dessous  des  autres. 


Mullipticandc..;. 
MulUplicaleur . . . 

Produits  partiels 


Produits  partiels  avec  arrangements 
des  termes  semblables 

Produit  réduit 

Produit  ordonné 


Jo^  + ai’ — 3o’i 
ta’i — Si’  — Soi* 

!Sa‘i+  12aW 

— lOa’i’ — iai* -f-lSa’x* 

— Ga«i’—  3o’i'+  9a’j^ 

Sa^i-f-  taV — 12a*i’ — 5oi*+lSo’i* 
— lOa’i^  ea'!*  — 3a»»* 

+ 9a’l’ 

8a’x  3a‘x‘—iSa‘x‘~  Soi*  +HoV 
8a‘i— I8a‘i»+  aaV+lîo’i*—  Soi* 


Rbuabodes.  1.  Pour  obtenir  immédiatement  ce  produit  or- 
donné par  rapport  à a:,  il  suffit  d’ordonner  les  deux  facteurs , 
ainsi  qu’on  le  voit  ci-après  : 


2a*  — 3a’i+  or’ 
4 0*1 — 3 ai* — Si* 


8a*i— »2 

0*1*4-  4 

a*®* 

— C 

4-  9 

— 3'o*i* 

—10 

4-lsl  — Soi* 

8o*i — l8a‘i*+3a*i*+  12o*i* — Soi* 


n.  On  arriverqjt  au  même  résultat,  saufl’inrersio»  des  termes, 
si , généralisant  la  règle  du  n°  62  , on  multipliait  mécanique- 
ment chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque  terme  du 
multiplicateur  et  dans  tel  ordre  qu'on  voudra  ; si , par 
exemple , on  multiplie  or* — 3o*a:  -f-  2a’  par — S®* — 3ar*-{-  4a*ar, 
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ce  qui  revient  à ordonner  les  deux  facteurs  suivant  les  • 
puissances  descendantes  de  . a:,  on  obtient  le  polynôme 
— 3aW — 18a*a;’  -j-  8a*a;'  qui  ne  diffère  du 

polynôme  8a‘a: — 18a*x*  + 3a’j;’+12a’a:* — 6oj5*  que  par  l’ordre 
des  termes,  en  sorte  qu’on  pourrait  établir  leur  identité  par 
un  simple  intervertissement  de  termes , puisque  l’inversion 
des  termes  d’un  polynôme  n’en  change  pas  la  valeur. 

III.  La  réduction  des  termes  semblables  n’aura  pas  toujours 
lieu  comme  précédemment , par  cela  seul  que  les  facteurs  se- 
ront ordonnés  suivant  les  puissances  d’une  même  lettre. 

Exemple. 

o*-f3a*6  + é* 

o’  + ô’ 

~ o’-|-3a*6  + o*6* 

-f  a'ô»  + 3a‘é* -f 

-f  3a'é  -t-  + o‘6>  -f  3a*6‘  + 6» 

IV.  On  rencontre  quelquefois  des  multiplications  qui  don- 
nent lieu  à des  réductions  remarquables. 

Exemple. 

a’  -j-  a*ô  -|-  a’é’  -}-  a*é*  -|-  a6‘  + 
a — b • ■ ' 

a‘  + “h  ”t"  + 00* 

— a“6  — a*é*  — o’ô*  — a’6*  — aô*  — ô*  • . . 

a‘ — ft* 

Barrant  les  termes  qui  se  détruisent,  on  obtient  simple-’ 
mentaf— 6*. 

MultiplicaUon  algébrique  dans  laquelle  les  coefficienU  de  la  leUre  principale 
sont  des  polynômes. 

67.  Soit  à multiplier  (2a -f-36)a:^ — (3o* — 4é*)x* — o‘  — é*par 
(a  — b)x' — (a’  4-  b!‘)x. 

Appliquons  la  règle  du  n“  62  qui  convient  évidemment  au 
cas  actuel. 
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MULTIPLICATION. 


a>  O 

t + 

is,  « g 


1 +î  rt  J 


3 « Q 

a 


-i  • + + 

«a  ^ & 

Si  « O "ÎJ 

.§■  + + + + j- 

■3  ts  « 3 a 

a 


s ^5 

I > i±  î 

t JÎ  ff  f 

® s « g n 


■3  . i a 

8 2>  a •&  O 

IJ+ 1? 

s O « a 
B w eo 


S ^ 

J—  CO 

3 + I 

1 5 

2 


8 ^ a 

z;  CO  eo 

•§“  + + + + 

*1  a *a  ^ 

B C4  M 
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68.  REMARot’E.  On  peut  se  dispenser  d’effectuer  à part  lesmul- 
liplications  partielles,  ainsi  qu’on  le  voit  ci-après. 


MuIUpIicande...  j 
MullipUcaleur . . | 

[ 5a 

1 +3b 

+ « 

! — 6 

i'— 3o< 
+4b‘ 

i> — a* 

— b* 

-b* 

* 

Produits  partiels 

5a* 

I* 

—3a* 

i' 

—a' 

du  multiplicande 

-i-Sab 

+4ab‘ 

—•b» 

ali* 

-rSab 

+3a’b 

—3b* 

— tb* 

Produits  partiels  I 

r 

1 

— 3a> 

I* 

+30* 

** 

+ 

X 

du  multiplicande  I 

1 

— 3o’b 

— ta’b' 

+ o’b’ 

— a*i  I 1 

1 

— 2ob* 

+3a‘b* 

+ a*b* 

P"  _b.j  ( 

—3b’ 

— tb* 

4 b* 

j 

So* 

I’— 2a* 

3a* 

i’+3a‘ 

I* — a' 

**+  0*. 

s 

Produit  total. . . t 

+ «b 

— 3a’b 

+3a*b 

+3a*b* 

+a“b 

+ a«b> 

—3b* 

— 5ab* 

+ iab‘ 

— 4n’b‘ 

—ah' 

+ a*b* 

( 

—3b’ 

— tb* 

—4  b* 

+v 

+ b*» 

Propriétés  du  produit  de  deux  polynômes. 

60.  1°  Si  deu.\  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes,  par  exemple,  d’une  même  lettre,  le  produit 
du  premier  terme  du  multiplicande,  par  le  q)remier  terme  du 
multiplicateur,  est  un  terme  du  produit  cherché,  qui  renferme 
la  lettre  principale  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  tous  les 
autres  ; au  contraire , le  produit  des  deux  derniers  termes  est 
un  terme  qui  renferme  la  lettre  principale  avec  un  exposant , 
plus  petit  que  dans  tous  hîs  autres;  en  conséquence,  le  premier 
et  le  dernier  terme  d'un  produit  de  deux  polynômes  respectivement 
ordonnas  par  rapport  à une  même  lettre , proviennent,  sans  réduc- 
tion, l’un,  du  produit  des  deux  premiers,  et  l’autre  du  produit 
des  deux  derniers  termes  du  multiplicande  et  du  multiplicateur. 

Il  résulte  de  là  que  le  produit  de  deux  polynômes  quelconques, 
ne  peut  jamais  renfermer  moins  de  deux  termes.  (Ces  termes  sont 
dits  termes  irréductibles.)  Quant  au  >naa;:mu>n  du  nombre  des 
termes , on  remarquera  qu’il  est  mx« ; »»  et  n désignant  res- 
pectivement le  nombre  des  termes  du  multiplicande  et  du 
multiplicateur. 

2«  Le  produit  de  deux  polynômes  homogènes  est  un  poly- 
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nome  homiogène  dont  le  degré  est  la  sonmie  des  degrés  des 
deux  facteurs. 

3*  Le  produit  de  deux  polynômes  non  homogènes  est  un 
polynôme  qui  ordinairemcnl  n’csl  pas  homogène,  mais  le 
degré  du  produit  est  encore  égal  à la  somme  des  degrés  des 
deux  facteurs. 


De  quelques  multiplicalions  remarquables. 


Nous  terminerons  ce  chapitre  par  trois  multiplications  qui 
établissent  des  théorèmes  d'un  usage  fréquent  : 


a + & - 

a -\-b 

+ a6  + 6’ 
a’  + 2a6  + 6* 


a — b 
a — b 

a' — ba 
— aô+ô- 

o* — iab-\-U‘ 


a -f  6 
a — b ' 

a*-j-6a 
— ba  — ¥ 


En  conséquence , 

70.  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  du 
carré  de  lapremière)  du  double  produit  de  la  première  par  la  se- 
conde et  du  carré  de  la  seconde. 

71.  Le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  compose  du 

carré  de  la  première  ; du  double  produit  de  la  première  par  la  se- 
conde et  du  carré  de  la  seconde.  ' 


72.  Le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur  diffc' 
rencc  est  égal  à la  diHérence  des  carrés  de  ces  quantités. 

Rbmarqob.  Ce  dernier  principe  permet  souvent  d’abréger 
la  multiplication.  Si  l’on  avait,  par  exemple,  à multiplier 
a*-f-2a6+  ¥ par  a’ — 2aô-}-6’,  on  observerait  que  cela  revient 
à multiplier  (a*  + ¥)  -\-1ab  par  (a’  -f-  ¥) — 2o6 , ce  qui  donne  la 
différence  des  carrés , c’est-à-dire  a*— 2a’à*-fà*. 
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•**  ' U 

CHAPITRE  V, 

- 

DmSICHV. 

- 

SOHMAiaE. 

75.  Dé6nition  delà  division  algébrique.  — 74.  Division  des monomes. — 
74  bû.  Règle  pour  diviser  deui  monomes.  — 78i  Trois  cas  d’impossibi- 
Mlités.  Fraction  algébrique.  — 76.  Exposant  zéro.  — 77.  Division  d'un 
polynôme  par  un  monome.  Règle  des  signes.  —78.  Cas  où  le  polynôme 
dividende  n’est  pas  divisible  par  le  monome  diviseur.  — 78.  Division  de 
deux  polynômes.  Remarques.  — 80.  Remarque. — 8 1 . Règle  pour  diviser 
deux  polynômes.  Application.  —82.  Cas  d’impossibilités. — 82  bis.  Re- 
marques diverses  sur  la  division.  — 83.  Division  des  polynômes  dans  le 
cas  où  les  coefficients  de  lalettre  principale  sont  eux-mémes  des  polynômes. 

— 84.  De  quelques  divisions  remarquables.  Division  de  x* a*, 

x'  — a*....xr~a"  parx— O.  Méthode  d’induction.  Vérification  par  là 
multiplication.  Méthode  par  la  division  prolongée.  Méthode  par  la  divi- 
sion non  prolongée.  — 84  bis.  Principe  relatif  à la  division  de  x“ — a“ 

par  X — a.  — 88.  Division  de  .r“-|-o"  par  x-f-o;  de  x" o“  par 

x-f-o;de  x“-fa“  par  x— o.  — 86.  Preuve  des  quatre  règles.  — 
87.  Exercices. 


73.  La  division  algébrique  a pour  but  de  trouver  une  quantité 
appelée  quotient  qui,  multipliée  par  une  autre  quantité  appelée 
diviseur,  reproduise  une  autre  quantité  donnée  appelée  divittende, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  lettres  que  l’on  considère. 

Division  des  monomes. 

74.  Le  quotient  de  la  division  de  deux  monomes  ne  peut  - 
être  qu'un  monome,  car  un  monome  multiplié  par  un  poly- 
nôme donnerait  pour  produit  un  polynôme  (69). 

> 

Kuiipli.  Soit  à diviser  48a’éVd  par  tia*bl>c.  D’après  la  règle  ^ 
de  la  multiplication  des  monomes , nous  dirons  : 

I*  Le  coettlcient  48,  du  dividende,  doit  être  leprodaitda 
coefficient  12,  du  diviseur,  par  le  coefficient  inconnu  du  quo- 
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tienl;  donc,  pour  obtenir  ce  coefficient  du  quotient,  on  divi> 
sera  48  par  12,  ce  qui  donne  4. 

2°  L'exposant  d'une  lettre  du  dividende  doit  être  la  somme 
, des  exposants  de  cette  môme  lettre  au  diviseur  et  au  quotient; 
donc  pour  connaître  l’exposant  de  la  lettre  a,  commune  au  di- 
vidende et  au  diviseur,  il  suffit  de  retrancher  l’exposant  4 de 
l’exposant  7,  ce  qui  donne  a’. 

3°  La  lettre  b a le  même  exposant  au  dividende  et  au  divi- 
seur; donc,  elle  ne  peut  entrer  dans  le  quotient , car,  autre- 
ment, ce  quotient^  multiplié  par  le  diviseur,  reproduirait  la 
lettre  b avec  un  exposant  plus  grand  que  son  exposant  dans  le 
dividende. 

4°  Enfin,  le  facteur  c’,  se  trouve  dans  le  dividende  sans  que 
la  lettre  e entre  dans  le  diviseur;  ce  facteur  doit  donc  venir  tel 
qu’il  est  du  quotient. 

On  trouve  ainsi  4aV  pour  le  quotient  demandé.  En  consé- 
quence, 

74  bis.  IlÈGLE.  Pour  diviser  deux  monnmes  l'un  par  l'autre,  on 
divise  te  coefficient  du  dividende  par  le  coefficient  du  diviseur;  on 
écrit  au  quotient  les  lettres  communes  avec  un  exposant  égal  à 
l'excès  de  l’exposant  de  cette  lettre  au  dividende  sur  son  exposant 
au  diviseur;  on  supprime  les  lettres  communes  ; enfin , on  écrit 
avec  leurs  exposants  respectifs  les  lettres  du  dividende  qui  n’en- 
trent pas  dans  le  diviseur. 

Cas  d’impossibilités. 

78.  La  règle  précédente  a été  établie  dans  la  supposition 
qu’il  existait  un  monome  entier,  qui,  multiplié  par  le  diviseur, 
reproduisait  le  dividende;  celte  condition  ne  sera  remplie 
dans  aucun  des  cas  suivants  ; 

1°  Lorsque  le  coefficient  du  dividende  ne  sera  pas  un  multiple 
du  coefficient  du  diviseur,  car  alors  on  ne  pourra  pas  trouver 
pour  le  quotient  un  coefficient  entier. 

2"  lorsque  le  dividende  renfermera  une  lettre  avec  un  exposant 
moindre  que  celui  qu'elle  a dans  le  diviseur;  car  si  l’on  ne  mettait 
pas  celle  lettre  au  quotient,  le  produit  du  diviseur  par  le  quo- 
tient la  renfermerait  avec  un  exposant  trop  grand,  et  à plus  forte 
raison  si  on  la  mettait  au  quotient  avec  un  exposant  quelconque. 
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3»  Lorsque  le  diviseur  renfermera  une  lettre  qui  n'entre  pas  dans 
le  dividende;  car  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  renfer- 
merait cette  lettre  avec  un  exposant  au  moins  égal  à son  expo- 
sant dans  le  diviseur,  et  ne  pourrait,  par  conséquent,  être 
identique  avec  le  dividende. 

Dans  chacun  de  ces  cas  d’impossibilités,  on  indiquera  la  divi- 
sion proposée,  comme  en  arithmétique,  par  une  fraction  dont  le 
reste  est  le  numérateur,  et  le  diviseur  le  dénominateur  ; après 
quoi,  s’il  y a lieu,  on  en  simplifiera  la  valeur,  ainsi  que  nous 
apprendrons  bientôt  à le  faire  dans  les  cas  les  plus  simples. 

Applications. 


48o’éVd  : 13a‘ô*c 


48a'6Vd 


48oWd:  12a»ô*c 


48<i’6’c’rf 


48a’6*c*d  ; 12a‘6’ce 


AiaWc'd 
12o*6*ce  ' 


76.  RsMARQnB.  Si  on  avait  à diviser  a"  par  o",  et  qu’on  suivit 
la  règle  des  exposants , on  aurait  a"  ; mais , d’autre  part , 
a"  : a"  = 1 ; par  suite  il  est  permis , pour  conserver  l’analogie 
des  exposants,  de  convenir  que  o°  = 1 ; ainsi , il  ne  faut  pas  con- 
fondre o'  avec  a. 

Un  momme  n’étant  jamais  divisible  par  un  polynôme,  on  se 
contentera  d’indiquer  la  division  quand  une  pareille  opération 
se  présentera. 


Division  d’un  polynôme  par  un  monome. 

77.  Exiuplb.  Soit  à diviser  le  polynôme 
6a*6  — Aabe  -f-  8aôd  — 12aô’ 
par  le  monome  2ab. 

Le  quotient  de  cette  division  est  un  polynôme  ; d’ailleurs  ce 
polynôme  est  tel,  que,  multiplié  par  le  monome  diviseur,  on 
reproduit  terme  pour  terme  le  polynôme  dividende.  Cela  posé, 
puisque  chaque  terme  du  dividende  est  le  produit  exact  du  di- 
viseur par  un  terme  du  quotient,  pour  avoir  ce  terme  il  suffit 
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de  faire  la  dirision  de  deux  raonomes;  mais  ici  ü ÿ a «ne  pré- 
caution de  plus  à prendre;  comme  ces  monomes  font  partie 
d’un  polynôme , il  faut  avoir  égard  à la  règle  des  signes  de  la 
multiplication. 

Si  le  terme  que  l'on  divise  a le  signe  le  quotient  doit  avoir 
le  même  signe  que  le  diviseur,  parce  que  le  produit  a le^igne  -f 
quand  les  deux  facteurs  sont  de  mêmes  signes. 

Si  le  terme  à diviser  a le  signe — , il  faudra  donner  au  quotient 
un  signe  contraire  à celui  du  diviseur,  parce  que  le  produit  à le 
signe  — quand  les  deux  facteurs  sont  de  signes  contraires. 

D’après  cela,  le  quotient  cherché  est 

3a  — 2c-f-4d  — 66. 

78.  Remarque.  La  division  d’un  polynôme  par  un  monome 
n’est  pas  possible  si  le  diviseur  ne  divise  pas  exactement  un  ou 
plusieurs  termes  du  dividende  ; dans  ce  cas  on  fait  toutes  les 
divisions  possibles , et  on  se  contente  d’indiquer,  sous  forme 
fractionnaire,  celles  que  l’on  ne  peut  pas  exécuter. 

Exemple. 

24a*b-4abc-{-î  lqbd—15ab‘  : 2aù  = 12a— 2o  + 

Division  de  deux  polynômes. 

79.  Occupons-nous  maintenant  de  la  division  de  deux  poly- 

nômes , et  pour  plus  de  simplicité,  ordonnons-les,  comme  dans 
la  multiplication,  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descen- 
dantes ; descendantes , par  exemple , d’une  même  lettre , et  con- 
cevons que  le  polynôme  cherché  soit  ordonné  de  la  même 
manière.  , 

Exemple.  Soit  à diviser  le  polÿnome 

2a‘  — 13ôa>  + 31 6*a*  — 38é’a  + 246‘ 
par  le  polynôme  2o*  — 36a  + 4b'. 

Le  dividende  proposé  est  supposé  le  produit  exact  du  diviseur 
par  un  polynôme  entier;  donc,  d’après  le  n"  60,  le  premier  • 
terme  2a^  du  dividende  provient  sans  réduction  du  premier 
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terme  3a*  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient;  par 
suite,  four  avoir  U premier  terme  du  quotient,  on  divisera  lepre^ 
mier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Exé- 
cutons cette  division. 

Sa»  — ISrf'ô  + 31a*6*  — 38oi>  -f  246*  ( Sa»  — 36a  •4-46» 

— 2o*-|-  3a’6 — 4a*6*  (.a* 

- — 10o»6  + 27o*6*  38aô’  + 246* 

2a*  divisé  par  Sa*,  donne  a*  pour  quotient  que  l’on  écrit  ; 
comme  le  dividende  est  b produit  du  diviseur  par  le  quotient 
cherché , il  est  la  somme  des  produits  partiels  de  ce  diviseur  par 
chacun  des  termes  du  quotient  ; si  donc  on  fait  le  produit  du 
diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient,  et  qu’on  le  retranche 
du  dividende,  le  reste  ne  renfermera  plus  que  la  somme  des 
produits  du  diviseur  par  chacun  des  autres  termes  du  quotient, 
et  seru  par  conséquent  le  produit  du  diviseur  par  la  partie  en- 
core inconnue  du  quotient. 

Pour  effectuer  cette  double  opération  ( multiplication  et  sous- 
* traction),  on  multiplie  le  diviseur  par  le  terme  a*  écrit  au  quo- 
tient, et  pour  soustraire  on  écrit  chaque  produit  sous  le  terme 
correspondant  du  dividende,  en  ayant  soin  de  changer  son  signe; 
après  quoi  on  fait  la  réduction.  On  obtient  ainsi 

— 10a’6-|-27a*6*  — 38o’6-f-246*.  • . " 

Ce  reste  est,  en  vertu  du  raisonnement  précédent,  le  produit 
exact  du  diviseur  par  la  partie  inconnue  du  quotient;  on  con- 
naît donc  encore  un  produit  et  l’un  de  ses  facteurs;  par  suite, 
pour  obtenir  la  partie  restante  du  quotient,  il  suffit  de  diviser 
tout  le  reste  par  le  même  diviseur,  ce  qui  ramène  l’opération 
à une  opération  de  même  genre  que  la  précédente,  mais  plus 
simple,  puisque  le  nouveau  quotient  a un  terme  de  moins. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  ce  quotient,  c’est-à-dire  le 
second  terme  du  quotient  de  la  division  proposée,  on  divisera, 
d’après  les  mêmes  raisons  que  précédemment,  le  premier  terme 
du  nouveau  dividende  par  le  premier  terme  du  môme  divi- 
seur; mais  ici,  comme  au  premier  cas,  il  faut  avoir  égard  à la 
règle  des  signes  de  la  multiplication  des  polynômes. 

Si  le  premier  terme  du  dividende  actuel  a le  signe  -j- , le 
quotient  aura  le  même  signe  que  le  premier  terme  du  diviseur. 
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Si  le  premier  terme  a le  signe  — , le  quotient  aura  un  signe 
contraire  au  signe  du  premier  terme  du  diviseur. 

— 10o>6  + 27a‘6‘  — 38a6>  + 246‘  — 3afe  + 46» 

1 06«*  — 1 56’a*  + 206’a  ( — bab 

+ 12a'ô‘  — 18aô‘  + 246‘ 

En  exécutant  l'opération  on  trouve  — bab  pour  quotient , et 
12a*6* — 18a6’  + 246*  pour  reste;  ce  reste  est  le  produit  exact 
du  diviseur  par  la  partie  encore  à déterminer  dans  le  quotient 
cherché  ; pour  obtenir  le  premier  terme  de  ce  quotient,  c’est-à- 
dire  le  troisième  terme  du  quotient  total,  on  divise  12a'6» 
par  2a». 

12a»6>— I8a6»-t-246‘  (2a^  — 3ab  + Al/ 

— 12a»6«-f  I8ay  — 246*  (66» 

0 

On  trouve  66*  pour  quotient,  et  0 pour  reste;  en  conséquence, 
la  division  est  terminée,  et  le  quotient  cherché  est  le  polynôme 

à}  — bab  + 6b*. 

En  général,  chaque  terme  du  quotient  de  la  division  de  deux 
polynômes  ordonnés , se  détermine  successivement  en  qualité 
de  premier  terme  d’une  certaine  division  dans  laquelle  le  quo- 
tient doit  .avoir  un  terme  de  moins  que  dans  la  division  précé- 
dente. Un  finira  ainsi  par  arriver  à une  division  où  le  premier 
terme  du  quotient  sera  en  même  temps  le  dernier;  là  se  termi- 
nera le  quoticut , et  en  retranchant  le  produit  du  diviseur  par 
ce  dernier  terme , un  aura  0 pour  reste , et  toute  l’opération 
sera  terminée. 

Remarques.’'!.  Dans  la  pratique,  on  réunit  les  opérations 
partielles,  comme  on  le  voit  ci-après  : 

2a‘—13ü»6 -1-310=6»  — 38a6»-f246‘  ( -20»  — 3o6 -f- 46» 

— 2a'  3a»6 — 4o’6» ( a»  — bab  -j-  66» 

— iOo’6-l-27a»6»  — 38a6» -1-246'  ' ‘ " 

-j-  1 Oa*6  — 1 5o»6»  -f-  20a  6» 

-|-I2o'6»— 1886* 246^ 

— 12o»6»  -(-  ISafr»  — 246* 

...  0 
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En  conséquence, 

2o‘  — ISo’ô  + 3J  a»6’  — SSaô»  + 246* 
2o*  — 3o6  + 4é* 


n*  — 5ah  -|-  ùl>‘. 


Application  nlmériqi'E.  a = 20,  6 = 2. 


Soient  D , et  9 le  dividende , le  diviseur  et  le  quotient , on 
aura  successivement  : 

D = 2 XtaO)*— 13  X 2 X (20y+  31  X(2)*X(20)*— 38X(Î)’X20 
+ 24  X(2)‘=  155904 


d = 2X(20)*  — 3X2X20+ 4 X(2)*  = 696 


D_  155904 
d“  696 


= 224 


D’autre  part,  g = (20)*  — 5 X 2 X 20  + 6 X (2)*=  224. 

II.  On  voit  par  la  division  précédente  que  si,  pour  diviser 
246‘  — 386*0  +276*0* — 106o*  par  46*  — 36o  + 2o’,  on  ordonnait 
les  deux  polynômes  suivant  les  puissances  descendantes  de  o, 
auquel  cas  le  premier  terme  du  dividende  serait  — 106o*,  on 
aurait  pour  quotient  — 56o  + 66’;  le  premier  ternie  du  divi- 
dende, provenant  toujours  du  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient , le  raisonnement 
serait  le  même  que  si  l’on  divisait 

246‘  — 386*0 + 276*0* — 106o*  par  46’ — 36o  + 2o*; 

on  obtiendra  le  même  quotient  dans  les  deux  cas;  toutefois, 
les  termes  n’étant  pas  écrits  dans  le  même  ordre , la  substitu- 
tion de  l’un  des  quotients  à la  place  de  l’autre  ne  serait  pré- 
sentement permise  qu’à  la  condition  de  ne  pas  introduire  de 
soustraction’  impossible. 

80.  Reharqds.  Nous  avons  vu  que  la  règle  des  signes  de  la 
division  des  polynômes  est  une  conséquence  nécessaire  de  celle 
de  la  multiplication;  cette  règle  s’énonce  ainsi  qu’il  suit  ; 

+ divisé  par  + donne  + 

+ divisé  par  — donne  — 

— divisé  par  + donne  — 

— divisé  par  — donne  +. 
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Plus  brièvement  encore,  on  sous-entend  le  mot  ditiUé,  et  l’on , 
(lit  simplement  : 

-f  par  -f  donne  + 
par  — donne  — 

— par  -1-  donne  — , ' 

— par  — donne  ■ > 

81.  Règle.  Pour  trouver  le  quotient  de  la  division  de  deux 
polynômes,  on  les  ordonne  par  rapport  à une  meme  lettre;  on  divise 
le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur, 
et  l’on  écrit  le  résultat  au  quotient  ; on  retranche  du  dividende 
le  produit  du  diviseur  par  te  terme  écrit  au  quotient, \ ce  qui 
donne  le  premier  reste  ; on  ordonne  ce  reste  de  la  mime  manière 
que  l’on  a ordonné  le  dividende  ; on  divise  le  premier  terme  de 
ce  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  second 
terme  du  quotient , et  ainsi  de  suite. 

Quant  à la  régie  des  signes  , te  terme  du  quotient  est  de  mime 
signe,  ou  de  signe  contraire,  que  le  premier  terme  du  diviseur,  sui- 
vant que  le  terme  du  dividende  a le  signe  -}-  ott  le  signe  — . 

Application.  Diviser  Ac^  — 9ft*c*  -f-  Qlfc  — ô*  par  Sc* — 36r  -f  l?. 

4c‘  — 9&’c’  4-  &l/c  — f2c»  — 36e4-y 
— Gif* — 26*c’  (2c*-(-3&c  — V* 

4-66c’— 

— 66r’-|-  96V  — SA’c 

— 26*e*-f36’c  —6* 

-f-  26«c«  — 36»c  -1-6* 

O 

Expliquons  cette  division  telle  qu’on  la  fait  dans  la  pra- 
tique. 

(On  divise  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier  • 
terme  du  diviseur.)  par  + donne  -f-  ; 4c‘  par  2c*  donne  2c* 
(que  l’on  pose  au  quotient  en  omettant  le  sifçne  -[-)  i (on  multi- 
plie le  diviseur  par  2c*,  et  l’on  écrit  les  termes  de  ces  produits 
sous  le  dividcniie  en  changeant  leurs  signes)  par  -f-  donne 
-j- , et  par  soustraction  — ; 2c*  par  2c*  donne  4c*  que  l’on  écrit 
(ce  qui  fait  — 4c*)  — par  -f-  donne  et  par  soustraction  -f;  36c 
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par  2c*  donne  6i»c*  que  l’on  écrit  (ce  qui  fait  + par  + 

donne  +,  et  par  soustraction  — ; 6’  par  2c’  donne  26*c*que 
l’on  écrit  (ce  qui  fait  — 26V);  on  réduit  et  l’on  opère  dans  la 
deuxième  division  partielle  comme  d.ins  la  première. 

Remaroi'e.  Comme  le  premier  terme  du  dividende  et  de 
chaque  dividende  partiel,  est  détruit  par  la  multiplication  du 
premier  terme  du  diviseur  par  le  terme  écrit  au  quotient,  on  se 
di  pense  d’écrire  le  terme  qui  lui  est  semhlahle;  dans  la  pra- 
tique, on  barre  ce  premier  terme  au  fur  et  à mesure  que  l’on 
forme  le  reste  pour  continuer  la  division. 


Des  cas  d'impossibilités  dans  la  division  des  polynômes. 

02.  La  règle  prescrite  au  n“  81  conduit  ?i  la  détermination 
du  quotient  toutes  les  fois  que  le  dividende  est  le  produit  exact 
du  diviseur  par  un  polynôme  entier;  mais,  si  on  en  fait  l’appli- 
cation b deux  polynômes  qui  ne  sont  jias  divisibles  l’un  par 
l'autre,  on  en  sera  averti  par  l’impossibilité  qui  se  manifestera 
dans  une  division  partielle.  En  effet,  on  ne  trouvera  pas  zéro 
pour  reste  ; car  si  le  reste  final  était  nul , comme  on  y serait 
parvenu  après  avoir  retranché  successivement  du  dividende  les 
produits  partiels  du  diviseur  par  chacun  des  termes  mis  au  quo- 
tient, il  faudrait  en  conclure  que  le  dividende  est  le  produit 
exact  du  diviseur  par  un  polynôme  entier,  ce  qui  est  contraire 
à la  supposition. 

Cela  posé,  deux  cas  sont  à distinguer  ; 

1"  Cas.  Le  dividende  et  le  diviseur  sont  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  descenda.mes  de  la  lettre  principale. 

D’abord,  l’impossibilité  est  manifeste  si  dans  l’une  des  divi- 
sions partielles  le  coefficient  du  premier  terme  d’un  divi- 
dende n’est  pas  divisible  par  le  coefficient  du  premier  terme 
du  diviseur,  ou  bien  encore  si  une  lettre  se  trouve  dans  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  sans  être  dans  le  premier  terme  du  di- 
vidende partiel , ou  encore  si  le  premier  terme  du  diviseur  ren- 
ferme une  lettre  avec  un  exposant  supérieur  à celui  qu’elle  a 
dans  le  premier  terme  d’un  div  idende  partiel  ; si  aucune  de  ces 
impossibilités  ne  se  présente  on  continue  l’opération  ; mais  alors 
comme  le  premier  terme  du  dividende  proposé  et  celui  dc.cha- 

4* 


Dflitized  by  Google 


56 


DIYISIO^. 


Clin  des  dividendes  partiels  disparaissent  successivement  dans 
la  rédudion , le  dcfiré  de  chaque  reste , par  rapport  à la  lettre 
principale,  est  toujours  moindre  au  moins  d'une  unité  que  le 
de^rc  du  reste  précédent  ; donc  on  finira  par  arriver  5 un  reste 
dont  le  premier  terme  renfermera  la  lettre  principale  avec  nii 
exposant  moindre  que  l’exposant  de  cette  lettre  dans  le  pre- 
mier terme  du  diviseur,  ce  qui  rendra  la  division  partielle  im- 
possible. 

Quelquefois  l’impossibilité  se  manifestera  sans  pousser  la  ili- 
vision  aussi  loin;  à cet  effet  remarquons  que  si  l’opération  pro- 
l»osée  était  possible,  le  dernier  terme  du  dividende  serait  le 
produit  exact  du  dernier  terme  du  diviseur  par  le  dernier  ternie 
du  quolient  cherché , en  sorte  que , dans  ce  cas , Vexposant  de  la 
lettre  principale  dans  le  dernier  terme  du  quotient  serait  égal  à 
la  différence  des  exposants  de  la  même  lettre  dans  les  derniers 
termes  du  dividende  et  du  diviseur,  tandis  que  dans  chacun  des 
précédents  Vexposant  de  la  lettre  principale  serait  plus  grand.  On 
sera  donc  averti  de  l’impossibilité  de  la  division  proposée  quand 
on  sera  conduit  h mettre  au  quotient  un  terme  où  cette  lettre 
principale  sera  affectée  d’un  exposant  plus  petit  que  la  différence 
des  exposants  de  cette  lettre  dans  le  dernier  terme  du  dividende 
et  dans  le  dernier  terme  du  diviseur  ; on  peut  même  s’arrêter 
quand  on  trouvera  au  quotient  un  terme  où  l’exposant  de  In 
bdtre  principale  sera  égal  à la  différence  énoncée  ci-dessus  sans 
que  le  lesle  correspondant  à ce  terme  soit  nul. 

•2'  Cas.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  ordonnés  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  lettre  principale,  l’impossibilité 
de  la  division  pourra  se  manifeslcr  comme  dans  le  premier  ca.s 
par  l’impossibilité  de  diviser  le  premier  tenue  d’un  des  divi- 
dendes successifs  par  le  premier  terme  du  diviseur;  toutefoi-i 
remarquons  que  comme  le  degré  des  restes,  par  rapport  à la 
lettre  principale,  va  en  augmentant  d’une  division  à l’autre, 
l’impossibilité  de  la  division  du  premier  terme  d’un  reste  par  le 
premier  terme  du  diviseur  ne  sera  jamais  due  à cette  lettre  prin- 
cipale; mais  alors  si  celle  impossibilité  ne  s’est  jias  présentée  .à 
la  première  division  elle-même,  elle  sera  évidente  dès  qu’on 
sera  conduit  à mettre  au  quolient  un  terme  qui  renferme  celt<* 
lettre  avec  un  exposant  plus  grand  que  la  différence  des  expo- 
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sanls  dont  il  esl  affeclé  dans  les  rfermers  lermes  du  dividende 
et  du  diviseur,  car  on  ne  pourra  pas , à partir  de  là,  trouver  au 
quotient  un  terme  qui , multiplié  par  le  dernier  terme  du  divi- 
seur, reproduise  exactement  le  dernier  terme  du  dividende. 

Co.NsÉüi'ENCES.  Un  polynôme  n’est  pas  divisible  par  un  autre 
polynôme , quand  pour  l’iine  quelconque  de  ses  lettres  le  terme 
du  dividende  où  cette  lettre  a le  plus  fort  (ou  le  plus  faible) 
exposant,  n’est  pas  divisible  par  le  terme  du  diviseur  où  elle  a 
de  même  le  plus  fort  (ou  le  plus  faible)  exposant. 

(La  même  observation  s’applique  aux  divisions  successives.) 

A plus  forte  raison,  un  polynôme  n’est  pas  divisible  par  un 
autre  polynôme  quand  le  diviseur  contient  une  lettre  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  le  dividende. 

Exemples. 

2x»-f9a:*-|-15ar-|-8  f _*Mi3£±2 
— 6x* — Ax  ( 2x-|-3 

3x*-l-  llx-f  8 
— 9x — 6 
2x  -f-2 

Le  premier  terme  du  reste,  2x,  esl  d’un  degré  inférieur  à 
celui  de  x*,  donc  la  division  est  impossible. 

x*-f- 1 I X -f-  f 

— t X* — x’-fx  — 1 
x’-f  1 

— x-|-  1 
+ 1 

Reste 2 

2 n’est  pas  divisible  par  x,  donc , etc. 

1-f  X*  [_L±£ 

— x-|-x'  l 1 — x-j-x*  — x’ 

x’-|-x‘ 

— x*-|-x‘ 

-fx* 

Reste 2x* 

Le  quotient  de  la  division  du  dernier  terme  du  dividende  par 
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le  dernier  tenue  du  diviseur  est  x*  ; or,  parvenu  au  reste  2x* , 
on  serait  conduit  à écrire  au  quotient  un  terme  en  x*;  donc,  etc. 
Ce  cas  est  remarquable  en  ce  que  la  division  est  impossible, 
quoique  le  premier  terme  de  chaque  reste  soit  divisible  par 
le  premier  terme  du  diviseur.  D'après  ce  que  nous  avons  dit, 
cela  ne  saurait  avoir  Heu  lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  la  lettre 
principale. 


Remarques  diverses  sur  la  division. 

bit  bis.  fLudivision  algébrique  est  plus  simple  que  Indivision 
aritlimétiquc , en  ce  sens  que  l’on  trouve  avec  certitude  chaque 
terme  du  quotient  sans  tAtonneinenIs  et  sans  produits  auxi- 
liaires formés  d’avance  ; cela  tient  à ce  qu’en  algèbre  on  connaît 
le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  le  premier  tenne 
du  quotient  cherché;  tandis  qu’en  arithmétique  on  ne  peut  que 
détcrinincr  la  partie  du  dividende  dans  laquelle  se  trouve  ren- 
fermé le  produit  du  divisour  par  le  chiirrcdu  quotient  cherché. 

Lorsqu’on  a effectué  autant  que  possible  la  division  de  deux 
polynômes  qui  ne  sont  pas  divisibles  l’un  par  l’autre,  on  com- 
plète le  quotient  par  une  fraction  dont  le  numérateur  est  le 
reste  et  le  dénominateur  le  diviseur. 


Exemples.  Les  divisions  exécutées  précédemment  donnent 
lieu  aux  quotients  fractionnaires  suivants  : 


2a:-i-3- 


2r-f2 


et 


2jr* 


x-{- 1 


1 — x-\-x' — ®*- 


l-\-x‘ 


2”  Dans  toute  division , le  dividende  est  le  produit  du  diviseur 
par  le  quotient  augmenté  du  reste',  car  ce  reste  a été  trouvé  en 
retranchant  du  dividende  tous  les  produits  partiels  du  diviseur 
par  les  différents  termes  du  quotient  ; ou , ce  qui  revient  au 
môme,  en  retranchant  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient. 

3"  Dans  une  division  qui  ne  se  fait  pas  exactement,  la  partie 
entière  du  quotient  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  qui , 
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multiplié  par  le  diviseur , donne  un  produit  de  même'  degré 
que  le  dividende.  Cela  tient  à ce  qu'on  a raisonné  dans  l'hypo- 
thèse où  le  dividende  contient  la  somme  des  produits  du  divi- 
seur par  les  différents  termes  du  quotient , et  que  l'on  a sup- 
posé le  premier  de  ces  produits  partiels  de  môme  degré  que  le 
dividende. 

Si  les  divisions  partielles  ne  sorti  arrêtées  par  aucune  impos- 
sibilité dans  le  cours  de  l’opération , le  fesle  final  est  d’un  degré 
inférieur  au  moins  d'une  unité  au  degré  du  diviseur. 

■4*  On  a quelquefois  à diviser  un  polynôme  par  une  quantité 
indépendante  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  le  polynôme  a été 
ordonné;  dans  ce  cas  l’opération  se  présente  d’clle-méme;  il 
suffit  d’effectuer  la  division  sur  chacun  des  coefficients  de  cette 
lettre. 

Exemplb.  Pour  diviser  7(6*— — c*)a’-|-2(6-|-c)a  par 
6-|-c,  on  divise  cliacun  des  coefficients  7(6*  — c*),  5(6‘ — c*)et 
2(6  -j-  c)  par  6 -j-  c,  ce  qui  donne  respectivement  "(6  — c) , 
5(6*— c6*-|-c*6 — c*j  et  2;  par  suite,  le  quotient  cherché  est 

7(6 — c)a* -j-5(6* — c6*-f-c*ô — c*)a*-l-2o.  . ^ , 

Cette  règle  est  la  conséquence  de  ce  qüe, 

Pour  multiplier  un  polynôme  par  une  quantité  indépendante  de 
la  lettre  suivant  laquelle  ce  polynôme  est  ordonné,  il  su f fil  d’ ef- 
fectuer la  multiplication  sur  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  cette  lettre. 

Ainsi,  pour  multiplier  le  polynôme 

7(6 — c)o*-f5(6* — c6*-l-c*6  — c*)o-f2a  par  6-|-e, 

il  suffit  de  multiplier  respectivement 7(6 — e),5(6* — c6*4-c*i— c*). 
et  2 par  6 -f-c,  ce  qui  donne  7(6* — c*),  5(6*— c*)  et  2(6-f-c);  par 
suite  ie  produit  cherché  est 

7(6*  — c*)a’ -1-6(6*  — •*)o* -t- 2(6-t- e)«  ♦ 
ce  qui  vérifie  la  division  précédente. 
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Division  des  polynômes  dans  le  cas  où  les  coefilcienU  de  la  iettre  principale 
sont  eux-méntes  des  polynômes. 

83.  La  division  des  polynômes,  dans  le  cas  où  les  coefficients 
de  la  lelire  principale  sont  eux-mêmes  des  polynômes , repose 
comme  la  division  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  mo- 
nômes, sur  la  propriété  remarquable  dont  jouit  un  produit  de 
polynômes,  de  renfermer  deux  termes  irréductibles’,  en  consé- 
quence , nous  n’avons  pas  à reprendre  la  théorie  de  la  division 
à l'égard  du  cas  actuel  ; le  seul  point  particulier  sur  lequel  il  y 
ail  lieu  d’insister  est  le  suivant  : 

La  divisidh  de  deux  polynômes  dépend  de  la  division  du  pre- 
mier terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Cela 
posé, 

Si  l’on  regarde  comme  coefficient  tout  ce  qui  est  indépen- 
dant de  la  lettre  principale  dans  chaque  terme,  la  division  des 
coefficients  pourra  être  elle-même  une  division  de  polynômes. 
Pour  l’exécuter,  on  ordonnera  par  rapport  à une  autre  lettre  ; 
mais  on  pourrait  encore  rencontrer  des  coefficients , et  ainsi 
de  suite.  On  pourrait  craindre  au  premier  abord  de  ne  pas  re- 
tomber sur  une  division  de  monomes  que  l’on  sût  effectuer; 
mais  il  est  facile  de  lever  celte  objection.  En  effet,  les  premiers 
coefficients  polynômes  ne  renferment  pas  la  lettre  principale 
qui  est  mise  à part;  si  l’on  ordonne  ces  coefficients  eux-mêmes 
pour  faire  la  division  des  coefficients,  on  mettra  aussi  une  autre 
lettre  à part;  si  l’on  continue  de  même,  il  arrivera  de  deux 
choses  l’une;  ou  bien  on  tombera  sur  une  division  dans 
laquelle  les  coefficients  du  premier  terme  du  dividende  et  du 
diviseur,  sont  des  monomes;  ou  bien  toutes  les  lettres  seront 
successivement  épuisées , et  l’on  arrivera  à des  coefficients  nu- 
mériques; donc,  dans  tous  les  cas,  l'opération  primitive  et  les 
opérations  subséquentes,  dépendront  en  définitive,  d’une  opé- 
ration qu’on  saura  effectuer  : une  division  de  monomes,  ou 
même  une  division  de  nombres. 
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Traitons  un  exemple  qui  suffira  pour  faire'  comprendre  la 
marche  de  l'opération  : 


15o* 
— 20a*c 
4”  6a*c 
— 8oc* 

— 6a* 

— 8a’f 
— 12o’c 
4-16ac* 

— lOo’ 
4-150C* 
— Aac 
1 4-  6c» 

4-lOa’ 
— 15ac* 
4~  Aac 
— 6c» 

ar4-  4o»  é 3a 
— 6a’e*  \ — Aac  | 

X* — 2a 
4-3c> 

4-  8oc  j 5o 
—12c»  V 42c 
X 

X — 2a* 
—Ac 

l"  reste. . 

..  — 6a* 

X* 

4-  4a» 

— 8a’c 

— 6a’c* 

— 12a*c 

—12c» 

4-160C* 

4-  8ac 

• 

— Ac^ 
+ 6aV 


— 8ac 
4-12c» 

2*  reste 0 

Première  ditiaion  partielle.  , 

l5o*  — 20rt’c  4"  6a’c  — 8ac*(  3rt* — Auc 
4-  20a’c  ( 5o  4-  2c 

- ■ 6nV — 8«c* 

4-8ac’ 

Ô 

Deuxième  dirision  pariielle. 

— 6«' — 8n’c  — 12a’c4-16ac*i  3a* — Ane 
^ , 4"  I — 2n* — Ac 

— 12a’c4“ 

— 16ac* 

Ü 

Ainsi , le  quotient  cherché  est  (5a  4-  2c)a; — 2a’  ic. 

Remarque.  Les  méthodes  générales  sont  souvent  remplacées 
'par  des  simplifications  que  suggère  l’habitude  du  calcul.  Si  l’on 
avait , par  exemple , 8a^  — 4a*ft*  4-  ta’  4-  2«"  — 6’  4- 1 è diviser 


Digiiized  by  Google 


DIVISION. 


62 

par  2o* — ô*  4- 1 ; il  suffirait  de  voir  si  ce  diviseur  est  facteur  du 
trinôme  8o*  — + or,  en  mettant  4o’ en  facteur  com- 

mun, il  vient  4o\2a*  — par  suite,  le  quotient  de  la 
division  proposée  est  exprimé  par 

(2a*  — é*  + l)(4a>4-l). 


De  quelques  divisions  remarquables. 


84.  Si  l’on  divise  les  binômes  x*  — o’,  x*  — o*,  x*  — a*  par 
X — a on  trouve  successivement  pour  quotients 

x-|-a;  + + x*  + ax* «’a; 


Une  loi  fort  simple  se  présente  dans  ces  quotients  successifs  : 

1*  Tous  ces  termes  sont  additifs; 

2“  Tous  ces  termes  ont  pour  coefficient  l’unité, 

3°  Les  exposants  de  x vont  en  diminuant  d’une  unité  d’un 
tenue  au  suivant,  tandis  que  ceux  de  a vont  en  augmentant 
d’une  unité. 

4»  Le  premier  terme  est  d’un  degré  inférieur  d’une  unité  à 
celui  du  dividende,  et  comme  il  ne  contient  pas  la  lettre  a,  on 
peut  supposer  que  l’exposant  de  a y soit  zéro  ; pareillement , le 
dernier  terme  peut  être  censé  renfermer  x avec  l’exposant  zéro. 

Cette  loi  remarquable  est  générale. 

En  effet,  si  on  se  laisse  guider  parl’inducffon,  et  quem  repré- 
sente un  nombre  entier  quelconque , on  sera  porté  à écrire  : 


= x"-‘  -f-  ox"~*  -f-  a’x"^ 


+ 


-|-  4-  a*"”' 


dans  laquelle  les  points  indiquent  une  lacune  qui  doit  être 
rempbe  par  des  termes  sous-entendus,  et  soumis  à la  même  loi 
que  les  précédents  ; or , le  quotient  de  cette  division  peut  être 
vérifié  ainsi  qu’il  suit  par  la  multiplication  ; 

x"’~'  -}-  ax""’  -f-  a’x"-®  4-  -}-  a"~‘ 


X — a J 

x"  a 1 x*^*  -j-  a’  1 x'*"*  4-  o’ 

1 x"“’4'  ■ ■ • + 1 **  + F 

— al  — a’I  — a* 

X" 
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D’après  la  composition  même  des  deux  facteurs  du  produit, 
il  est  clair  qu’à  chaque  terme  de  la  première  ligne , et  à partir 
du  second , en  correspond  un  égal  et  de  signe  contraire  dans  la 
seconde  ligne,  en  sorte  que  le  produit  ne  renferme  que  les 
deux  termes  irréductibles  x*  et  — o",  c’est-à-dire  le  dividende 
proposé  œ" — O". 

Uélbode  par  la  division  prolongée- 

La  loi  précédente  peut  être  établie  par  le  fait  même  de  la  divi- 
sion ; cherchons  les  premiers  termes  du  quotient. 

N 

— o"  (a;  — O 

— *•  -(-  ax»-’  ( x"“‘  -j- . . . 


1"  reste. . 

-f-  ox““*  — û"  ^ 
— ax"-' -(-  o*x"^* 

2*  reste., . 

-j-  o’x"~*  — a" 

— a’x^’  -j-  o’x’*^ 

3*  reste.. . 

-}-a’x^  — a** 

etc. , etc. 

A la  première  division  partielle  on  trouve  x"*-'  pour  quotient 
et  ox’*-'  — o"  pour  reste  ; à la  deuxième  division  partielle  on 
trouve  ox'*-’  pour  quotient  et  o’x"~’ — a*  pour  reste  ; à la  troi- 
sième division  on  trouve  o*x^'  pour  quotient  et  o’x’"^ — a" 
pour  reste,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  ainsi  que  chaque  reste  renferme  deux  termes  : le 
second  est  toujours  — a"  ; le  premier  se  compose  de  deux  fac- 
teurs, l'un,  qui  est  a avec  un  exposant  croissant  d’une  unité 
d’un  reste  au  suivant,  et  l’autre,  qui  estx,  avec  un  exposant 
décroissant  au  contraire  d’une  unité  à chaque  division  partielle; 
donc,  après  la  j»”'  opération,  l’exposant  de  a sera  tn,  et  celui 
de  X sera  0;  le  wi”'  reste  sera,  par  conséquent,  o’"x“  — o",  c’est- 
à-dire  o”  — a"  ou  zéro. 

On  peut  faire  ressortir  la  loi  précédente  avec  une  évidence 
plus  sensible  encore,  en  faisant  voir  que  si  elle  est  vraie  pour  le 
quotient  et  pour  le  reste  jusqu’à  lan™  division,  elle  est  encore 
vraie  pour  la  (n-f  1)"';  en  effet , le  n"'  terme  du  quotient  étant 
o*-'x"-"  et  le  reste  correspondant  o*x"~’*o’"  on  aura  le  terme 
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suivant  au  quotient  en  divisant  le  premier  terme  du  reste 
— a"  par  X ; le  quotient  et  le  reste  correspondant  dans  cette 
(n  + 1)"*  division  sont  respectivement  0*0^“"“'  et  — a", 

ou  et  o*+'x”~" — o~;  c’est-à-dire  des  quantités  assu- 

jetties à la  même  loi  que  les  termes  précédents  ; or,  la  loi  est  vraie 
de  fait  à la  seconde  division , donc  elle  est  vraie  à la  troisième  ; 
étant  vraie  à la  troisième , elle  l’est  à la  quatrième,  et  ainsi 'de 
suite;  donc  enfin  elle  est  générale. 

Démonslratlon  par  la  division  non  prolongée. 

Déterminons  le  premier  terme  du  quotient  et  le  reste  corres- 
pondant à ce  terme. 

X*  — a"  ( X — a 

— x"-f-ax*"‘  tx“~' 


1"  reste a ar~'  — o", 

ou o(x’*-'  — a"-'). 


Ce  premier  terme  est  x^',  et  le  reste  est  ox"-‘  — o",  ou 
o(x"-'  — donc,  si  x**-'  — ar~'  était  divisible  par  x — a, 
le  produit  a(x"-* — o*"')  serait  lui-môme  divisible  par  x — o * ; 
dans  ce  cas,  le  reste  de  la  division  étant  nul,  le  dividende 
X*  — a"  serait  exactement  divisible  par  le  diviseur;  en  consé- 
quence, la  division  de  x" — o“,  dépend  de  la  division  de 
X*"' — 0’*“';  cela  posé,  x’ — o’  est  divisible  par  x — a,  puisque 
x*“'  — 0*“'  ou  x'  — a',  est  divisible  par  X — «;  semblablement 
x’ — o*  est  divisible  par  x — a,  puisque  x*~‘ — o*"'  ou  x* — a’  est 
divisible  par  x — a;  il  en  est  de  môme  de  x* — o*,  x*— a‘...,  et 
en  général  de  X" — o". 

Cette  manière  de  démontrer  la  divisibilité  peut  donner  aussi 
la  loi  des  quotients.  En  effet,  dans  la  division  précédente  on 
peut  compléter  le  quotient  par  une  fraction,  ce  qui  donne 


* Dans  la  division  de  ob  pard,  si  b = dq,  ob=odq  = dX(Kf;  donc  — = aq 

comme  en  arithmétique;  ceci  fait  voir  que  si  ar-'— a“-'  est  divisible  par 
* — o , o(jr^‘  — o"-')  est  aussi  divisible  par  * — a. 
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^ ^ z=  Æ**“'  4- d’où  U suit  que  si  le  quotient 

de  la  division  de  — o“-‘  par  x—a  était  connu , on  le  mul- 
tiplierait par  a, 'et  on  y ajouterait  ar"~''pour  former  le  quotient 
de  af' — a”  par  a: — a ; on  voit  par  là  qu’on  pourra  déduire  les 
uns  des  autres  les  quotients  consécutifs  de  la  différence  des 
puissances  semblables  de  deux  quantités  par  la  différence  des 
racines  à partir  de  la  première  puissance. 

Or,  =1;  donc  1 X«= 


de  môme,  ^ = x’  -)-  (a;  -|- a)a  =■  ax -\- a' 


^ — ^ = x’-|- (x*-(-ax-l- +<**•  , • 

On  peut  môme  rendre  la  démonstration  plus  sensible.  En 
effet , si  l'on  admet  la  forme  du  quotient  pour  la  différence  des 
puissances  n“"’,  on  aura 

X — a ' ' 

et , par  suite , 

— = x"+(x'*“'-l-ax''"’-|-a*x"~*4-...-|-a’^')a. 

X — a 

= X"  4- -f  ®"* 

/• 

polynôme  qui  suit  la  même  loi  que  le  précédent. 

84  bis.  En  résumé,  x" — a"  est  exactement  divisible  par 
X — a;  le  premier  terme  du  quotient  est  le  premier  terme  du  divi- 
dende dont  on  a diminué  l'exposant  d'une  unité;  l'exposant  de 
X décroit  d’dne  unité  d'un  terme  au  suivant  jusqu' au  dernier  où 
il  est  nul;  l’exposant  de  a aug^nente  au  contraire  d’une  unité  à 
partir  du  premier  terme  où  il  est  nul , jusqu’au  dernier  où  il  est 
égal  à celui  de  \ dans  le  premier  terme  du  quotient.  Tous  les 
termes  sont  additifs  et  ont  pour  coefficient  Tunité.  Quant  aux 
restes , chacun  d'eux  renferme  deux  termes  ; le  second  est  toujours 
— a";  le  premier  se  compose  de  deux  facteurs  ; l’un  qui  est  a avec 
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un  exposant  croissant  â^une  unité  d’un  reste  au  suivant,  et  l'autre 
qui  est  x avec  «n  exposant  décroissant  au  contraire  d'une  unité  à 
chaque  division  partielle.  - - - • < ’ 

V » 

ApPLICATIOiNS.  ' 

«*> 

x*  — l=(x — l)(aî*-f  1), 
a:‘  — 1 = (ar  — 1 )(x*  + x*  + x + 1 ). , 

88.  Remarques.  I.  Les  démonstrations  précédentes  serviront, 
à l'exception  de  la  dernière,  à établir  les  propositions  suivantes  : 

La  somme  des  puissances  sembiables  de  deux  quantités  n'est 
divisible  par  la  somme  de  ces  quantités  qu’autant  que  le  degré  de 
la  puissance  est  impair. 

La  différence  des  puissances  semblables  de  deux  quantités  n'est 
divisible  par  la  somme  de  ces  quu7itités  qu  autant  que  le  degré  de 
la  puissance  est  pair. 

''  La  somme  des  puissances  semblables  de  deux  quantités  n'est 
jamais  divisible  par  la  différence  de  ces  quantités. 

II.  Nous  exceptons  la  troisième  démonslnition,  pour  prouver 
les  théorèmes  que  nous  venons  d’indiquer,  parce  qu'elle  exi- 
gerait des  principes  de  divisibilité  que  nous  ne  connaissons  pas. 

III.  Nous  avons  donné  plusieurs  solutions  de  la  question  rela- 
tive à la  division  de  x"  — a"  par  x — a,  parce  que  c’est  le  pre- 
mier exemple  d’une  loi,  et  que  l’élude  des  lois  relatives  aux 
nombres  est  spécialement  du  domaine  de  l’algèbre. 

Preuves  des  quatre  règles. 

86.  Pour  vérifier  une  opération , on  peut  la  recommencer 
dans  l’ordre  môme  où  elle  a été  faite. 

Mais,  comme  les  mêmes  calculs  peuvent  re'produire  les 
mêmes  erreurs,  il  est  souvent  préférable  de  vérifier  l’opération 
par  une  autre  opération , lors  môme  que  celle  dernière  serait 
plus  compliquée  que  la  première.  C’est  ainsi  que  l’on  doit  en- 
tendre les  preuves  suivantes  ; 

Pour  faire  la  preuve  de  l'addition , ou  peut  soustraire  de  la 


» 
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somme  des  quantités  données  l’une  de  ces  quantités,  et  voir 
si  le  reste  est  égal  à la  somme  de  toutes  les  autres  quantités 
proposées. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  soustraction,  on  peut  chercher  à 
retrouver  la  première  quantité  en  additionnant  le  reste  et  la 
seconde  quantité. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication,  on  peut  chercher, 
soit  à retrouver  le  produit  par  l'inversion  des  facteurs,  soit  h 
retrouver  un  des  facteurs  en  divisant  le  produit  par  l’autre  fac- 
teur. - . ' ' 

Enfin,  pour  faire  la /ircuee  de  la  division,  on  cherchera  à 
reproduire  le  dividende  en  ajoutant  au  reste  le  produit  du  divi- 
seur par  le  quotient.  V 

EXERCICES. 

87.  Nous  omettons  quelquefois  les  réponses  aux  questions  proposées; 
parce  qu’il  est  bon  que  les  élèves  ne  connaissent  pas  toujours  d'avance  le 
résultat  cherché. 

Réduire  iab  -j-  3o’  — 3h*  nn6  -j-  3o’  — 2h*  46*  — 3a6  -j-  c*. 

Réponse.  Co*  -|-  6<i6  — 6“  c*. 

Réduire  8o*  — 3o*6  -f-  4a6*  — 6*  — 2a*6  — 4o6*  -}-  3 6*  -j-  5o’  ia'h 

— a6>  — 36*. 

Soustraire  66  — 8a  — 6 — 2o  + 3J -j- 9a  — 56 

de  3a-t76— t06  + 13a  — îo. 

Réponse.  tSa  — 326  — 


Effectuer  (o  + 6)  — (2a  — 36)  _ (5a  -f  76)  - (2c  — 1 5a). 
Effectuer  6o*  - 2o*6  -f  36*c  — (2a*  3a»6  — 86*c). 

Effectuer  (ex  -|-  c*  -f-  x*)  (x — c)  (x*  — ex  -(-  c*)  (c  -f-  ce) 

Réponse.  x*  — c*. 

Application  numérique,  cas 2,  x = t200. 

Multiplier  2x*-f- 3ax*-f-4o*x-f  8o*  par  3x*-f2ax  — a». 
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Multiplier  + — c*  par  a* -j- 2a6  — 6* c*. 

Réponse.  o*  — b*  — 2a’6’  + Ja’c’  + 26*c*. 

Multiplier  (u* 4*  =’}  ptir  (a*  — as-f'-’l 

Multiplier  + 3<w“ P®’'  3x*-j- îoa;  — 

(On  obtient  malgré  des  réductions  un  polynôme  complet.) 

Multiplier  ox’  + 6x’-|-cx+‘^  P*'"  <w;’+6x*-f-c- 

( On  obtient  un  polynôme  complet  quoique  les  deux  facteurs  soient 
incomplets.) 

Multiplier  ax‘  + 6x*4-®  P^f  ox*4"®*’  + ®®+<^-  ' 

Diviser  le  produit  par  le  multiplicande. 

Mulüplier  (4o*  + 8a6«)  - {6o*6  — 26»)  par  (in»4-5«6*)+(6o*6  + 26»). 

Diviser  a»  -f-  5o*6  + 1 0a»6»  1 0o*6’  -|-  5a6*  6* 

par  o»4-3a»6  + 3a6»  + 6». 

Réponse.  a*  -j-  2a6  + 6’ . 

Diviser  (y*+iy* + 2y  + 1)x*+ (»/+ + 5y*—  8ÿ — < S)* + 7ÿ* 

— Uy»— 7y-f<i  par  + — î) 

et  compléter  le  quotient. 

Diviser  o»  — 25o'6*+a*6-)-6a’6»  par  o*-|-5o*6». 

Diviser  (46*  — 46c  c*)®*  — (6*  -f-  26c  -|-  c*)a'‘&*  + (6  ^ 

(26  — c)a*  — (6-j-c)o6  -}•  b'. 

(26  — c}o*4-(6+r)®^  — f>'- 

a*.r'  — a*ÿ'  — ox  + ay  par  x — y. 
fl*x*  + o’yx  + a’y*  — a. 

7o»  - 5u*-f-<»  — 3o'  par  ,1  — 3a. 
a“  ~ 2u*  -}-  a. 

Diviser  (y*  — 1)x*4-(!/»— <)x4-(î/’— ')  par  y — <• 

Diviser  o*  — aj*  par  a-fx;  par  a*  — x»;  par  a*— æ». 

Diviser  ' a"  -)-.e*  par  a-f-x. 


par 

Réponse. 

Diviser 

Réponse. 

Diviser 

Réponse. 
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Diviser  îa^z’-|-o’i‘  lu’:‘  + IOa:‘  — iz*  par  2a*:  — 2:*-|-3or*. 

Diviser  < 6o’x*  — 1 3o*x*  — io’a:  -j-  2u’x*  — 3a  ‘x*  -f-  20ax*  — Sox  -j-  ix’ 
par  îa*x  — 3o*x*  + ix. 

% 

Diviser  Ax”+A,x*^'+A,ar-'+AjX^+ 4-A«-iX+A»  par  x — a. 

Le  quotient  est 


A(x— ' -j-  aA  1 

x-’-f  o>A 

|x"^  -f-  o’A 

+ A,! 

-f-  oAi, 

+ a*A, 

+ A 

-j-oA, 

+ A, 

, Art" 

-f-  Aïo""'  + Alû"-' 

X — O 


On  remarqaera  i*  la  loi  des  coefficients  du  quotient;  2°  la  loi  du  reste. 
3*  On  s’exercera  à des  applications  numériques. 

Si  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à une  même  lettre  sont  égaux 
quelque  valeur  qu’on  donne  à cette  lettre,  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  la  lettre  principale  dans  les  deux  polynômes  sont  égaux  chacun 
à chacun. 

Chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu’un  polynôme 
soit  divisible  par  un  polynôme  donné. 
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CALCUL  ALGEBRIQUE  DES  QUANTITES 
FRACTIONNAIRES  *. 


BOUHAinB. 

88.  Origine  ries  fractions.  — 89.  Co  qu’on  appelle  fraction  algébrique. 

— 00.  Propriétés  des  fractions.  On  peut  multiplier  les  deux  termes 
d'une  fraction  par  une  môme  quantité  sans  en  changer  la  valeur.  — 
01.  On  peut  divis'T  les  deux  termes  d'une  fraction  sans  en  changer  la  va- 
leur. — 92.  Simiililicatkm  des  fractions.  Cas  particniieis. — 93.  Uemurque 
sur  In  siinphlicalion  des  (raclions  dont  les  terme»  sont  des  putynoinns.  — 
04.  Réduction  des  fractions  au  mémo  dénnminateur.  — 93.  Siinpliflca- 
tiun  de  lu  méthode  prccédonte.  — 90.  Itemarqiie  sur  la  réduction  des 
fractions  an  plus  petit  dénominateur  commun  dans  le  cas  le  plus  géné- 
ral. — 97.  Addition.  Les  fractions  ont  le  iiiénin  dénominateur.  — 
08.  Réglé.  — 90.  L is  fractions  n’ont  pas  le  môme  dénominateur.  Eveiu- 
ples.  — 190.  Soustraction.  Les  fractions  ont  le  mémo  dénominateur. 

— 101.  Régie.  — 102.  Les  fractions  n’ont  pas  le  même  dénominateur. 
Exemple. — 103.  Mulltplicalion.  — 101.  Règle.  Exemples.  — 108.  Con- 
séquences relatives  t“  a l'élévation  u'une  fraction  à la  puissance  m; 
2"  é l’extraction  do  la  racine  m"’* d’une  fraction.  — 100.  Division;  règle. 

— 107.  Ilomarqiie  sur  le  calcul  des  quantités  entières  combinées  avec  des 
fractions.  — 108.  Multiplication  et  division  d’une  fraction  par  une  quan- 
tité entière.  — 100.  Mulliphcalion  et  division  d’une  quantité  entière  par 
une  fraction.  — 1 10.  Extension  des  règles  du  calcul  algébrique  aux  cas 
où  les  polynômes  rciifernient  des  termes  fractionnaires.  — 111.  Lorsque 
les  coelhcienls  seuls  sont  fractionnuirc.s,  un  peut  faire  les  calculs  directe- 
ment comme  pour  les  polynômes  entiers.  — 112.  Exemples  propres  à 
mettre  en  évidence  l’extension  qui  vieut  d'étre  apportée  daus  le  calcul 
algébrique.  — 113.  Exercices. 


Origine  des  fractions. 

88.  Nous  avons  vu  dans  le  livre  précédent  qu’une  division 
impossible  conduit , comme  en  arilhmélique , à des  expressions 
fractionnaires. 

* Les  élèves  qui  ne  voudront  pas  approfondir  la  théorie  des  fractions  algé- 
briques, s'eu  tiendront  aux  opérations  purement  pratiques  relatives  à ces 
quaniilés. 
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89.  En  général,  vne  fraction  algébrique  ^exprime  le  quotient 

de  la  division  de  deux  quantités  quelconques,  que  cette  division 
puisse  ou  non  s’effectuer.  Le  numérateur  est  le  dividende  et  le 
dénominateur  le  diviseur.  La  fraction  arithmétique  diffère  de  la 
fraction  algébrique  en  ce  que  scs  deux  termes  sont  des  nombres 
essentiellement  entiers. 

Les  propriétés  et  le  calcul  des  fractions  algébriques  sont  les 
mômes  qu’en  arithmétique , mais  quelques  explications  sont 
nécessaires. 

Propriétés  des  fraclions. 

90.  Théorème.  On  peut  multiplier  les  deux  termes  d'une  frac- 
tion par  une  même  quantité,  sans  en  changer  la  valeur.  • 

En  effet , soit  la  fraction 

b 

Désignons  par  q le  quotient  complet  de  la  division  de  a par  b 
et  nous  aurons  identiquement  : • ' ^ 

a 

mais  J dans  une  division  le  dividende  est  égal  au  produit  du  divi- 
seur par  le  quotient  complet , donc  a — bq. 

Multipliant  de  part  et  d’autre  pàr'»?t,  on  a 

am  r=  bqm. 

Mais , d’après  raritlimétiquc  , multiplier  un  produit  bq  de 
deux  facteurs  entiers  ou  fractionnaires  par  uné  quantité  quel- 
conque ni , entière  ou  fractionnaire , revient  à multiplier  un  des 
facteurs  h par  cette  quantité  ( conséquence 'du  principe  de 
Tintervertissement  des  facteurs  d’un  produit);  donc 

nwî  = ô/»Xî;  . 

am  est  donc  un  produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  est  bm;  par 
suite , on  aura  l’autre  facteur  g en  divisant  am  par  bm  , ce  qui 
. am 

donne  ^ = g.  - 
Mais  q représente  ? , donc 
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91.  Conséquence.  On  peut  diviser  les  deux  termes  d'une  frac- 
tion par  une  même  quantité  sans  en  changer  la  valeur. 


Ainsi 


a ; m 


a ‘ 

'l; 


En  effet,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par 
w,  on  ne  change  pas  sa  valeur;  or,  l’on  trouve  | , donc , etc. 


Simplilication  des  fractions. 

02.  On  peut  simplifier  une  fraction  par  la  suppression  d'un 
facteur  commun  à scs  deux  termes. 

Par  exemple,  les  fractions  du  n*  7S, 

AMb^c'd  AMbhhl  AdnWc'd 
ISrdfiV  ’ ' l2rd6Ve 


deviennent  re.spcelivemenl 

48a'd  Aed  Aa'cd 

13  ’ ft  ’ ce 

par  la  suppression  des  facteurs  respectifs,  o‘frV,  12’nc,  12a‘6’e. 
On  rencontre  quelquefois  d’heureuses  simplifications  : 


Exemple. 


0* — 6’  (a  + 6)(a — b) a — b 

a’  +'^6+ ^ “ (0+6)*  ~ â+b' 


05.  Kemarqde.  La  simplification  des  fractions  dont  les  termes 
sont  des  po/ynames  SC  ferait  avec  une  extrême  facilité,  si  l’on 
pouvait,  comme  dans  le  cas  précédent,  mettre  en  évidence  les 
facteurs  du  numérateur  et  du  dénominateur.  La  décomposition 
des  polynômes  en  facteurs  est  un  calcul  qui  dépasse  les  limites 
de  cet  ouvrage. 


Réduction  des  [raclions  au  méoie  dénominateur. 

4 

04.  Pour  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  on 
opère  comme  en  arithmétique  : an  multiplie  les  deux  termes  de 
chaque  fraction  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
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autres;  parce  que  celle  opération  n’aUërc  pas  la  valeur  «les 
fractions,  et  qu'un  produit  ne  change  pas  quand  on  intervertit 
l'ordre  des  facteurs,  lors  même  que  les  facteurs  ont  des  valeurs 
numériques  fractionnaires. 

ExniPLB.  Les  fractions  : 

a c e m P 

l'  d'  f'  n'  q' 

sont  respectivement  équivalentes  aux  fractions , 

adfnp  ebfnq  ehdnq  mhdfg  pbdfn 

bdfnq’  dbfnq'  fbdnq'  nbdfq’  qbdfn 

Simplification  île  la  mélhode  préccilenle. 

' 9S.  La  méthode  générale  peut  être  abrégée  quand  on  recon- 
naît des  facteurs  communs  aux  dénominateurs;  il  suffit , dans 
ce  cas , de  trouver , comme  en  arithmétique , un  multiple  de 
tous  les  dénominateurs. 

Exemple.  Soient  les  fractions 

M N P Q 

20a’6”  15aV*’  I86*c’  30e‘cr 

dans  lesquelles  les  numérateurs  M,  N,  P,  Q représentent  des 
monomes  ou  des  polynômes. 

Ici,  les  dénominateurs  se  décomposent  facilement  en  facteurs 
et  donnent  respectivement 

2*X5x«’Xt’,  3X5X«’XC,  2X3*Xé’Xc,  2x3x5Xc*Xd. 

Cela  posé,  pour  former  un  multiple  de  ces  dénominateurs , la 
condition  nécessaire  et  suffisante  est  de  prendre  le  facteur  2 à 
la  deuxième  puissance  ; 3 à la  deuxième  ; a à la  troisième  ; b h 
la  troisième;  c à la  deuxième,  et  d à la  première,  ce  qui  donne 

2*  X 3*X  5 Xa’ X 6’ Xc’ X d. 

Pour  ramener  toutes  les  fractions  h ce  dénominateur  com- 
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mun , Il  suffit  de  multiplier  respectivement  les  numérateurs 
par  les  quotients  que  l’on  obtient  en  divisant  ce  dénominateur 
commun  par  le  dénominateur  de  chacune  des  fractions  propo- 
sées ; on  obtient  ainsi  : 

lOn’écffP  6n’6*Q 

ÎSÔÔWS’  Ï8ÔÎ?Ï-V3’ 

86.  RsMAnouE.  Dans  cet  exemple,  on  a pu  trouver  immédia- 
tement le  plus  petit  dénominateur  commun,  parce  que  les  fac- 
teurs des  dénominateurs  se  mettent  facilement  en  évidence  ; la 
détermination  du  plus  petit  multiple  dans  tous  les  cas  possibles,  ' 
dépasse  aussi  les  limites  que  nous  nous  sommes  imposées  ; 
toutefois,  on  aura  une  simplification  toutes  les  fois  qu'on  aper- 
"cevra  des  facteurs  communs,  car  alors  il  suffira  de  former  le 
dénominateur  cherché  avec  les  autres  facteurs,  et  les  précé- 
dents pris  seulement  autant  de  fois  qu’ils  entrent  dans  celui 
des  dénominateurs  qui  les  contient  le  plus  de  fois. 

ADDITION.  . • ' 

Addilioa  des  fractions  de  mdme  déuomioateur. 

97.  Soit  à jouter  les  fractions  : 

a c d 

. 6’  é’  V 


d’où  a = bq 

c — bq' 
d = b(^' 

joutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
a-\-c-\-d  = b[q-\-q’ 

car,  multiplier  une  quantité  par  une  somme  revient  à multiplier 
cette  quantité  par  ehaeune  des  parties  de  la  somme. 
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Il  •«  • O -|-  c -|-  d II,» 

Par  suite,  — = ç + ç -f-  g 


ou 


a-\-  c d _ a I c , d 

l + 


Renversant  l'égalité  on  a finalement 

O . c d a-\-c-{-  d 

b'^b\b~  6 

en  conséquence, 

98.  Règle.  Pour  additionner  des  fractions  demémt  dénomina- 
teur, il  suffit  de  diviser  la  somme  des  numérateurs  par  le  déno- 
minateur commun. 

. ' ’ f - 

«•  * 

' Addilton  de«  fractions  qaelconquei. 

90.  Si  les  fractions  proposées  n'ont  pas  le  même  dénomina- 
teur, on  commence  par  les  y réduire,  et  l’on  retombe  dans  le 
cas  précédent. 

Exemples. 

3a:’— 1 5x— 2_(3x*— 7) 

• 2x4-7  x-|- I (2x4-7)(x4-l) 

_3x»4-l3x*4-30x4-15 
“ 2x’4-9x4-7 


U. 


4x*  — X — 2 I X 4 

5x*  — X — 1 Zj?  — 4x  4-  t ’ 7x 

" 84x’ — 7.1x‘-|- 9X*— 7 1 X*  4- 34x’ 4- 26x  4- 4 
~ 105x*—  2Ix‘—  161x*4-  63x’  4-  21x*  — 7x' 


SOüSTR.\CTION. 


Soustraction  des  fractions  de  mime  dénominateur. 


100.  Soit  à soustraire  \ 
b 


J 

■1 
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CAI.cn.  At.nÉBHigUl 


Posons 


d’où 


a=bq 
c = bq'. 


Retranchant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient  succes- 
sivement : 

a — e=zbq  — bq'  — biq  — q'). 


a c a — c 

b b~~b~ 


en  conséquence  : 

101.  Règle.  Pour  retrancher  l'une  de  l'autre  deux  fractions 
de  même  dénominateur,  il  suffit  de  diviser  la  différence  des  nu- 
mérateurs par  le  dénominateur  commun. 


.Soustraelion  des  fractions  quelconques. 

102.  Si  les  fractions  proposées  n’ont  pas  le  même  dénomi- 
nateur , on  commence  par  les  y réduire , et  l’on  retombe  dans 
le  cas  précédent. 

Kebmpls. 

3æ  ~x-\-  \ 9.r*  — I4.f’  5.r  -j-  1 

.la;*  ~ 6x*  — .3?  ’ 


ML’LTIPLICATIO.N. 
10.3,  Soit  h imilliplier  ^ jvir 

Posons  I ~ 

d’où  u — Lq 

c — dq' 
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multipliant  membre  à membre,  il  vient 
' ne  = bqdq' 

OU  ac  = bd'X.  qq’ 


parce  que,  d’une  part,  on  peut  changer  tordre  des  facteurs,  et 
que,  d'autre  part,  multiplier  par  les  facteurs  d’un  produit,  revient 
à multiplier  par  le  produit  de  ces  facteurs  (ce  second  principe  est 
la  conséquence  de  l’intervertissement  des  facteurs  d'un  pro- 
duit). 

Par  suite,  on  peut  écrire 


ac  , a c 
bd  = ^'^=b^d 


d’où 


bd 


en  conséquence  : 

104.  Règle.  Pour  multiplier  deux  fractions  entre  elles,  il  suffit 
de  diviser  le  produit  des  numérateurs  par  le  produit  des  dénomi- 
nateurs. 

En  général,  pour  multiplier  tant  de  fractions  qu’m  voudra  les 
unes  par  les  autres,  il  suffit  de  diviser  le  produit  des  numérateurs 
par  celui  des  dénominateurs. 


Exemples. 

. 3x-— a? — 1 xq — y* 3x*y — 3a;V-sr*y — xy-f xy*-|-j/* . 

^y+1  ' 

Il  X*  4-  xy  + y'  3ox’  -|-  3a*j:  a* 

x'  iax  -\-a-  x^  — y’ 

(j*  4-  -4-  ■*/’)  -|-  3na;’  + 3n’x’+a*) 

x‘  -\-  2nx-|-  o*)(x’  — i/) 

X*  -4-  3ox*  4-  3n’x  -|-  o’  ^ X*  -f-  •+■  y’ + 3^*^’  + 3e/’x  -|-  o* 

x'  -|-  2ox  -f-  ^ — y’  X*  -|-  'iax  -f-  a* 

1 _(x-f-«/  I _x  + g 

/ x^—tfi  (x-|-n)>^x  — y x—y 

\x’  + ^^y  + yv 
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10».  Conséquences: 


ay 0^0 0? 

j)  ~l^b~Tb~W 


b)  ~ b^  b^  b~  tf' 


En  général, 


réciproquement 


car,  si  l’on  élève  à la  puissance  m les  deux  termes  de  la  deuxième 
fradion,*on  reproduit 

Ainsi, 

1”  Pour  élever  une  fraction  à une  puissance  quelconque,  il  suffit 
d’élever  ses  deux  termes  à celle  puissance. 

2“  Pour  extraire  une  racine  d’un  degré  quelconque  d'une  frac- 
tion, il  suffit  d’extraire  une  racine  du  mime  degré  des  deux 
termes  de  cette  fraction. 


DIVISION. 

100.  Règle.  Pour  diviser  deux  fractions  l'une  par  fautre,  il 
suffit  (comme  en  arithmétique)  de  ffiu//ipZ«'er  la  fraction  divi- 
dende par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Cette  règle  est  la  conséquence  de  la  règle  de  la  multiplication , 
ainsi  : 

a ^ c a d ad 

b ’ d b^ c bc' 

En  effet,  si  pour  vérifier  le  quotient  ^ on  le  multiplie  par  le 


diviseur,  ^ on  trouve 
a 


c ad cod 

d^lc~  dbc 


a 

'b* 


c’est-à-dire  le  dividende.  Donc 
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Exemple.  , 

— X — 1 . ;ry+l  3x*ÿ — 3 j’y* — r *y  — xy  -f-  J:y*+  y* 

— 1 ’ xy  — y’  x'y  x* — xy — 1 ' 

107.  Remarque.  Les  quantités  entières  peuvent  être  considérées 
somme  des  fractions  dont  le  dénominateur  est  l'unité;  te  calcul 
de  ces  quantités  combinées  avec  des  fractions  rentre  donc  dans 
les  cas  précédents. 


MuIlipUcalion  et  division  d’une  fractioD  par  une  quanlilé  entière. 


,na  a ^ a».  a a n an 

108.  3Xn=-^;  car.  -xn=^Xy  = ^. 


a a 


a U 
6 • ’ 


a an  an',  n n 

car,  -x«=-r  = -TT:r=îrr-- 
b b b’.n  0 ; n 

a a n a \ n 

car,  -:n=-:-=;:jX-=7-. 
b b { h n bn 


a a'.u.  a 

car,  j’.n-. 


a 


a: n a:  n 


bn  bn  : ?i 


MuUipUeation  et  division  d'une  quantité  entière  par  une  rraclloii. 

100. 


a n a na 
”^b~l'^b~  b’ 


.a n.a nb 

*^'b~ï’’b~~â‘ 


Extension  des  règles  du  calcul  algébrique  aux  cas  où  les  polynômes 
renferment  des  termes  fractionnaires. 

110.  On  peut  toujours  ramener  un  polynôme  qui  renferme 
des  termes  fractionnaires  ù une  fraction  unique:  il  suffit  pour 
cela  de  réduire  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  et  de 
n’écrire  qu’une  seule  fois  le  dénominateur  commun.  En  con- 
séqttence,  on  peut  faire  sur  les  polynômes  à termes  fraclion- 
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CALCUL  ALGEBRIQUE 


mires  les  mimes  opérations  que  sur  les  pohjnomes  entiers  et  sur 
les  fractions. 

„ O . I t ti  J SI  i l4o*-|-I6a*6 — Sia'bc' 

Exemple  : + Sja^b  — 4a’‘bc*= • 

m.  Lorsque  les  coefficients  seuls  sont  fractionnaires,  on 
peut  faire  les  calculs  directement,  comme  pour  les  polynômes 
entiers. 

Examinons  succinctement  les  différents  cas. 

Ajouter  ^ a avec  f a. 

Posons  \=m  et  f=». 

L’addition  reviendra  à celle  des  deux  quantités  ma  et  na,  ce 
qui  donne  ma-\-na,  ou  (m-|-n)a , en  vertu  du  principe  général 
que,  pour  multiplier  une  somme  p.ar  une  quantité,  il  suffit  de 
multiplier  chacune  de  ses  parties  par  cette  quantité. 

En  conséquence , §a-f  7«=(3+?)«- 

D’après  un  raisonnement  analogue,  on  peut  écrire  : 

7«— |a  = (7  — !)“• 

On  voit  donc  que  la  réduction  des  termes  semblables  se  trouve 
étendue  au  cas  où  les  coefficients  sont  fractionnaires. 

Passons  à la  multiplication. 

Soit  à multiplier  \a  par  ib. 

Posons  i = m cl  7 = »»; 

la  multiplication  proposée  revient  alors  à 

ma  X nb 

produit  qui  revient  successivement  à 

manb 
mnab 
nb  X mn 

par  suite , 5a X ih  — abx('^X^)  =ahXsT  = ^job. 


*N, 
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On  voit  [Mir  là  que  l'on  peut,  dans  la  multiplication  des  poly- 
nômes , appliquer  la  règle  ordinaire  des  coefficienis  aux  multi- 
plications des  monomes  auxquelles  elles  doimciit  lieu,  lors 
même  que  ces  coefficients  sont  fractionnaires. 

• La  généralisation  que  nous  venons  d’établir  pour  la  multipli- 
cation s’étend  naturellement  à la  division , puisque  les  règles 
rebtives  à cette  opération  se  déduisent  toujours  de  celles  de  la 
^ multiplication. 

Dans  un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puissances  d’une 
lettre,  on  peut  regarder  comme  coeffleient  dans  chaque  terme 
tout  ce  qui  est  indépendant. de  la  lettre  principale.  On  pourra 
donc  appliquer  la  règle  de  la  division  aux  polynômes  ordonnés 
par  rapport  à une  lettre , lors  môme  que  des  coefficients  de  la 
lettre  principale  seront  fractionnaires-,  mais  alors  l’impossibilité 
de  la  division  ne  se  manifestera  pas  par  le  coefficient,  mais  seu- 
lement par  l'exposant  de  la  lettre  principale , ainsi  que  nous 
l’avons  expliqué  pour  les  polynômes  entiers. 


112.  Traitons  quelques  exemples  propres  à mettre  en  évi- 
dence l’extension  importante  qui  vient  d’ôtre  apportée  dans  le 
calcpl  algébrique.  • 


...  , 1 o*  I , c"d‘  4 c- 

Multiplicande - 

Multiplicateur....  + + 


Produits  partiels. 


Il  o‘  . 3 oVd*  2 a’c* 

4 “ÿ  5Ô^ 

3nW  12fVP 

■^2  è»  5 o*** 

.2^  , l^c*<P ^ 

V 5 «^~25 


Proiluit  total. 


1 o‘  , I I 16  c* 

4^+’*  è*  +•'6' 


On  parviendrait  au  môme  résultat  en  retranchant  le  carré  de 

4 c*  , , , 1 o’  , 

g^ducarrede^^i-f-S-gr. 

6 
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CALCUL  ALG^BBIQUE  UBS  QUANTITÉS  FRACTIONNÀIHES. 


Muliiplicande ü,ls«»+o,ii^+4jy 

Mulliplicateur 3,l4i=+0,âiÿ +7ÿ' 


Produit  parlieli. . . . 


2 ,3960i'+n,3  M 'l'y  + 1 2,50 
+0,3"5j  -j-  0,05 

+ 5.25 


[ly  ' V' 

+2,0|j^'  . . . . . 

4-0, 7|  +2toy 


Produit  tout 2,3950x'4-0,689  i*y4-  1*,8C  JP^y’4-2,7  *’y»4-28*w' 

Preuve  par  la  division. 

2,JBSO»»4-0,080I*'y4-17,86|*“y’4-2,7i*y>4-28iy'[Ô,t5r'4-0,U?y4-4*^ 
—12, sel  [l,Mi^4>e,Scy4'7y 


- — 0,îl4l' 


O.Ï75*'y-|-  5,S0] 

|iy4-2,7'*V4-28xy' 

' V — o,osl 

1 - -3,0l  • > - 

- 

-•‘—r.  • 6,ÎS*V+0,7| 

ai'y*4-»8 

V 

--e,7| 

—18 

- • 

>►» 


-4'  ^ O 


- f V • 

4 '4 


EXERCICES. 

tl3.  Simplifier  les  fractions  suivantes  : 

4o»a!  — 6o«a;«  f-  4 ~| 

I — è4a’j!*  + 18a’a;*  ' 1_  2o  — 3a»J' 

2a»  2ao.-c»  + aV  r ^ ^-j 

o’-f-o'a: — ac*  c'x  L ^ <*  + ®J 

fnx  2x  — 3a  ~1 

[_  ijc*  — 6ax-|- 9a*J' 


8a*a>  ■ 


4x*  — 4 2ax  4-  9«’ 


8.r>  — 27a* 


o«4.ft«4-c»-f2ai)-|-2ae4-2be 
O*  — 6*  — c*  — 26c 


O*  — n*  4~  3u  4~  ” + ^ fn’  (g  4-  n + 1 ) (g  — » -l-  2) a4~g4~f~| 

O*  — an 4- 3a — ^n-^%'  |.  (a4-1)la  — n-j-2)  «+1  J" 


•n-l-S 
4-2) 


Effectuer  les  opérations  suivantes  : 

o’x  — ax'  , a*  -1-  a*x  a'  — îax 
a*  — X*  a — x 


h- 
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2a’  — ia  + î“'"ïa’+ia  + 2 o’  — T 


o*m  J O* 

I — fn*  ‘ 1 — 2m-t-m*’ 


X*  X* 


[fl^p.  ai* +0x4- a*]. 


2a’ — 2ac*  2a+ic 

o + 2c  ^o’  — c’’ 


o+c  4a*  + 4x* 

2o  — 2x  ^ a + c ‘ 


O*  — 4 

O — 4 


3x*  — X — 4 . Xj/  + I 
X*  — 4 ’ xÿ  — y*' 


g — 4 
0+ 2 


a — 2x  f 2a*  T 

o + x;  [_  a— 2xJ' 


2a’  + 4a’x  . a*  — ox  . o’  — 4x*  2a"j 

3x  ■ O — 2x  ' a — X ' [ ^ 3xJ‘ 

/45o’  4 43o6  , . , ol,  , v ^ - /^a  ..  . 3c\ 

g.+9ac  + 26’  + 6cj  . 

/o’  2a  , oc  , 6c  c*\  . /a  c\  f a 

V5^“T  + 65  + 5î“dï/- [c“ 


\ 
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EXERCICES. 


. atix“  <icA'“  6'j5.  . n®x a\  . /ajc h\ 

\ btl  ‘ c'd  d‘  cd*‘bc  ïl)  ‘ \ c d/' 

/S  I 8o  , 2Î3  10  3 I ,,  , I «A. /3  , <7  7 2 \ 

y*-  ^y*-yvu-ix:+i  i-J+j)  . i^^x+-y--z--uy  ^ 

j^Af/wnse.  ^ y — ^ = J- 


Calculer  l’expresRion  suivante  : 


suchant  que 


3x’  7x  I 

T-?+». 


^y 


.y*  + 11 


3x 

x = 0,5,  y =0,33. 
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* LIVRE  IV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  ET  DES  PROBLÈMES  DU 
1"  DEGRÉ  A UNE  OU  A PLUSIEURS  INCONNUES. 


CBAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES.— RÉSOLUTION  DES  ÉQUA- 
TIONS NUMÉRIQUES  ET  LITTÉRALES  DU  PREMIER 
DEGRÉ  A UNE  INCONNUE.  — PROBLÈMES  RÉSOLUS. 


SOHMAIRB. 

114.  Définitions.  Identité.  Deux  espèces  d’identités.  Remarque  sur 
le  caractère  d’une  identité.  — tld.  Équation  à'une  inconnue.  Deux 
espéras  d’équations.  — 116.  Ce  qu'un  appelle  r^udre  une  équation. 
Solution  d’une  équation.  Vérification  d’une  équation.  Ce  qu’on  appelle 
équation  du  premier  degré.  Ce  que  suppose  cettedéfinilion. — 117.  Prin- 
cipes relatifs  à la  résolution  des  équations  du  premier  degré  à une  in- 
connue. Transformations  qui  en  dikoalent.  Transposition  d’un  terme 
d’un  membre  dans  un  autre.  — 118.  Règle  relative  à cette  transforma- 
tion. Évanouissement  des  dénominateurs.  — 1 19.  Règle  relative  àcette 
transformation.  — 120.  Résolution,  des  équations  numériques.  — 
121.  R^olution  d’une  équation  qui  n’admet  pas  de  solution.  — 122.  Ré- 
solution d’une  équation  qui  admet  une  infinité  de  solutions.  Définitions. 
Équation  délernnnée.  Équation  impossible.  Équation  indéterminée.  Ces 
différents  cas  seront  plus  tard  l’objet  d’une  discussion  approfondie.  — 
123.  Résolution  des  équations  littérales.  Exemples.  — 124.  Règle  géné- 
rale pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  numérique  ou  algé- 
brique à une  seule  inconnue.  — 123.  Résolution  des  problèmes.  Pié- 
cepte  de  Bezout  pour  mettre  un  problème  en  équation.  — 120.  Remarque 
sur  certaines  conditions  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d’élro  exprimées 
dans  une  équation.  — 127.  Problèmee  résolus. 


Définitions. 

114.  Une  identité  est  une  égalité  dans  laquelle  les  deux  mem- 
bres deviennent  les  mêmes  quand  on  a effectué  dans  chacun  d'eux 
les  opérations  indiquées. 
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NOTIONS  PHELIMINAIRES. 


On  distingne  deux  espèces  d’identités  ; les-identités  numéri- 
ques et  les  identités  algébriques.  L’égalité  7 — 2-fl2-t-l=3x6 
est  une  identité,  car  7— 2-}-12-fl=18  et  3X6=18.  L’éga- 
lité (a-(-i}*=a’-(-2aft-t-t<’  est  une  identité,  car  le  second  mem- 
bre renferme  le  résultat  du  calcul  indiqué  dans  l'autre;  en  sorte 
que  l’on  peut  prendre  l’un  pour  l’autre. 

Remarqde.  L’identité  (a-f-i)’=o’-|-2aô-t-6’  est  évidemment 
vérifiée  par  des  valeurs  ;u-bitrairemcnt  attribuées  aux  lettres 
a et  b.  En  général,  le  caractère  d’une  identité  algébrique  est 
d’étre  vraie,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  lettres  qui  y 
entrent. 

Ittt.  Une  équation  k une  inconnue,  est  une  égalité  dans  la- 
quelle une  lettre  représente  une  inconnue,  tandis  que  tout  le 
reste  est  connu  ou  censé  connu. 

On  distingue  deux  espèces  d’équations  : les  équations  numé- 
riques et  les  équations  littérales  ou  algébriques. 

Dans  une  éipiation  numérique  il  faut  trouver  un  nombre  qui, 
mis  à la  place  de  riaconnuc,  transforme  cette  équation  en  une 
identité. 

Dans  une  équation  littérale  il  faut  trouver  une  quantité  algé- 
brique qui , mise  à la  place  de  l’inconnue , la  transforme  eu  une 
identité. 

f 

• < -» 

116.  Résoudre  une  équation,  c’est  trouver  une  valeur  pour 
l’inconnue. 

Celle  valeur  porte  le  nom  de  solution  de  l’équation. 

On  dit  aussi  de  cette  valctur  qu’elle  satisfait  à l’équation , ou 
bien  qu’elle  vérifie  l’équation. 

En  conséquence,  pour  vérifier  une  équation,  on  substitue  la 
valeur  de  l’inconnue  à la  place  de  la  lettre  qui  la  représente,  et 
l’on  effectue  les  opérations  indiquées. 

On  dit  qu’une  équation  est  du  premier  degré  lorsque , réduc- 
tions faites,  l'inconnue  y entre  au  plus  à la  première  puissance. 

Reuarque.  Cette  définition  suppose  que  l’inconnue  ne  se 
trouve  ni  en  dénominateur,  ni  sous  un  radical. 
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Princi|>es  relatirs  Si  la  résolution  des  équation»  du  premier  degré 
à une  inconnue. 

117.  Si  l'on  se  reporte  aux  numéros  15  et  16  de  l’intro- 
duction, on  verra  que  pour  résoudre  chacune  des  équations 
J?-f-a;-|-7=63,  ar-f-a:-|-ô=«,  nous.lcur  avons  fait  subir  cer- 
taines transformations;  ce  sont  ces  transformations  auxquelles 
nous  allons  donner  une  plus  grande  précision  et  surtout  une 
plus  grande  extension.  ' 

' Si  deux  quantités  sont  égales,  et  qu'on  leur  fasse  subir  les 
mêmes  opérations,  on  obtient  des  quantités  égales,  car  c’est  comme 
si  l’on  faisait  deux  fois  la  même  série  d’opérations,  ce  qui  doit  • 
donner  deux  fois  le  même  résultat.  En  conséquence,  on  peut, 

1"  Augmenter  ou  diminuer  les  deux  membres  d'une  équation 
d'un  même  nombre. 

2°  Multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d'une  équation 
par  un  même  nombre. 

• V»  _ . ' » , 

Ces  principes  donnent  lieu  aux  deux  transformations  sui- 
vantes sur  lesquelles  repose  la  résolution  d’une  équation  du 
premier  degré  : 

1°  Transposer  un  terme  d'un  membre  dans  un  autre. 

1°  Chasser  les  dénominateurs  ( ou  faire  évanouir  les  dénomi- 
nateurs ) qui  peuvent  se  trouver  dans  cette  équation. 

•-  ' TransiiosUlon  d'un  terme.  * . 

I.  Soit  l’égalité  quelconque,  équation  ou  identité. 

[I]  A— B = C-f-b.  : 

Si  l’on  ajoute  B aux  deux  membres , il  vient 

A — B-f-B  = C-f-D-|-B,  ■ ' ■ 

ou  bien  A = C-fD-f-B,  • - 

absolument  comme  si  on  avait  transposé  le  terme  — B du  pre- 
mier membre  dans  le  second , en  changeant  le  signe  de  ce 
terme. 
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SemblaMcment,  si  l’on  retranche  C des  deux  membres  de 
l'égalité  [1],  on  obtient 

A — B — C = C + D-C, 
ou  A — B — C = D. 

En  conséquence, 

118.  Règle.  Dan$  tovie  équation,  pour  faire  passer  un  terme 
d'un  membre  dans  un  autre,  on  l'efface  dans  celui  où  il  se  trouve, 
et  on  l’écrit  dans  l’autre  avec  un  signe  contraire. 

Ëvanouiuemenl  de»  dénominaleun. 

II.  Soit  une  équation  quclco^nque 


ax  , ex  ex  gx  , . 

T + ï— =7-V  + *- 

Pour  chasser  les  dénominateurs,  considérons  les  termes 

fft  fi 

entiers  »i  et  A comme  des  expressions  fractionnaires  y c*  j » 
appliquons  la  règle  du  n*  94,  il  viendra 

axdfh  I cxhfh  mbdfh exbdh  gxhdf  , khdfh 

~bdfh'^~dbiK~  bdfh  ~ fbdh  hbdf  bdfh  ' 

Multipliant  chacun  des  termes  de  cette  équation  par  le  déno- 
minateur commun  bdfh,  ce  qui  revient  à le  supprimer,  on 
obtient 

axdfh  cxbfh  — mbdfh  = exbdh  — gxbdf  -1-  kbdfh. 

Remarque.  Conformément  à ce  qui  a été  dit'  au  n°  08,  on 
pourra,  dans  certains  cas,  réduire  les  fractions  à un  déno- 
minateur commun  plus  simple  que  le  produit  des  dénomi- 
nateurs. 

Exemple.  L’équation 


ex  dx  e fx 
20a«6"  lûaV  186»c  ““  3ücV/ 


revient  à 9ocVa;  -f  1 Wd'x  = \Qd?bede  — G<r'b'fx. 
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En  conséquence. 
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119.  Règle.  Pour  chasser  les  dénominateurs  d'une  équation,  on 
réduit  les  fractions  et  les  quantités  entières  à un  même  dénomina- 
teur, et  l'on  supprime  ce  dénominateur  commun.  (Dans  la  pra- 
tique on  se  dispense  d’écrire  le  dénominateur.) 

Rbmahqub.  On  rencontre  quelquefois  une  équation  dont  tous 
les  termes  admettent  un  facteur  commun;  dans  ce  cas,  on  le 
supprime  par  la  division  en  vertu  du  n"  1 17. 

Exemple.  L’équation 

12x  — 4 = 6a:-f- 10, 
se  réduit  à 6a;  — 2 = 3z  -f  6, 

après  que  l’on  a divisé  tous  scs  termes  par  2. 


RésolutloD  des  équations  numériques. 
120.  Exemple  I.  Résoudre  l’équalion 
[I] 


, X I X « « 

^+2  + 3=“0- 


Réduisant  les  fractions  et  les  termes  enliors  au  même  déno- 
minateur 6,  on  a : 

[2]  6x-f-3a;-f-2x=660.  • 

[3]  llo;=660. 

Dégageant  l'inconnue  de  son  coefficient,  il  vient  : 

rai  ^60 . 

[4]  X=  ■ 

et  par  suite 

[5] 


11 


a;  = 60 


Renabqub.  On  est  certain  que  le  nombre  60  satisfait  à l’équa- 
tion proposée,  puisque  les  transformations  qui  onl  été  faites 
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pour  la  résoudre  sont  toutes  réciproques',  c'est-à-dir«  que  dans 
}a  suite  des  équations  [1],  [2],  [3],  [<],  [5],  toute  valeur  de  x qui 
satisfait  à l’une  d’elles,  vérifie  nécessairement  la  précédente. 
(Celte  observation  s’appliquant  à toute  équation , nous  ne  la 
' répéterons  pas  ).  Si  on  veut  s’assurer  à posteriori  que  60  est  bien 
la  valeur  de  a-,  il  suffit  de  la  substituer  dans  l’équation  proposée , 
ainsi  qu’on  le  voit  ci-après  ; . 

+ ¥ + y = 

60-f  30-f  20=  110 
110=110. 

Exemple  II.  Résoudre  l’équation 


[1] 


.,-6=4  (î-e) 


Effectuant  l’opération  indiquée,  on  a 

Transposant  24  dans  le  premier  membre , il  vient  : 

Ax 


ou 


X — 6-|-24  = 
24-fa;—  6 = 


3 

Ax 


transposant  x dans  le  second  membre,  on  a 

4 J? 

2A—6  = ~ — x 

O 

ce  qui  donne  successivement 

.4-6=1 


5A  = x 
a?  = 54 
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Exxhple  m.  Résoudre  l’équalion 


[1]. 


3x  „ 5.r 

7-^  = -6 
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Prenant  12  pour  dénominateur  commun^  on  a successive- 
ment ; 

9x— 84  = 1 Ox— 108 
108+9x— 84=10x 

. - . 108— 84  = 10*  — 9* 

24  =* 
x=24. 

e 

Rehabque.  Nous  n’avons  pas  écrit  9x— 10*=84— 108  parce  • 
qu’alors  les  soustractions  eussent  été  impossibles.  Ce  n’est  que 
plus  tard  que  nous  examinerons  cette  manière  de  résoudre  les 
équations. 

Exemple  IV.  Résoudre  l’équation 

rn  ^ ^ ^ 

3x— 1 4x— 3 12X+16' 


Chassant  les  dénominateurs,  transposant  et  réduisant,  il  vient  : 
(48x‘+28x— 48)— (36x*-f  36x— I6)=12x‘— 13X-I-4,  , , 

48x* -f  28x  — 48  — 36x*  — 36x -H  16  = 12x’— 13x -I- 4 
[2]  12x>  — 8x— 32=l2a?— 13x-f  3 

13x  — 8x  = 32  + 3 

f 

5x  = 35  * • 

x = 7. 

Rbmabques.  1.  On  rencontre  quelquefois  des  équations  qui 
sont  du  premier  degré,  quoique  renfermant  le  carré  de  l’in- 
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connue;  c'est  qu’alors  le  terme  en  x*disparait  dans  les  réduc- 
tions. Telle  est  l'équation  [2]  précédente. 

Exemple  V.  Résoudre  l’équation 

15’— (14  — x)*=13*  — a;’ 
d’où  15’— 196— x’  + 28a;=169— 

x=  5 

II.  Jusqu’5  présent,  nous  n’avons  trouvé  que  des  valeurs 
entières  dans  la  résolution  des  équations,  mais  le  plus  souvent, 
les  applications  fournissent  des  équations  numériques  dans 
lesquelles  les  valeurs  des  iuconnucs  sont  fractionnaires. 

Exemple  VI.  Résoudre  l’équation 
48=a;*-f-a:(6— 
x'-f-6x  — -1x’4-4x  — ^a;’  = 48 
a-  = 4,8. 

Exemple  VU.  Résoudre  l’équation 
d’où  a’-f-Aa:-f4 -H(x+ix  + 4)-!-4  = 20 

a*=  ti 

III.  Dans  la  pratique,  les  coefficients  de  l’inconnue  sont  en 
généi-al  des  nombres  décimaux. 

Exemple  VIII.  Résoudre  l'équation 

3,25a:—  5, C07  + a:  =0,2  + 0,34x 

Le  calcul  prouve  que  l'inconnue  ne  peut  pas  s’obtenir  rigou- 
reusement en  décimales;  on  en  calcule  alors  une  valeur  ap- 
proebée;  mais,  dans  ce  cas,  la  substitution  de  cette  valeur 
dans  l’équation  proposée  ne  la  transforme  pas  rigoureusement 
en  une  identité. 

121.  IV.  Dans  les  exemples  précédents,  nous  avons  trouvé 
une  valeur  pour  l’inconmie  que  l’on  cherchait  h délerniiner; 
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mais  il  jwurrait  arriver  qu’uuc  équation  ne  |>ùt  être  vcriliée 
par  aiicitn  nombre.  Telle  est  l'équalion  ; 

Sx-^i=bx-\-7 

Si  on  la  résout  mécaniquetnenl  on  trouve 

5x— 5a:=7— 1 . r . 

ou  0=3, 

ce  qui  est  absurde. 

L’équation  9867  + 1 87a;  = 3(3289  + 1 87x) 
donne  187x  = 561a: 

équalion  impossible,  à moins  cependant  que  ta  question  qu’on 
a en  vue  de  résoudre,  ne  s’accommode  de  la  solution  x=0. 

122.  V.  Il  peut  arriver  qu’une  équation  adincitc  une  infinité 
de  solutions.  Telle  est  l’équation  : 

5x  1 -)-  4 ; ( 

si  on  la  résout  mécaniquement , on  trouve 

. " bx — 5x=4  — 4 


ou  0 = 0. 

Définitio.ns.  L’hc  équation  du  premier  degré  a une  inconnue 
est  déterminée,  impossible  ou  l'ndé/eminée , suivant  qu’elle  n’ad' 
iiK't  qu’une  solution,  ou  qu’elle  n’en  admet  [vas,  ou  enfin 
qu’elle  en  admet  une  infinité. 

Ces  différents  cas  seront  plus  tard  l’objet  d’une  discussion 
approfondie.  , 

Résolution  des  é<|ualions  littérales. 

125.  Nous  avons  vu  dans  l’introduction  (livre  I")  combien 
. il  était  utile  de  généraliser  les  problèmes  numériques.  Ces 


Digilized  by  Google 


94  RÉSOLCTION  DBS  ÉQUATIONS  DU  PREMtER  DECRÉ. 

généralisations  conduisent  à des  équations  littérales  dont  la 
résolution  va  nous  occuper.  ■ 


Exemple  I.  Résoudre  l’équation 

ax’\-b  = cx-\~d. 

On  a successivement 

ax-\-b  — cx  = d 

ax  — cx=d  — b 
{a-~c)x  = d — b 
d—b 


X = ■ 


a — c 


Vérification  : 


d— “ b f i .J  d ^ A 

aX. \-b  = eX- — - + °- 

a — c a — c 

ad  — -|-  flô  — bc  — cd-~-  bc  ad  — cd 

ad  — bc  — ad  — bc. 


Exemple  II.  Résoudre  l’équation 


ax  , ex  ex  9^ 

T + -iT-“=7“V  + *' 


Chassant  les  dénominateurs,  on  a 

adpuc  + cbfhx  — mbdfh  = ebdkx  — gbdfx  + kbdpi , 
par  suite, 

x{adpi  -|-  cbfh  — ebdh  -4*  ybdf)  = mbdfh  -f-  kbdfh, 
mbdfh  + kbdpi 

d'où  X = j^cbfh—ebdh  -\-gbdf 

Exemple  ID.  Résoudre  l’équation 
■’*cx  ' . dx  « 
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Ce  calcul,  déjà  commencé  au  sujet  de  révanouissement  des 
dénominateurs,  donne 


et  par  suite. 


d'où 


9aàdx-\-  ^ iOcfbcde — &a*b^fx* 

(9oc’d  + 1 26’d*  + 6a’é’/ )X  = lOa^bode  ; 

10a*àcd« 
x: 


9ac‘d  + 12b‘d>-i-6a‘b‘f 
Exehtle  IV.  Résoudre  l’équation 


I a J J 

-j-  2ac  — a’  = c*. 


, a-^c  ' a — c 

a’x  — acx  -j~2a'c  — 2oc’  — o‘  + a‘c*  = acx-j-c^x  — oV  + c'î 
(a’  — 2oc — c’)a;  = o*  — 20*0*4-0*  — 20*0  4- 2ac* 

g* — 2o*c*4-o* — 2o*c4~^oo* 


X: 


a*  — 2oc  — c*’ 


(g* — 2ac  — c*)  (0* — c*)  .... 

* a’  — 2ae — 0*  ‘ . . • 

x = g*  — c*.  - . 

J 

Les  exemples  traités  précédemment  nous  conduisent  à la 
conclusion  suivante  ' 

124.  Règle.  Pour  résoudre  une  équation  numérique  ou  litté- 
rale du  ^premier  degré  à une  inconnue  : 

« 1"  On  chasse  les  dénominateurs  \ 

2»  On  effectue  les  opérations  indiquées; 

3*  On  fait,  passer  dans  un  membre  les  termes  qui  renferment 
l'inconnue,  et  dans  l’autre  les  termes  tout  connus;, 

4’  On  fait  les  réductions  ; 

5*  On  dégage  l'inoonnue  de  son  eoeffieient,  en  divisant  les 
deux  membres  de  la  dernière  équation  par  le  eoeffieient  de  eette 
' tnoonnue. 


1 
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Ueharque.  Cette  règle  est  actuellement  subordonnée  à l’hy- 
pothèse que  l'équation  ne  renferme  aucune  soustraction  im- 
possible; elle  exige  aussi  pour  l'instant  que  l’on  fasse  passer  les 
termes  en  x,  tantôt  dans  le  premier  membre , tantôt  dans  le 
second,  afin  de  satisfaire  à la  prescription  de  n’introduire  que 
des  soustractions  possibles. 


Uésolution  des  problèmes  du  premier  degré  è une  inconnoe. 

121Î.  Mettre  un  problème  en  équation,  c’est  exprimer  par  une 
ou  plusieurs  équations,  les  relations  qui  existent  entre  les 
quantités  connues  et  les  quantités  inconnues  comprises  dans 
l’énoncé  de  la  question. 

La  variété  des  problèmes  s’oppose  à ce  que  l’algèbre  donne 
une  règle  pratique  pour  les  mettre  en  équation.  A défbut  d’une 
méthode  générale,  voici  un  précepte,  dû  à Bezout,  qui  réussit 
dans  un  grand  nombre  de  cas  : 

Représentez  la  quantité  ou  les  quantités  cherchées,  chacune  par 
une  lettre  ; puis,  ayant  examiné  avec  attention  l'état  de  la  ques- 
tion, faites,  à f’ai'de  des  signes  algébriques,  sur  ces  quantités  et  les 
quantités  connues  représentées  par  des  nombres  ou  par  des  lettres, 
tes  mêmes  raisonnements  et  les  mêmes  opérations  que  vous  feriez, 
si,  connaissant  les  valeurs  des  inconnues,  vous  vouliez  les  vérifier. 

i26.  Remarque.  L’énoncé  d’un  problème  renferme  quelque- 
fois des  conditions  qui  ne  sont  pas  de  nature  à pouvoir  être 
exprimées  dans  l’équation  ; par  exemple,  un  problème  relatif  à 
un  nombre  d’éfres  vivants,  exige  que  l’inconnue  soit  un  nombre 
entier',  or,  l’algèbre  ne  possède  aucun  symbole  qui  exprime 
celte  condition.  Il  en  est  de  même  lorsqu’un  nombre  cherché 
doit  être  compris  entre  deux  nombres  donnés;  lorsqu’il  doit 
êlrc premier. . . . Ainsi,  on  ne  résoudra  tout  à la  fois  l’équatidn 
d’un  problème,  et  ce  problème  lui-même,  que  lorsqu’il  y aura 
une  parfaite  identité  entre  les  conditions  de  ce  problème  et 
les  conditions  exprimées  dans  son  équation  ; dans  le  cas  con- 
traire, on  devra  s’assurer  par  une  vérification  directe  si  la 
valeur  trouvée  pour  l’inconnue  satisfait  mix  conditions  impli- 
cites du  problème  qui  n’auront  pas  pu  être  écrites  algébrique- 
ment. 


Digitized  by  Google 


BÈSOLl'TlüN  DES  PROBLEMES.  97 


Cela  posé,  appliquons  le  précepte  du  n°  I2tî  (dont  nous  avons 
déjà  fait  usage  dans  l’introduction)  à la  résolution  de  quelques 
problèmes. 


127.  Problème  I.  La  somme  de  trois  nombres  est  100;  l’excès 
du  plus  grand  sur  le  moyen  est  3 ; t’exces  du  moyen  sur  le  plus 
petit  est  7 ; quels  sont  ces  nombres  1 

Si  le  plus  petit  nombre  cherché  était  connu,  on  lui  ajoute- 
rait 7,  et  l’on  aurait  le  moyen;  à ce  moyen  on  ajouterait  3,  et 
l'on  aurait  le  plus  grand,  après  quoi  la  somme  des  trois  nom- 
bres devrait  être  égale  à 100. 

Cela  posé , soit  x le  plus  petit , nous  aurons  le  tableau  sui- 
vant : 


1'*  partie,  ou  désignation 
des  inconnues. 

# 


a:  -j-7 

X *j-  3. . . . 


le  plus  petit  y 
le  moyen  ; 
le  plus  grand. 


2'  iwrtie,  ou  mise 

blême  en  équation.  ' ' + + 


3*  partie,  ou  résolution  de 
l’équation. 


:100. 


3x  -f  17  = 100, 

3x=100— 17, 
3a;  = 83, 

X — 

x = 27». 


1'  partie.  Vérilicalion. 


3« 

par  suite  x -|-  7 = 34  J, 
a,' -1-10  = 375. 

.•  27  3 4- 343 -f  37 1=100, 

375-345  = 3, 

( 345-275  = 7. 


Généralisons  la  question. 

• 

Problème  11.  La  somme  de  trois  nombres  est  a;  l’excès  du  plus 
grand  sur  le  moyen  est  b ; l’excès  du  moyen  sur  le  plus  petit  est  c ; 
quels  sont  ces  nombres?  ' 


Dénomina- 

tion. 

Équation. 


X le  plus  petit  ; 
x-j-c  le  moyen; 
a--f<  -}-6  le  plus  grand, 

a;  -j-  X c -j-  X 4-  c -f  à = a. 

V 

> 
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Zx  b = u, 

= a — 2f  — b, 
a — 1c  — b . 


Résolution. 


par  suite  x-\-c: 
X c b ~ 


' 3 ’ 


/ ^(a  — 2e— 6)+~5(a  + f— 6)  + K«+26-f  <■)=«. 
Vérification,  j J(a-(-26-|-c) — 3(o+c  — b)=b, 

.(  j(a-|-c — b) — ^(a  — 2e  — b)=c. 


Î Connaissant  la  somme  de  trois  nombres  ; l’excès 
du  plus  grand  sur  le  moyen  ; l’excès  du  moyen 
sur  le  plus  petit,  il  faut  pour  obtenir  le  plus 
grand  : à la  somme  ajouter  deux  fois  l'excès  du 
plus  grand  sur  le  moyen  ; ajouter  encore  l’excès 
du  moyen  sur  le  plus  petit , et  enfin  prendre  le  tiers 
du  résultat. 

On  traduirait  de  môme  les  deux  autres  formu- 
les. 


Remabqde.  La  traduction  des  formules  a rarement  lieu  parce 
que  le  langage  ordinaire  n’offre  pas  le  laconisme  du  langage 
algébrique. 

, «=  lOü,  6 = 3,  P = 7 
Mise  en  nombre  des  \ x = 27  j 

formules.  j a;-|-c  = 34^ 

V x-|-c-|- è = 37^. 

Rkuarqub.  De  la  désignation  des  inconnues  dépend  souvent  le 
plus  ou  le  moins  de  simplicité  dans  la  résolution  du  problème. 

Exemple.  1“  Trouver  un  nombre  dont  lesj,  le  { cl  les 
fassent  enseiablc  105. 

Soit  X le  nombre  cherché,  on  aura  successivement  : 


2a;  , a;  , 5x_ 

-3  +4 +'6  =105, 


8x-|-3x-|-10x  = 1260, 
2la:=1260, 


x = 60. 
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Autrement.  Soit  12x  le  nombre  cherché,  on  aura  immédia- 
tement : 

8ar -f- 3x -f- 10*  = 105 

21a:  =105,  : 

* = 5, 

et  12a:  = 60. 

Problème  lit.  Trouoer  vn  nombre  tel  qu'en  le  retranchant  de  37 
et  en  multipliant  le  reste  par  3,  on  ait  le  même  résultat  que  lors- 
qu’on y ajoute  27,  et  qu’on  divise  la  somme  par  5. 

Soit  X le  nombre  cherché , on  a successivemcDl  : 

(37-x)X3  = H^  + 27), 

(111— 3x)X5  = x + 27, 

555  — 15x  = x-f-27, 

555  — 27=15x-t-x, 

33  = x, 

X = 33. 

VÉRinCATiOtf.  (37— 33)X3=  i(33-f  27) 

12  = 12. 

Généralisons.  (a— x)  X.  b = ^(x c) 

abd  — c 

Application. 

0 = 37,  5 = 3,  c = 27,  d = 5, 

37X3x5  — 27  „ 

3x54-1  ■ = 

Problème  IV.  Un gétiéral  ayant  formé  sa  colonne  en  carré,  trouve 
que  pour  rendre  ce  carré  parfait  il  lui  manque  59  lummes;  il  met 
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(dors  un  ttomvie  de  moins  sur  chaque  côté  du  carré  cl  il  lui  reste 
92  hommes.  Quel  était  le  nombre  de  ses  soldats  ? 

Soit  X le  nombre  d’hommes  qui  composüient  chaque  côte  du 
1"  carré  dont  la  superücio  est  exprimée  par  a;  x æ ou  par  -c’  ; 
X — 1 sera  le  nombre  d’hommes  compris  dans  chaque  côté  du 
second  caiTé  dont  la  superficie  est  (x — 1)*;  d’après  le  second 
essai,  le  nombre  des  soldats  est  (,r — 1)*  -j-  92.  En  conséquence  , 
l’équation  du  problème  est 

— 59  = (x  — 1)*  + 92, 
d’où  X = 76. 

Le  carré  de  76  est  5776;  ôtant  69  de  ce  nombre  on  a 5717 
|K)ur  le  nombre  des  soldats  cherchés. 

VÉaiFicxTiON.  En  mettant  76  homnaes  siu'  chaque  côlé  du 
carré,  la  totalité  des  hommes  est  de  (76)’ — 59  ou  de  5717  hom- 
mes. En  y mettant  un  homme  de  moins,  ou  75  hommes,  la  to- 
talité des  soldats  est  de  (75)’-|-92  ou  .5717  hommes  comme  au- 
paravant. 

Problème  V.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres;  la  somme 
de  ces  chiffres  est  ll\  le  chiffre  des  unités  est  double  de  celui  des 
centaines,  et  quand  on  ajoute  297  à ce  nombre,  on  obtient  une 
sotnvie  qui'est  le  nombre  renversé.  Quel  est  ce  nombre'! 

Soit  X le  chiffre  des  centaines, 

'Ix  sera  le  chilîre  des  unités, 

11  — 3x  sera  celui  des  dizaines. 

Prenant  chaque  chiffre  en  valeur  relative  on  aura  : 

100r-l-(ll— 3x)10-t-2x4-297  = x-l-(ll  — 3x)10+200r, 
d’oii  X = 3 ; 

par  suite  6 est  le  cbilTre  des  unités,  et  2 celui  des  dizaines , en 
sorte  que  le  nombre  demandé  est  326. 

En  cllel,  326  -1-  297  = 623. 
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Problème  VI.  Trouver  deux  nombres  qui  difjft>r‘>nt  de  3,  et  dont 
les  carrés  diffèrent  de  51 . 

Soit  X le  plus  petit, 

a:  + 3 sera  le  plus  granil , 

(x+.3)'-x*  = .5l,  . , 

d’où  X —T  \ 

par  suite,  r + 3=:10. 

En  effet,  10  — 7=3,  100  — 49=51. 

Problème  VII.  Trouver  les  deux  facteurs  d'un  produit,  sachant 
qu’ils  sont  entre  eux  ::  3:7  et  qu’en  les  augmentant  respective-  ' 
ment  de  ces  deux  derniers  nombres,  le  second  produit  surpasse  le 
premier  de  4347. 

Puisque  les  deux  nombres  sont  entre  eux  ::  3 : 7,  nous  les 
df'signerons  par  3x  et  7x , et  il  viendra  ; 

(3.r  + 3)  X (7a:  + 7)  = 21 X»  + 4347, 

d’où  * = 103; 

par  suite,  3a:  ou  309,  et  7a:  ou  721  sont  les  deux  nombrt>s 
eberchf^s.  *' 

En  effet,  309  + 3 = 312  ; 721 +7=  728  ; 312  X 728  =227136; 
309  X 721  = 222789  ; 227136—  222789  = 4347. 

Problème  VUI.  Combien  de  pièces  de  20  fr.  et  de  40  fr.  faut-il 
mettre  les  unes  à la  suite  des  autres  pour  former  la  longueur 
du  mètre  ? les  premières  ont  21  millimètres  de  diamètre;  les  se- 
condes un  diamètre  de  26  millimètres  ; on  sait  d’ailleurs  que  fon 
doit  prendre  en  tout  45  pièces. 

Soit  X pièces  de  20  fr. , 45  — x sera  le  nombre  des  pièces  de 
40  fr. , on  a donc 

2 1 a:  + 2G  (45  — *)  = 1 000, 

d’où  • a:  = 34;  ^ ' 

par  suite  45— a-=ll. 
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En  effet,  34  fois  31  millimètres  font  714  millimètres;  It  fois 
26  millimètres  font  186  millimètres , et  714-|-186=  1000. 

Problème  IX.  Partager  la  fractUm  ^ en  deux  parties  telles 
çue  si  l’on  divise  la  première  par  } et  la  seconde  par  | la  somme 
de  ces  quotients  soit  égale  à l’unité. 


d’où 

En  effet 

Problème  X.  Une  personne  a perdu  au  jeu  la  moitié  et  le  tiers  de 
son  argent,  et  il  se  trouve  qu'il  lui  reste  le  dixième  de  ce  quelle  a 
perdu  et  6 louis)  combien  cette  personne  avait-elle  en  se  mettant 
au  Jeu? 

f^x-i-ix-j-^ix-j-ix)-i-6—x, 
d’où  a:- = 72. 

Problème  XI.  Un  ouvrier  s’est  engagé  pour  60  ^'ours  à condition 
qu’on  lui  donnera  15  sous  chaque  jour  qu’il  travaillera,  et  qu’il 
donnera  5 sous  chaque  jour  qu’il  ne  travaillera  pas;  il  reçoit 
24  sous  au  bout  des  60  Jours,  et  Con  demande  combien  de  jours  il  a 
travaillé. 

5 sous  étant  le  quart  d’une  livre  (ancienne  monnaie)  et  15  sous 
en  étant  tes  trois  quarts,  on  aura 

15*— (60— x)5=24 
d’où  *=16,2. 

Ainsi , l’ouvrier  a travaillé  pendant  16'*“”,2  ; par  suite , il 
s’est  reposé  pendant  43<““”,8. 

Problème  XII.  Un  marchand  prélève  au  commencement  dechaque 
année  sur  les  fonds  qu’il  a dans  le  commerce  une  somme  de  1800/r. 
pour  subvenir  à ses  dépenses  personnelles.  Chaque  année  son  fonds 
augmente  du  tiers  de  ce  qui  reste,  et,  au  bout  de  trois  ans,  les 
fonds  qu’il  avait  au  commencement  de  la  première  année  se  trouven  t 
doublés.  Trouver  le  montant  de  la  somme  que  possédait  le  mar- 
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chaud  au  eommencment  de  la  première  année,  ainsi  que  ce  qu’il  a 
gagné  par  an. 

Soit  X le  montant  de  la  somme  du  marchand  au  comment 
cernent  de  la  première  année, 

X — 1800 1800)  ou  ^(4x— 7200) 

exprime  l’état  de  ses  fonds  au  bout  de  la  première  année,  ou  au 
commencement  de  la  seconde.  Semblablement, 

. , i(4x— 7200)— 1800  donne  12600); 

le  tiers  de  cette  dernière  somme  est  J(4x  — 12600);  en  consé- 
quence, ^(4x— 12600)4- i(4x— 12600)  ou  J(16x— 50400)  repré- 
sente l’état  (les  fonds  du  marchand  au  commencement  de  la  troi- 
sième année  ; en  continuant  ainsi  on  trouve  pour  la  fin  de  la  troi- 
sième année  ^(64x — 266400);  mais  alors  çette  somme  est 
double  de  ce  qu’elle  était  au  commencement  de  la  première 
année,  donc 

^(64x  — 266400)  = 2x; 

d’où  x = 26640  fr.  ' 

Problème  XIII.  Deux  bassins  renferment  chacun  a et  b 
mesures  d'eau  et , reçoivent  respectivement  au  bout  d’une 
heure,  c et  à mesures  d’eau.  On  demande  au  bout  de  com- 
bien  d'heures  le  premier  bassin  renfermera  une  quantité  d'eau 
double  de  celle  qui  se  trouve  dans  le  second. 

Soit  X l’inconnue. 

a-\-ex  est  la  quantité  d’ebil  contenue  dans  le  premier  bassin  ; 
b-\-dx  est  la  quantité  d’eau  contenue  dans  le  second  bassin  ; 


donc  a-\-cx  = %b-\-dx) 


d’où 


X — 


25— a 
c — 2d' 


Application.  a=30,  6=50,  e = 24,  d=7;  x=7. 


Problème  XIV.  Un  père  ordonne  par  son  testament  que  son  bien 
soit  partagé  entre  se.s  enfants  de  la  manière  suivante  : 
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premier  prendra  a fr.  et  la  n*  partie  du  reste;  la  part  du  ' 
premier  enfant  une  fois  prélevée , le  deuxième  prendra  2a  fr.  et  la 
n'  partie  du  reste  ; le  troisième  prendra  3a  fr.  et  h n*  partie  du 
reste;  et  ainsi  de  suite  jusqu' au  dernier. 

Le  partage  ainsi  fait,  il  arrive  que  les  enfants  sont  tous  égale- 
ment partagés.  Trouver  le  montant  du  bien,  le  nombre  des  enfants 
et  la  quote-part  de  chacun  d'eux. 

Soit  X le  bien  du  père. 

Le  premier  enfant  prend  a fr.;  le  resie  est  donc  a:  — o;  U 
en  pi’cnd  la  n”''  partie  qui  est  — a),  en  sorte  que  sa  part  n 
pour  expression 

a 4-  ^x  — a). 

' n 

Le  deuxième  enfani  prend  îi  son  tour  2n  fr.  ; le  reste  es|  donc 
i (nx  — X — 3an-J-«) 
il  en  prend  la  partie  qui  est 

~(nx  — .r—3an-j-al 
en  sorte  que  sa  part  a pour  expression 

2a-}-^Jnx — X — 3afi4-a)i 

or,  d'après  l’cnoncè,  cette  part  doit  égaler  la  première,  donc 
; [I]  n)=2a+-i(iMr— ® — 3an  + o), 

équation  du  premier  degré  à une  inconnue  x. 

Remarquons  qu’il  y a dans  ce  problème  des  conditions  qui 
ne  sont  pas  encore  exprimées,  à savoir  que,  la  part  du  second 
enfani  égale  celle  du  troisième , du  quatrième , etc.  ; mais, 
comme  la  condition  que  les  deux  premières  parts  sont  égales 
suffit  pour  déterminer  le  bien  du  père,  il  faut  en  conclure  que 
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le  problème  est  impossible  si  l’inconnue  ne  satisfait  pas  aii\ 
conditions  qui  ne  sont  pas  exprimées  dans  L'équaIJon  [1]. 
Résolvant  cette  équation  on  trouve 

ic  = oX(n’ — 2n+  I), 

OH  ■ x = oX(»— 1)’. 

Tel  est  le  bien  du  père. 

Passons  maintenant  à la  vérification  des  conditions  iiupli- 
ciies  de  la  question  : 

Le  bien  du  père  est 

[2]  ^ an'  — 'ian-\-a. 

Le  premier  enfant  prenant  a fr.,  il  en  reste  an'  — 2a«; 

Le  de  ce  reste  est  a»  — 2o  ; 

I.Æ  part  totale  du  premier  enfant  est  donc  an  — o ; 

Le  bien  [2]  du  père  n’est  j)lus  que  île  an'  — ian  -}-  2a. 

Le  deuxième  enfant  prend  2a  sur  ce  reste,  auquel  cas  le  bien 
^du  père  n’est  plus  que  de  an'  — 3an. 

La  n“*  partie  de  ce  reste  est  an  — 3a  ; 

I^a  part  totale  du  deuxième  enfant  est  donc  an  — a; 

Le  bien  du  père  n’est  plus  que  de  an’ — 4an  -|-  3a  ; 

Le  troisième  enfant  prend  3a,  et  il  reste  an'  — Ann\ 

Le  n"“  de  ce  reste  est  an — 4a; 

La  part  totale  du  troisième  enfant  est  donc  an — a; 

Le  bien  du  père  n’est  plus  que  de  an’ — 5an  -j-  4a. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  toutes  les  parts  sont  égales 
à an — a ou  a(n  — l)Xa; 

Le  bien  du  père  étant  (n — l)’xa,  on  aura  le  nombre  des 
enfants  en  divisant  (n — 1)’X«  par  o,  ce  qui  donne  n — 1.  Le 
problème  est  donc  complètement  résolu. 

Application  numérique. 

Soient  a = 3000  fr.,  n = 5 ; par  suite  (n  — if  x a = 48000  fr.  ; 
(n — 1)  Xa  = 12000  fr.,  n — 1=4.  Ainsi,  le  bien  du  père  est  de 
48000  fr.;  le  nombre  des  enfants  est  4,  et  leur  quote-part  est 
de  12000  fr. 
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Vérification. 

Bien  du  père 48000  fF. 

Le  premier  prend  3000  fr 3000 

Reste 45000  fr. 

Le  premier  prend,  en  outre,  le  cinquième  de  45000  fr., 
ou  9000  fr.  Sa  part  totale  est  donc  de  3000 -f*  9000,  ou  de 
12000  fr. 

Le  bien  du  père  n’est  plus  que  de 36000  fr. 

Le  deuxième  prend  6000  fr 6000 

Reste 30000  fr. 

Il  prend  encore  le  cinquième  de  30000  fr.,  ou  6000  fr.;  sa 
part  totale  est  donc  de  12000  fr.  comme  pour  le  premier. 

Le  bien  du  père  n’est  plus  que  <lc 24000  fr. 

Le  troisième  prend  9000  fr., 9000 

Reste '. 15000  fr. 

II  prend  le  cinquième  ou  3000  fr.  ; sa  part  totale  est  donc 
de  12000  fr. 

Enfin,  le  bien  du  père  n’est  plus  que  de 12000  fr. 

Le  quatrième  prend  12000  fr 12000 

et  il  ne  reste  plus  rien O 
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CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTIOÎV  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A PLUSIEURS  INCONNUES.  PROBLÈMES  RÉSOLUS. 


SOMMilHE. 

V- 

188.  Une  équatioo  du  premier  degré  à deux  inconnues  laisse  arbitraire 
l'une  de  ces  inconnues;  il  n’en  est  plus  de  môme,  en  général,  lorsqu'on  a 
deux  équations  entre  deux  inconnues. — 120.  Ce  qu'on  appelle  résoudre 
deux  équations  à deux  inconnues.  Ce  qu’on  appelle  solution  d'un  sys- 
tème d’équations.  — 130.  Résolution  de  deux  équations  dans  lesquelles 
les  coelTicients  d'une  même  inconnue  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
— 131.  Résolution  de  deux  équations  dans  lesquelles  les  coefficients 
d’une  môme  inconnue  sont  égaux  et  de  mêmes  signes. — 138.  Résolution 
do  deux  équations  quelconques.  — 133.  Remarques.  Rapprochement 
avec  la  réduction  des  fractions  au  môme  dénominateur.  Ce  qu'on  entend 
en  général  par  une  méthode  d'élimination.  Méthode  par  r^uction.  — 
134.  Énoncé  de  cette  méthode.  — 133.  Méthode  par  comparaison. — 
138.  Énoncé  de  cette  méthode.  — 157.  Méthode  par  substitution.  — 

1 38.  Énoncé  de  cette  méthode.  Les  méthodes  d’élimination  reposent  toutes 
surla  nécessité  d’exprimer  que  les  inconnues  ont  chacune  la  môme  valeur  ' 
dans  les  deux  équations.  — 139.  Remarques  sur  l'élimination  et  sur  les 
équations  dont  la  résolution  conduit  à un  résultat  tel  que  0 = 3;  0 = 0 , 
équations  impossibles,  équations  indéterminées.  (Ces  cas  particuliers 
seront  discutés  plus  tard).  • ' 


188.  Une  équation  entre  deux  inconnues  laisse  arbitraire 
l’une  de  ces  inconnues;  telle  est,  par  exemple,  l’équation 

[1]  a:— y=l 

Soit  y arbitraire  ; l'équation  proposée  donne 
a:=l-t-y. 

Ppsons  y =1, 2,  3. . . . 

les  valeurs  correspondantes  de  x seront  : 
a;  = 2,  3,  4 
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en  sorte  qu’on  pourra  satisfaire  àl't^quation  proposée  d’une  infi- 
nité de  manières;  cette  équation  est  donc  indéterminée. 

Il  n’en  est  plus  de  même,  du  moins  en  général,  lorsque  l’on 
considère  deux  équations  entre  deux  inconnues. 

1S9.  Définition.  Résoudre  deux  équations  entre  deux  incon- 
nues, X et  y,  par  exemple,  c’est  trouver  deux  nombres  qui  mis  à la 
place,  l'un  de  x et  l’autre  de  y dans  ces  deux  équations,  les  veri- 
(ient  simultanément. 

Les  valeurs  des  inconnues  prises  conjointement  forment  ce 
que  l’on  appelle  une  solution  des  équations. 

Afin  de  graduer  les  difficullés,  commençons  par  résoudre 
deux  équations  dans  un  cas  fort  simple. 

Méthode  par  réduction. 

150.  Résoudre  les  équatiomt  ^ 

[1]  4x-f.5y  = 100, 

[2]  2x  — .5y=2. 

D’après  la  définition  précédente,  y a la  même  valeur  dans  ces 
deux  équations  ; d’ailleurs  nous  supposons  que  a:  et  y désignent 
des  nombres  capables  de  satisfaire  à la  fois  aux  deitx  équations; 
on  peut  tlonc  ajouter  ces  égalités  membre  à membre,  ce  qui 
fera  disparaître  y en  vertu  de  la  règle  connue , pour  réduire 
les  termes  semblables  d’un  polynôme  ; on  obtiendra  ainsi  ; 

[3]  6x=102. 

Résolvant  cette  première  équation  du  premier  degré  à une 
inconnue,  il  viendra 

[4]  a;  = 17. 

L’une  des  inconnues  une  fois  trouvée,  on  obtiendra  l’autre 
immédiatement  en  substituant  celte  valeur  dans  l’une  dqs 
équations  proposées.  L’équation  [t],  par  exemple,  donne 

4.  17 +.5?/=  100. 


f 
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Résolvant  celle  seconde  équation  du  premier  deijré  a une  incon- 
nue, on  trouve  : 

[5]  * y = 61  ^ 

La  soiulioD  cherdiéc  est  donc 

‘a;  = 17, 
y =6,40, 

comme  nous  le  vérifions  ci-aprés  a posteriori  : 

4X17  + 5 X 6,40=100, 

2X17  — 5X6,40  = 2, 
ou  100=100, 

2 = 2. 

131.  Résoudre  les  équations 
' [1]  4x  — 5y  = 100, 

Ix  — by  = i. 

Dans  cet  exemple,  les  coerficients  de  y sont  égaux  et  de  mômes 
signes,  tandis  que  dans  le  précédent  ils  étaient  égaux  et  de  si- 
gnes eontraires  ; mais  la  soustraction  de  deux  polynômes  équi- 
vaut à une  addition  quand  on  change  le  signe  de  chacun  des 
termes  du  polynôme  que  l’on  soustrait;  donc,  si  l’on  retranche 
respectivement  les  deux  membres  de  l’équation  [2],  des  deux 
membres  de  l’équation  [1],  l’inconnue  y disparaîtra,  cl  il 
viendra 

[3]  2x  = 98, 

d’où  ® = 49; 

par  suite,  y =19,20. 

138.  Résoudre  les  équations 

[1]  4x  + 3y  = 48, 

* \ 

[2]  . 2a;  + 5y  = 52. 

Dans  ce  cas  yénéml,  aucune  des  inconnues  n’a  le  môme  coef- 
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licient  ; mais,  une  équation-  n’est  pas  altérée  lorsqu'on  multiplie 
ses  deux  membres  par  un  même  nombre;  nous  pouvons  donc  faire 
ici  un  calcul  analogue  à celui  qui  sert  en  arithmétique  à réduire 
deux  fractions  au  même  dcnomiTuiteur;  pour  faire  disparaîtro 
y,  par  exemple , nous  multiplierons  |»r  5 les  deux  membres  de 
l'équation  [1],  et  par  3 les  deux  membres  de  l’équation  [2]  ; celte 
préparation  une  fois  faite , nous  rentrerons  dans  le  cas  particu- 
lier, où  une  inconnue  a le  même  cucfGcient  dans  les  deux 
équations  ; en  sorte  que  nous  ajouterons,  ou  que  nous  retran- 
cherons , les  deux  nouvelles  équations , suivant  que  les  coeffi- 
cients de  l’inconnue  dont  nous  voulons  nous  débarrasser,  seront 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  égaux  et  de  mêmes  signes. 

Cela  posé,  effectuons  les  opérations  que  nous  venons  d’indi- 
quer, et  nous  aurons  successivement , 

20x -f- 15y  = 240, 

6x-(-15y=156, 

I4x  = 64, 
x = 6 
y = 8 

155.  Rsuarques.  I.  La  préparation  précédente  est  soumise 
aux  mêmes  simplifications  que  la  réduction  des  fractions  au 
même  dénominateur  ; lorsque  les  coefficients  de  l'inconnue  que 
l’on  cherche  à faire  disparaître,  ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 
et  qu’il  s’agit  d'équations  numériques , ou  de  monomes  algé- 
briques, on  peut  recourir  à l’emploi  du  plus  petit  multiple. 

Comme  application,  proposons-nous  d’éliminer  x entre  les 
deux  équations  précédentes.  A cet  effet,  nous  doublerons  les 
deux  membres  de  l’équation  [2]  et  il  viendra  successivement  : 

4x-|-3y=48, 

4x-l-10y=104, 

' y=^ 

x=6. 

11.  11  est  bon  d'observer  que  chaque  inconnue  peut  être  obte- 
nue directement , c’est-à-dire  sans  connaître  la  valeur  de  l’autre 
inconnue. 
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111.  DÉFI.MTION.  Deux  équations  du  premier  degré  entre  deux 
inconnues  étant  données,  tout  procédé  de  calcul  à l’aide  duquel 
on  se  débarrasse  de  l’une  des  inconnues , en  soumettant  ces 
équations  à des  transformations  permises,  porte  le  nom  de  mé~ 
thode  d'élimination. 

La  méthode  d’élimination  précédente  porte  le  nom  de  mé- 
thode par  réduction;  ainsi,  nous  dirons  : 

134.  Deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconniKS 
étant  données;  pour  éliminer  une  inconnue  entre  ces  éqitalions.  y , 
par  exemple,  on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  le 
coefficient  de  y dans  la  second»,  et  \ice  versa;  cm  ajoute  ou  on 
retranche  membre  à membre  les  deux  nouvelles  équations  suivant 
que  les  coefficients  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  ou  égaux  et 
fi*  même»  signe». 

Quand  cela  est  possible,  on  détermine  le  plus  petit  multiple 
des  coefficients  dey;  on  le  divise  par  chacun  des  coefficients  de 
cette  inconnue  ; on  multiplie  les  deux  membres  de  chaque  équa- 
tion par  le  quotient  qui  lui  correspond,  et  le  reste  s'achève 
comme  précédemment. 

Quant  à la  résolution  des  deux  équations  proposées,  on  ré- 
sout l’équation  du  premier  degré  à une  seule  inconnue  pro- 
venant de  l’élimination  de  l’autre  inconnue;  on  substitue  la 
valeur  de  cette  inconnue  dans  l’une  des  équations  proposées,  cl 
l’on  résout  la  deuxième  équation  du  premier  degré  à une  in- 
connue provenant  de  cette  substitution. 

MéUiode  par  compafaisoa. 

138.  Pour  éliminera;  dans  les  deux  équations 

[1]  4ï-h3ÿ=48, 

[2]  2a;-i-5y  = 52. 

Résolvons  séparément  les  équations  [1]  et  [2]  par  rapport  à x, 
comme  si  y était  connu,  il  viendra 


[3] 

48- 3y 

X—  — , 

[4] 

2 ’ 
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inaûi  il  faut  exprimer  que  x a ia  même  valeur  dans  les  deux 
équations',  or,  cette  condition  se  trouvera  remplie  si  nous  éga- 
lons entre  elles  les  deux  valeurs  de  cette  incoiuiue  ; nous  aurons 
ainsi  .. 

48  — 3.1/ 62  — bg  ■ 

4 ~ 

d’où  y = 8 , 

et  par  suite  a:  = 6. 

Gette  méthode  porte  le  nom  de  méthode  par  comparaison.  En 
conséquence , 

156.  Pour  éliminer  une  inconnue,  y ^r  exemple,  entre  deux 
équations  du  premier  degré  à deux  inconnues,  on  peut  comparer 
entre  elles  les  deux  valeurs  que  l'on  obtient  de  cette  inconnue  en 
résolvant  les  équations  proposées,  comme  si  l’autre  inconnue  x 
était  connue,  Cette  comparaison  donne  lieu  à une  équation  du 
premier  degré  à une  seule  inconnue  i -, 


Méthode  par  substilulion. 

157.  Au  lieu  de  résoudre  séparément  les  deux  équations 
proposées  par  rapport  à l’inconnue  que  l’on  veut  éliminer,  on 
peut  n’en  résoudre  qu’une,  la  première,  par  exensqile  ; cette  va- 
leur une  fois  obtenue,  on  exprime  qu  elle  est  la  même  dans 
les  deux  équations  en  la  substituant  dans  la  seconde  des  équa- 
tions proposées , ce  qui  donne  encore  lieu  à une  équation  du 
premier  degré  à une  inconnue.  4 

Appliquons  cette  méthode  dite  de  substitution  aux  équations 

[1]  4x+3y  = iS, 

[2]  2a:-|-5y  = 52.  ' 

La  première,  résolue  par  rap|>orl  à x donne, 

48-3y. 

X — 2 ’ 
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substituant  celle  valeur  dans  l'équation  [2]  il  vient  : 


d’où,  y==8; 

par  suite,  a;  = 6. 

En  conséquence, 

158.  Pour  éliminer  une  inconnue  entre  deux  équations  du  pre- 
mier degré  à deux  inconnues,  il  suffit  de  prendre  dans  l'une  des 
équations  la  valeur  de  cette  inconnue  et  de  la  substituer  dans 
l'autre  équation  dont  on  ne  s’est  pas  encore  servi. 


150.  Remarques.  I.  Chacune  des  méthodes  d’élimination  re- 
pose sur  la  nécessité  d’exprimer  que  les  inconnues  ont  cliacune 
la  même  valeur  dans  les  deux  équations. 

II.  Nous  avons  vu  au  n°  (ISl)  que  la  résolution  d’une  équation 
du  premier  degré  h une  inconnue  conduit  parfois  aux  consé- 
. quences  suivantes  : 

0=un  nombre  (3  par  exemple), 

0=0. 

• 

Dans  le  premier  cas,  l’équation  est  impossible,  dans  le  second, 
elle  est  indéterminée. 

Des  circonstances  semblables  peuvent  se  présenter  dans  lu 
résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à deux  incon- 
nues. 

Soit  l’équation 

[1]  x-f2y=7, 

doublons  le  premier  membre  sans  doubler  le  second  ; écrivons, 
par  exemple , 

[2]  2x-|-4y  = 8, 

puis,  accouplons  les  équations  [1]  et  [2]  ; il  est  alors  évident  que 
les  inconnues  x et  y ne  sauraient  avoir  la  même  valeur  dans  les 

8 ‘ 
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(leux  équations.  Si,  au  contraire,  nous  doublons  les  deuxmem- 
. bres  de  l’équation  [1],  ce  qui  donnera 

[3]  2x-\-Atjz=\A, 

le  système  des  équations  [1]  et  [3]  sera  illusoire,  en  ce  sens 
qu’au  lieu  d’avoir  deux  équations,  on  n’en  aura  en  réalité 
qu'une  seule,  ce  qui  laissera  l’une  des  inconnues  complètement 
arbitraire  (128). 

Actuellement,  résolvons  mécaniquement  chacun  des  deux  sys- 
tèmes d’équations  que  nous  venons  de  former  : 

[1]  a;-H2y=7, 

L21  2x-t-4y  = 8. 

La  méthode  par  comparaison  domie 
7— 2y  = 4 — 2y, 

7-4  =2y— 2y, 

3=0, 

ou  0 = 3, 

ce  qui  est  absurde. 

[1]  ■ x-t-2y  = 7, 

[2]  2ar-f4y=l4. 

La  méthode  par  substitution  donne  . , 

35=7 -2y, 

2(7  — 2y)-f-4y=l4, 

14  — 4y -f  4y=14, 

" 14  = 14, 

0=0. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  le  système  d’éqnations  est  impossible,  on 
trouve  0=  un  nombre,  tandis  que  dans  le  cas  où  il  est  indé- 
terminé, on  trouve  0=0,  comme  dans  les  équations  du  pre- 
mier degré  à une  seule  inconnue. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ces  cas  particuliers- 
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CHAPITRE  III. 

RÉSOLUTION  DE  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  DU  PRE- 
MIER DEGRÉ  A PLUSIEURS  INCONNUES.  - 


SOMMAIRE. 

140.  Résolution  de  trois  équations  numériques  à trois  inconnues.  — 
141.  Règle  générale  pour  résoudre  n équations  du  premier  degré  à n 
inconnues.  — 142.  Remarque  sur  certains  procédés  particuliers  dans  la 
résolution  des  équations.  Exemples.  — 143.  Problènes  résolus.  — 
144.  Exercices. 


140.  Résoudre  les  équations 

[t]  bx-\-Az—%y=\b, 

[2]  7a; -l-4y  — 33=19, 

[3]  2a:-|-  y-}-6s  = 46. 

Si  nous  pouvions  tirer  de  ces  équations  deux  équations  à deux 
inconnues;  de  celles-ci  nous  déduirions  une  équation  à une 
inconnue  qui  étant  résolue  donnerait  la  valeur  de  cette  incon- 
nue ; substituant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations  à deux 
inconnues,  ce  qui  fournirait  une  équation  à une  inconnue, 
nous  résoudrions  cette  équation  ; enfin , substituant  les  deux 
valeurs  déjà  connues  dans  l’une  des  équations  proposées , nous 
n’aurions  plus  qu’une  troisième  équation  du  premier  degréàune 
inconnue  à résoudre.  Cela  posé,  appliquons  successivement  à 
l’exemple  ci-dessus  les  méthodes  d’élimination  exposées  a«x 
n«  150,  15»  et  157. 
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Méthode  par  réduction. 

L’inconnue  y ayant  pour  coefGcient  l’unité  dans  la  troisième 
équation,  nous  l’climinerons  de  préférence  aux  deux  autres 
entre  les  équations  [1],  [2],  [3]. 

[1]  et  [3]  donnent 

5*  + is—  6y=15. 

12a:  + 6y4-36x  = 276; 

ajoutant,  il  vient 

[fl  17x4- 40a  = 291.  • 

[2]  et  [3]  donnent  , ' . . 

7x  + 4y — 3a=l9,  , 

8x-)-4y  + 24a  = 184. 

Retranchant , il  vient 

[5]  X 4- 27a  = 16.5. 

’ La  question  se  trouve  ainsi  simplifiée  puisqu’elle  est  ramenée 
à résoudre  les  équations 

[4]  17x -1-403  = 291, 

[5]  X -1-273  = 165, 

c’est-à-dire  que  l’on  a une  équation  et  une  inconnue  de  moins. 
Éliminons  x entre  ces  deux  équations 

17X-1-  403  = 291, 

17x -1-4.593  =2805. 

d’où  [6]  , 4193  = 2514; 

par  suite  s = 6. 

L’une  des  équations  [4j  et  [5],  la  (Icriiière,  iKir  exemple, 
donne,  par  la  substitution  de  a,  x = 3. 
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L'une  des  équations  [I],  [2J,  [3],  la  première,  par  exemple, 
donne,  par  la  substitution  de  x et  de  z,  y =4.  Ainsi, 

x=3,  . 

y = 4,  , 

3 = 6. 


Rbmarqub.  Les  équations  [1],  [2],  [3]  ont  été  remplacées  par 
les  équations 

tn 

5x  + 4z  — 6y  = 15, 

[ô] 

ar -1-275  = 165, 

[6] 

4193  = 2514. 

La  dernière  ne  renferme  qu’une  inconnue , l’avant-dernière 
n’en  renferme  que  deux , et  la  première  les  renferme  toutes  les 
trois;  mais  on  voit,  d’après  ce  qui  précède,  que  ces  équations 
ne  sont  pas  les  seules  qui  conduiraient  aux  valeurs  des  incon- 
nues; on  pourrait,  par  exemple,  considérer  les  suivantes: 

[2] 

7ar-|-4y— 33  = 19, 

[4] 

, 17a; -f  403  = 291,  . .. 

f6] 

4193=2514. 

En  outre , comme  au  lieu  d’éliminer  x cX  y entre  les  équa- 
tions [1],  [2],  [3],  ce  qui  a fourni  une  équation  finale  en  z [6], 
on  pourrait  éliminer  x et  z,  ou  bien  y et  s,  auxquels  cas  l’équa- 
tion finale  serait  en  y ou  en  a;,  on  peut  conclure  qu’il  y a 
plusieurs  systèmes  d’équatbns  capables  de  fournir  les  valeurs 
des  inconnues. 

Bornons-nous,  pour  l’instant,  à constater  ce  fait  de  la  réso- 
lution des  équations  ; tontes  les  discussions  relatives  à ce  sujet 
seront  plus  tard  approfondies. 
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Méthode  par  comparaiion. 

Éliminons  x entre  les  trois  équations  proposées  [1]  [2]  [3); 
à cet  effet , nous  aurons 

15-f  6v— 4s 

X—  J , 

19 — 4ÿ-|-3a 

3J  rj  f 

46— y— 6a 

X—  2 

Égalant  ces  valeurs  2 à 2,  on  a une  équation  et  une  inconnue 
de  moins  ; on  obtient  ainsi 

l54-6v-4a  19— 4y+3a 

5 7 ’ 

• ' is  + 6y  — 4a  46  — y— 6a 

*'  2 

On  éliminera  y ou  a entre  ces  deux  équations,  selon  qu’on 
voudra  que  l'équation  finale  soit  en  a ou  en  y,  et  1 on  aura  une 
équation  et  une  inconnue  de  moins;  l’élimination  sera  alors 
terminée , puisque  l’on  sera  parvenu  à une  équation  du  pre- 
mier degré  à une  seule  inconnue. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  de  terminer  ce  calcul. 

Méthode  par  «ubsUluUon. 

Nous  avons  tiré  la  valeur  de  x de  l’équation  [1]  ; substituons-la 
dans  les  équations  [2]  et  [3] , et  cette  inconnue  se  trouvera 
éliminée  entre  les  trois  équations  ; on  obtient  ainsi 

7(!^±f=éî)+<S.-3=  = 10. 

j(Ütf^)  + ,+».=46 

d’où  y = 4,  a=6,  etpar  suite  ar  = 3. 

La  résolution  de  quatre  équations  à quatre  inconnues,  de  cinq 
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équations  à cinq  inconnues s’exécuterait  par  les  mêmes 

procédés,  et  un  système  de  quatre  équations  à quatre  inconnues, 
par  exemple , se  trouverait  de  fait  remplacé  par  quatre  autres 
équations  : 

La  première  renfermerait  les  quatre  inconnues; 

La  deuxième  en  renfermerait  trois  ; 

La  troisième  en  renfermerait  deux  ; 

Enfin , la  quatrième  en  renfermerait  une. 

En  conséquence , 

141,  Pour  résoudre  n équations  du  premier  degré  entre  n incon- 
nues, 

1°  On  chasse  les  dénominateurs  ; 

2°  On  transpose  dans  un  membre  les  termes  qui  renferment  Vin- 
connue,  dans  Vautre  les  termes  t<mt  connus,  et  Von  fait  les  ré- 
ductions ; 

3°  On  élimine  Vune  des  inconnues  entre  l’une  des  équations  pro- 
posées et  toutes  les  autres,  ce  qui  donne  une  équation  et  une  inconnue 
de  moins  ; le  système  est  alors  réduit  é n — 1 équations  entre  n — 1 
inconnues; 

4"  On  élimine  de  même  une  des  n — 1 inconnues  entre  Vune  de 
ces  équations  et  toutes  les  autres,  ce  qui  donne  encore  une  équation 
et  une  inconnue  de  moins,  et  par  suite  un  système  de  n — 2 équa- 
tions entre  n — 2 inconnues  ; 

5“  On  opère  de  même  à Végard  de  ce  nouveau  système,  et  ainsi 
de  suite. 

On  parvient  à deux  équations  entre  deux  inconnues,  et  par  suite  ' 
à une  équation  finale  du  premier  degré  à une  seule  inconnue. 

La  résolution  de  cette  équation  donne  la  valeur  d'une  inconnue  ; 
puis  par  des  résolutions  successives  d" équations  du  premier  degré, 
chacune  à une  inconnue,  on  détermine  séparément  la  valeur  de 
toutes  les  autres  inconnues. 

Remarque.  Le  système  des  n équations  proposées  se  trouve  de 
fait  remplacé  par  un  système  de  n autres  équations  du  premier 
degré  : 

La  première  renferme  les  n inconnues  ; 

La  deuxième  en  renferme  » — 1 ; 

La  troisième  en  renferme  n— 2j 
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[.a  quatrième  en  renferme  » — 3 ; 


L’avant-dcrnière  en  renferme  deux; 

Enfin , la  dernière  n’en  renferme  qu'une. 

Celte  dernière  équation  donne  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues; la  substitution  de  celte  valeur  dans  l'avant-dernière 
équation  donne  lieu  h une  deuxième  équation  à une  inconnue. 

La  substitution  des  deux  inconnues  déjà  trouvées  dans  la 
troisième  avant-dernière  équation,  conduit  à une  troisième 
équation  à une  inconnue. 

On  continue  ainsi  à substituer  toutes  les  inconnues  déjà 
cîdculées,  en  ayant  soin  de  résoudre  au  fur  et  à mesure  l'équa- 
tion du  premier  degré  à une  inconnue  proienant  de  ces  substi- 
tutions. 

Ia’s  n — 1 inconnues  une  fois  trouvées,  on  les  substitue  dans 
la  première  des  équations  du  nouveau  système;  la  résolution 
de  cette  éijualion  donne  la  valeur  de  la  dernière  inconnue,  et 
l’opération  est  terminée. 

Pour  vérifier  a posteriori  les  valeurs  trouvées , on  les  substitue 
chacune  dans  les  équations  proposées , et  ces  équatimis  doivent 
être  satisfaites  simultanément. 

142.  Remarques  I.  L’emploi  d’une  méthode  d’élimination 
de  préférence  à toute  autre  ne  saurait  être  prescrit  d’une  ma- 
nière absolue  ; tout  déjiend  des  coefficients  des  inconnues 
et  de  la  forme  des  é(|ualioiis;  dans  tel  cas,  il  faudra  employer 
la  mélliode  par  substitution,  et  dans  tel  autre,  il  faudra  recourir 
à l’une  des  autres  méthodes  que  nous  avons  enseignées. 

II.  Üans  certains  cas , laissant  de  côté  la  métltode  générale,  on 
retranchera  la  somme  de  plusieurs  des  équations  proposées, 
de  la  somme  de  plusieurs  autres;  dans  d’autres,  on  fera  la 
souiine  de  toutes  les  équations,  soit  dans  leur  état  primitif, soit 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  des  nombres  con- 
venables; quelquefois  encore,  on  aura  recours  à un  artifice 
qui  consiste  à introduire  ce  que  l’on  apjiclle  une  inconnue  auxi- 
liaire. Plus  tard , on  trouvera  l’occasion  de  faire  ce  que  nous 
venons  d’indiquer;  Ijornons-noiis , pour  l’instant,  aux  deux 
exemples  suivants  : 
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Exempli  I.  Éliminer  y et  5 entre  les  équations  : 

tO  a-=cy-{-b3 , 

b = ex-\-az, 
c=bx-\-ay. 

Multiplions  les  équations  [1]  [2]  [3]  par  les  quantités  respec- 
tives a,  b,  c et  retranchons  de  la  premjère  la  somme  des  deux 
autres,  il  viendra  : 

W — é* — c^  — acy — 2bcx  — aoy, 

ou  2bcx  = c' — a*  ; 


d’où 


X 


— a* 

~ 26c 


Exemple  If.  Résoudre  les  équations 

y-|-  2 = 14, 
,^+ar-f  y + 3a  = 24, 
' / + «+2y-t-33  = 28, 
^t+x+  y+  * = 16. 


dront 

[•} 

S=14 

[2] 

S + 23  = 24 

[3] 

S + y + 2s=28 

W 

S + < = 16 

Remplaçant  S par  sa  valeur  dans  l'équation  [2]  on  a *=5; 
remplaçant  S et  3 par  leurs  valeurs  dams  l'équation  [3]  on 
trouvey=4;  enfin,  l’équation  [4]  donne  < = 2,  par  suite  a: =3. 
.4insi,x  = 3,  y = 4,  3 = 6,  < = 2. 
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Rétolutlon  de  quelques  problèmes  du  premier  degré  è plusieurs  Inconnues. 

i45.  Problème  I.  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  10. 
Soient  a;  et  y leg  deux  nombres  cherchés , nous  aurons  une 
seule  équation  à deux  inconnues 

' x-\-y=\Q, 

< 

d’où  ‘ a:=10 — y. 

Attribuant  à y toutes  les  valeurs  entières  ou  fractionnaires 
qu’on  voudra,  mais  qui  ne  surpassent  pas  10,  on  calculera  les 
valeurs  correspondantes  pour  x,"en  sorte  que  le  problème  admet 
une  infinité  de  solutions. 

Problème  II.  Trouver  deux  nombres  dont  la  différence  soit  3. 

X — y = 3 


d’où  ar  = 34-y- 

Le  problème  est  encore  indéterminé  ; toutefois,  y peut  rece- 
voir ici  telle  valeur  qu’on  voudra  lui  assigner. 

Problème  111.  Rembourser  26  fr.  avec  des  pièces  de  1 fr.  et 
de  5 fr. 

Soient  x et  y les  nombres  de  pièces  demandés,  nous  aurons 
2x-|-5y  = 26, 


d’où 


26 -5y 
2 


Dans  le  cas  actuel,  on  ne  peut  pas  attribuer  à y telle  valeur  en- 
tière que  l’on  voudra;  généralement , la  valeur  correspondante 
de  X sera  fractionnaire , et  la  question  proposée  exige  qu’elle 
soit  entière  ( nous  renverrons  à des  compléments  d'algèbre  la 
résolution,  en  nombres  entiers,  d’une  équation  du  premier 
degré  à deux  inconnues  ). 

Rbmarql'bs.  1.  Le  problème  relatifà  la  longueur  du  mètre  (cha- 
pitre l)  serait  dans  le  même  cas  que  le  précédent,  si  l’on  ne 
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donnait  pas  lo  nombre  total  des  pièces  qui  doivent  être 
juxtaposées. 

II.  Le  problème  III  dépendrait  de  deux  équations  du  pre- 
mier degré , si  l'on  donnait  en  outre  le  nombre  des  pièces 
que  l’on  doit  employer.  Soit  10  ce  nombre,  on  trouverait  alors 

a:=8  y=2. 

PaOBLÈMB  IV.  Qtielle  est  la  fraction  qui  donne  ^ quand  on 
qjoute  une  unité  au  numérateur,  et  | quand  on  ajoute  cette  unité 
au  dénominateur  ? 


Soit  - cette  fraction , on  aura  : 

y 


[I] 

y 

[2] 

— =\ 
y+i  ^ 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  il  vient  successive- 
ment : 

[3]  3a;-|-3  = y, 

[4]  4x  = y-|-l; 

[5]  • y— 3x  = 3,  -•  - ■ 

[6]  4x— y = l. 

d’où  x = 4;  par  suite,  y = 15;  la  fraction  demandée  est 
donc  .ainsi  qu’on  peut  le  vérifier. 

Problème  V.  Deux  capitaux  sont  doubles  l'un  de  Vautre,  et 
leurs  intérêts,  d b pour  100,  diffèrent  de  13/r.  ; quels  sont  ces 
capitaux  ? 

Nous  avons  vu,  en  arithmétique,  que  l’intérêt  <l’une  somme 
à 5 pour  100  est  le  vingtième  de  celte  somme  ; en  conséquence, 
x désignant  le  plus  grand  capital  et  y le  plus  petit,  on  aura 

[1]  x-^iy 

[2]  13.  ■ 

d’oùl’ontirey=260,  « = 520. 
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Problème  VI.  f/n  nombre  ext  composé  de  deux  chiffres  ; quand  - 
on  /tti  ajoute  36  on  obtient  ce  nombre  renversé , et  quand  on  le 
divise  par  6,  on  obtient  le  chiffre  des  unités.  Quel  est  ce  nombre 

Soit  X le  ciiifTrc  des  dizaines,  et  y celui  des  unités; 
représente  le  nombre;  a:+10y  désigne  ce  nombre  renversé; 
on  a donc 

[1]  10x-}-y^-36=a:-|-10?/ 

[2]  8<103:  + y)=y  ■ • 

d’où  ar=4,  y = 8. 

Ainsi , le  nombre  cherché  est  48. 

Problème  Vil.  Une  personne  possède  100  000  fr.  ; elle  en  place 
une  partie  à 5 pour  100  et  l'autre  à 4 pour  100.  L'intérêt  total 
et  annuel  résultant  de  ces  deux  placements  est  de  4640  fr.  Trou- 
ver le  montant  des  deux  sommes  placées. 

[1]  a;  + y = 100000. 

, s 

[2]  ^^  + T»Dy  = 4640, 

d’où  a;  = 64000,  y = 36000. 

Problème  VIII.  Une  personne  a des  jetons  dans  les  deux  mains  ; 
si  elle  en  porte  1 de  la  droite  d la  gauche,  il  y en  aura  un  nombre 
égal  dans  chacune-,  mais  si  elle  en  passe  2 de  la  gauche  "dans  la 
droite,  celle-ci  en  contiendra  le  double  de  l’autre.  Combien  la  per- 
sonne avait-elle  de  jetons  dans  chaque  main  Y 

X ei  y désignant  respectivement  les  noml>rcs  de  jetons  ren- 
fermés dans  la  main  gauche  et  dans  la  main  droite,  les  équa- 
tions du  problème  sont 

. ar4-l=y— 1, 

y + 2 = 2«— 4, 
d’où  a;=8,  y = 10. 

Problème  IX.  Trois  personnes  se  mettent  au  jeu.  A la  première 
partie  lapremière  et  la  deuxième  gagnent  chacune  une  somme  égale 
à celles  qu'elles  avaient  en  eommeneant. 
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A la  deuxieme  partie,  la  première  et  la  troisième  gagnent  à ta 
deuxième  autant  qu’elles  avaient  chacune. 

Enfin,  à la  troisième  partie,  la  deuxième  et  la  troisième  ga- 
gnent à la  première  autant  qu’elles  avaient  chacune. 

Le  jeu  cesse  et  chaque  personne  se  retire  avec  120  fr.  ; combien 
avaient-elles  chacune  en  se  mettant  aujeul 

Soient  x,  y,  z,  ce  que  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième 
personne  avaient  chacune  au  commencement  du  jeu. 

État  des  joueurs  à la  fin  de  la  première  partie  : 

2x,  2y,  z — x—y; 

État  des  joueurs  à latin  de  la  deuxième  partie  : 

4a:,  3y — x — z,  2s — 2a; — 2y; 

État  des  joueurs  après  la  dernière  partie  : 

7x — y — s,  6y — 2a; — 2s,  4s — 4a; — 4y. 

Les  équations  du  problème  sont  donc  : 

[1]  7x—  y—  s =120, 

[2]  6y  — 2a:  — 2s  = 120, 

[3]  4s-4x— 4y  = 120; 

ou  plus  simplement , ^ 

[4]  7x—  y—  s = 120, 

[5]  3y—  X—  s=60, 

[6]  s—  X—  ys=30, 

d’où  x=60,  y =105,  s = 195. 

Problème  \.  On  a acheté  séparément  tes  charges  de  trois  voi- 
tures. 

La  première  qui  contenait  30  mesures  de  seigle,  20  d’orge  et 
10  de  froment  a cmté  230  fr. 

La  deuxième  qui  contenait  15  mesures  de  seigle,  6 d'orge  et 
12  de  froment  a coûté  138  fr. 
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La  troisième  qui  contenait  10  mesures  de  seigle,  5 d’orge  et  A de 
froment  a coûté  76  fr. 

On  demande  à combien  revient  la  mesure  de  seigle,  celle  d’orge 
et  celle  de  froment. 

Désignons  respecüvemenl  para;,  y,  s,  les  prix  des  mesures  de 
seigle,  d’orge  et  de  froment. 

Les  équations  du  problème  sont  : 

[*]  3ar-i-20y+10a  = 230, 

[2]  15x+  6y+12s=l38, 

[3]  lOx-f  5y+  43  = 75; 
ou  plus  simplement , 

3x  + 2y4-  3 = 23, 
bx-\-iy  -|-43  = 46, 

Kte4-5y  + 4«  = 75, 

d où  x = 4,  y = 3,  3 = 5. 

Problème  XL  Trois  frères  ont  aehetéun  bien  pour  50000  fr.  ; il 
manque  au  premier  pour  payer  à lui  seul  cette  acquisition  la  moitié 
de  l’argent  du  second-,  celui-ci  payerait  à lui  tout  seul  si  on  clou- 
tait à ce  qu'il  possède  le  tiers  de  ce  qu'a  le  premier  ; enfin  le  troi- 
sième aurait  besoin , pour  faire  le  même  achat,  de  joindre  à ce 
qu’il  a ce  que  possède  le  premier.  Combien  chacun  a-t-il  d’argent  ? 

Les  équations  du  problème  sont 

a:+iy  = 50000, 
y4-^x=50000, 

3-|-4x  = 50000, 

tl'où  x = 30000,  y = 40000,  3 = 42500. 

Problème  XII.  On  a trois  bijoux  A,  B,  G.  Le  prix  de  A plus  la 
moitié  du  prix  des  deux  autres  égale  25  louis.  Le  prix  de  B plus  le 
tiers  du  prix  des  deux  autres  égale  26  louis.  Enfin  le  prix  de  G 
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plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres  égale  29.  Trouver  le  prix 
de  chaque  bijou . 

Les  équutions  du  problème  sont 

x+^y+^s=2à, 
y + è^  + ès  = 26,  . 

« + i^  + îy=29. 


d’où 


3 = 16,  « = 8,  y=18. 


Problème  XIII.  La  somtne  de  deux  quantités  est  a;  leur  diffé- 
rence est  b;  quelles  sont  ces  quantités  f 
Soient  x la  plus  grande  et  y la  plus  petite. 


[11 

[2] 

ajoutant 

d’où 

Retranchant  [2]  de  [t] 
ou  a 
d’où 


x-\-y  = a, 
x—y=b; 
2x=a-\-b, 
x=iia+b), 

2y  = a — b 
y=\[a—b). 


Remabqub.  Ce  problème,  qui  joue  un  rôle  important  dans  la 
résolution  des  équations,  a déjà  été  traité  au  n°  10,  mais  à 
l’aide  d’une  seule  équation. 

Problème  XIV.  La  somme  de  deux  quantités  est  a,  leur  rapport 
est  b ; quelles  sont  ces  quantités  ? 


[1] 

x + y = a, 

[2] 

6- 

ÿ 

[2]  donne 

xs=by 
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Subsliluant  dans  [1]  et  résolvant,  on  trouve  : 


par  suite , 


y=H=l’ 

ab 


X = 


6 + 1’ 


Problème  XV.  La  différence  de  deux  quantités  est  a ; leur  rap- 
port est  b ; quelles  sont  ces  quantités  T 


[1] 

[2] 

d’où 


x—y  = a, 

y 

a ab 


EXERCICES. 

144.  Résoudre  les  équations  suivantes  ; 

fas  — ix  — tx+2x=1— }.  [Rip.  x=^i\. 

<2i+3x— 6-y=y-5|.  [Rép.x=  139,5.] 

(i8x»+28x— 48)— (36œ*+36x— 16)  = 12x*— 13X+4.  [Rép  x = 7.J 


x+1  , 5 — X 


:14 


X+1 


[Rép.  x=0.] 


2x  3 , i>*  , . 

T-4+*=T+^ 


îa6+{ac — |cx=fac+2a6  — 6rx. 

I 1 I 1 1 

__fcc+d+-, 

3afcc__^_o«6i  , (2a  + fc)6*x  „ , &x  T.  ah  1 

^ + (a+5)’  ' "®  = T+T,-| 
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i»  + x){b+x)-a(b  + c)  = °^:+x*.  X=Î5.J 

« + c 


O - c 

„ X QC j — , 

O — Ç 0-f-C 


0J5 — 6* 


2o’— 26* 


1 = 


X — a 


x — i 


T : ax 

a — h ia  — 3 itt 


ux 


a-f  6 

ïa  26 

a — b 

a — b 

a-f-6  a - b 

1 I 

0+6 

• 1 

_ 

[R«p..r=o’— e».] 

a — c ^ * 

• ^ 

a-f-c 

Résoudre  les  équations 

x-f-ï  — y = 30 
8x  + 2z— iy  = 60 
27x  9y  -f-  3z  = 61. 

Résoudre  les  équations 

' «8x— 7ÿ— 5ï=4t 

éfy  — |x+;=l08 
31î-j-2y-(_|a:=80. 

[flép.  x=42,  y = 25,  ;z=6.J 
Résoudre  les  équations 

x+j/  + s = 29j 
®+V  — 2 = t8J 
' X— y + ï=43f. 

[Rép.  x=<6,  y=7»,  * = .î>i.] 
Résoudre  les  équations 

|x— y — 5=1 
^ + Iî/+3ï  = 18 

x+yf2ï  = 24. 


wV 


■'t.  < r- 

. . ,K- 


* 
I 


'‘•m 

■ * 1. 


■<*  • '■ 


' I?’  * •■- 


Résoudre  les  équations 


'/  1 X 

3+4-^  = <- 


y 3x  -ia: 

3 


/■,  • 
" s ^ * 

< 


T».„. 


;> 

k 
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Résoudre  les  équalious 

x — y = i 

<0x  + y — (<Oy-f-05)  = 27. 

Résoudre  les  équations 

1 6x.+ 8ÿ -|- **  + = 9 

81x+27v+9*4-3u=36 
256x+6iÿ4-16*  + 4o  = 100. 

[Réponse.  x=t-,  y=i,  *=i,  u = 0.] 

Un  père  a 36  ans;  son  Gis  en  a 48  ; on  demande  combien  il  y a d'an- 
nées que  l’âge  du  père  était  le  quadruple  de  celui  du  Gis? 

Un  père  laisse  son  bien  à partager  entre  trois  enfants  de  la  manière 
suivante  : 

Le  premier  prendra  a fr.  et  le  n”*  du  reste  ; 

Le  deuxième  prendra  îa  fr.  et  le  n"*  du  reste  ; 

Le  troisième  prendra  3a  fr.  et  le  n”'  du  reste. 

Ce  partage  étant  fait,  il  ne  reste  rien  ; trouver  le  montant  du  bien  du  pere 
et  la  part  de  chaque  enfant . a=45000fr.,  n = S.  VériGcation. 

Deux  personnes  avaient  on  égal  revenu.  La  première  épargnait  un 
cinquième  du  sien  ; la  seconde  dépensait  600  fr.  de  plus  que  l'autre  et 
avait  4000  fr.  de  dettes  au  bout  de  trois  ans.  Trouver  le  revenu  et  la  dé-' 
pense  annuelle  de  chaque  personne. 

Réponse.  4333  fr. 

Trois  frères  ont  acheté  une  vigne  pour  8000  fr.  Le  troisième  dit  qu'il 
pourrait  la  payer  seul  si  le  second  lui  donnait  la  moitié  de  son  argent  ; le 
deuxième  dit  que  si  l'atné  lui  donnait  seulement  le  tiers  du  sien,  il  payerait 
seul  la  vigne,'  enGn,  l’atné  ne  demande  que  le  quart  de  l’argent  du 
troisième;  combien  chacun  avait-il  d’argent? 

Réponse.  4680,  4440,  4280. 

Trouver  une  fraction  qui  se  réduise  à 2 ou  à 6,  suivant  qu  on  retranche 
2 ou  6 de  chacun  de  ses  termes. 
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Trouver  un  nombre  qui  multiplié  par  le  nombre  inférieur  d’une  unité, 
surpasse  de  36  le  carré  du  nombre  inférieur  de  40  unités. 

Partager  la  fraction  en  deux  parties  telles  que  si  l’on  divise  la  pre- 
mière par  ^ , et  la  seconde  par  f , la  somme  des  quotients  soit  égale  à 
l’unité. 

Si  des  deux  termes  d’une  fraction  qui  se  réduit  à ^ on  été  respectivement 
les  deux  termes  d’une  fraction  qui  se  réduit  à ^ ; la  nouvelle  fraction  est 
équivalente  à { et  la  somme  de  ses  deux  termes  est  égale  à SO.  Trouver  les 
deux  termes  de  cette  fraction. 

Réponse. 

''  La  somme  de  trois  nombres  est  s.  On  multiplie  ces  nombres  respective- 
ment par  a',  6 et  c.  De  ces  produits  on  été  respectivement  les  nombres  d, 
e,  f,  puis  on  divise  les  restes  successivement  par/i,  q,  r,  après  quoi  le 
premier  quotient  est  le  m’  du  second,  et  le  n'  du  troisième.  Quels  sont  ces 
nombres? 

i 

Trois  fontaines  alimentent  un  bassin.  La  première  le  remplit  seule  en 
3 heures  ; la  deuxième  en  4 heures,  et  la  troisième  en  6 heures.  En  com- 
bien d’heures  le  bassin  sera-t-il  rempli  par  les  trois  fontaines  coulant  en- 
semble ? 


Un  nombre  est  composé  de  trois  chifTéea  dont  la  somme  est  6.  Le  qua- 
druple du  chiffre  des  unités  diminué  du  double  du  chiffre  des  dizaines  et 
augmenté  du  quintuple  du  chitine  des  centaines  donne  43;  le  quin- 
tuple du  chiffre  des  centaines  plus?  fois  le  chiffre  des  dizaines,  moins  le 
triple  du  chiffre  de  cœ  unités  donne  40.  Quel  est  ce  nombre? 

Réponse.  423.  ' 


Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  ::  m ; n et  tels  que  si  l’on 
augmente  le  premier  de  a,  et  diminue  le  second  de  6,  on  obtienne  deux 
nouveaux  nombres  dont  le  produit  soit  égal  à celui  des  deux  premiers 
nombres  diminué  d'une  quantité  donnée  d. 


Réponse. 


abm  — dm  abn  — dn 

an  — bm  ’ an  — 5m ' 


Do  joueur  interrogé  sur  ce  qu'il  a dans  sa  bourse  répond  que  l’excès  du 
quintuple  du  nombre  de  ses  louis  sur  30  est  égal  à l’excès  du  nombre  de 
ces  mêmes  louis  sur  6;  combien  le  joueur  avait-il  de  louis? 

Un  père  interrogé  sur  l’âge  de  son  61s  répond  : mon  âge  est  le  triple  de 
celui  de  mon  61s,  et  il  y a dix  ans  qu'il  en  était  le  quintuple.  Quel  est  l’âge 
duQls?  ... 
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Un  père  laisse  par  testament  la  moitié  de  son  bien  à son  bis,  le  tiers  a 
sa  bile,  et  les  1000  francs  qui  restent  à sa  veuve.  Trouver  le  bien  du  dé- 
funt et  la  part  de  chaque  enfant. 

Le  bien  de  A est  triple  du  bien  de  B.  On  sait  d’ailleurs  que  A'  possède 
1 8 francs  de  plus  que  B.  Trouver  leurs  biens  respectifs. 

A s’enfuit  en  faisant  8 lieues  par  jour  ; B part  9 jours  après  du  même 
lieu,  et  poursuit  A en  faisant  1 1 lieues  par  jour.  On  demande  quand  B 
atteindra  A.  (Algèbre  de  Simon  Lhuillier.) 

Deux  personnes  séparées  par  un  intervalle  de  960  kilomètres  viennent 
l’une  au-devant  de  l’autre;  la  première  fait  32  kilomètres  par  jour,  et  la 
seconde  fait  28  kilomètres  par  jour.  On  demande  au  bout  de  combien  de 
jours  se  fera  la  rencontre.  (Id.) 

Les  biens  de  trois  personnes  A,  B,  C,  sont  tels  que  : 

La  somme  des  biens  de  A et  de  B est  420  louis  ; 

La  somme  des  biens  de  A et  de  C est  4i0  louis  ; 

La  somme  des  biens  de  B et  de  C est  4S0  louis; 

Trouver  leurs  biens  particuliers.  (Id.) 

Un  maître  promet  à son  domestique,  en  le  prenant  à son  service, 
200  francs  par  an  et  no  habit.  Il  le  renvoie  au  bout  de  dix  mois,  lui  donne 
460  francs  et  lui  laisse  l'habit.  On  demande  le  prix  de  l'habit.  (Id.) 

Une  marchande  vend  une  première  fois  un  demi-oeuf  de  plus  que  la 
moitié  de  ses  œufs.  Une  deuxième  fois  elle  vend  encore  un  demi-œuf  de 
plus  que  la  moitié  des  œufs  qui  lui  restaient.  Une  troisième  fois,  elle  vend 
encore  un  demi-œuf  de  plus  que  la  moitié  des  œufs  qui  luiront  restés  après 
la  seconde  vente.  Alors  elle  a vendu  tous  ses  œufs.  Combien  en  avait- 
elle?  (M.) 

Un  père  fait  son  testament  de  la  manière  suivante  : il  donne  à l’aioé  de 
ses  enfants,  3600  francs  et  la  sixième  partie  du  reste  de  son  bien.  Il  donne 
au  second  deux  fois  3600  francs  et  la  sixième  partie  du  reste  de  son  bien. 
Il  donne  au  troisième  trois  fois  3600  francs  et  la  sixième  partie  du  reste,  et 
ainsi  de  suite,  en  augmentant  de  3600  francs  la  première  portion  do  chaque 
enfant  successif.  Par  cette  disposition,  tout  l’héritage  eet  également  partagé 
entre  tous  les  enfants. 

On  demande  le  nombre  des  enfanU,  la  part  de  chacun  et  la  valeur  de 
l'héritage.  (Id.) 
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Quelqu’un  regarde  à sa  montre  et  on  lui  demande  l’beure  qu’il  est , il 
répond,  entre  6 et  6;  mais  comme  on  vent  une  réponse  plus  précise,  il 
ajoute  : dans  cet  instant,  l’aiguille  des  minutes  et  celle  des  heures  sont  sur 
le  même  point.  Trouver  l’heure  demandée. 

Béponu.  6“  27*^. 

Un  marchand  a deux  sortes  de  vio,  l’un  à 20  sous  et  l’autre  à 12  sous  le 
litre  ; il  veut  les  mêler  ensemble  pour  en  faire  1 00  litres  à raison  de  1 i sous 
le  litre.  On  demande  combien  il  doit  prendre  de  litres  de  chaque  sorte. 

Réponse.  26  et  75. 

A dit  à B,  il  y a 7 ans  que  j’étais  trois  fois  plus  figé  que  vous,  et  dans 
7 ans  j’aurai  précisément  le  double  de  votre  âge.  Trouver  Fâge  actuel  de 
A et  de  B. 

Réponse.  05=  49,  y = 21. 

Trouver  une  fraction  telle  que  si  l’on  ajoute  1 au  numérateur,  elle 
vaille  I et  que  si  on  ajoute  I au  dénominateur,  elle  ne  vaille  que 

Réponse.  .jij. 

Un  marchand  achète  trois  sortes  de  marchandises,  A,  B et  f.  : le  prix  ' 
de  la  première  avec  la  moitié  du  prix  des  deux  autres  vaut  51  livres  ; il  en 
est  de  même  du  prix  de  la  seconde  avec  le  tiers  du  prix  des  deux  autres, 

et  du  prix  de  la  troisième  avec  le  quart  du  prix  des  deux  autres.  On  de- 

mande le  prix  de  chaque  marchandise  en  particulier. 

Réponse.  ‘ * = 15,  ÿ = 33,  r=39. 
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14Ü.  Un  père  a'37  ans  et  son  fils  en  a 42;  trouver  au  bout  de  combien 
d’années  l’âge  du  père  sera  le  double  de  l'âge  du  fils.  — 146.  Un  père  a 
42  ans,  son  fils  en  a 42,  combien  d'années  se  sont  écoulées  depuis 
l’époque  où  l'âge  du  fils  était  le  quart  de  celui  du  père.  — Ce  qui  arrive 
quand  on  met  dans  le  second  membre  les  termes  en  x et  dans  le  pre- 
mier les  termes  tout  connus.  — 147.  Définitions.  Ce  qu’on  appelle  quan- 
tités négatives,  quantités  positives.  Valeur  absolue  d’une  quantité  né- 
gative.— 148.  Des  solutions  négatives  dans  la  résolution  des  problèmes. 
Un  père  a 36  ans  et  son  fils  en  a 12;  dans  combien  d'annéesl'âgo  du  père 
sera-t-il  le  quadruple  de  l’âge  du  fils. — Interprétalionde  la  solution  néga- 
tive.— 149.  Problème  deladette.  — 180.  Autre  problème.  — 181. Pro- 
blème du  joueur.  — 182. Problème  àdeux  inconnues.  — 185.  Problème 
qui  fait  voir  que  la  transformée  en  <e  n'est  pas  toujours  immédiate- 
ment traductible  en  langage  ordinaire.  — Ce  que  l’on  doit  faire  en  pareil 
cas.  — 184.  Problème  qui  montre  qu'une  quantité  négative  peut  prove- 
nir d’une  fausse  supposition  dans  la  mise  d'un  problème  en  équation.  — 
188.  De  l'emploi  des  quantités  négatives  pour  généraliser  les  formules. 
Exemple.  Détermination  d’un  pointsur  une  droite  donnée.  — 186.  Pro- 
blème du  thermomètre.  — 187.  Conclusions  générales.  — 188.  Re- 
marques. — 188.  Exercices. 


143.  Problème.  Un  père  a 37  ons,  et  son  fils  en  a 12  ; trouver 
au  bout  de  combien  d'années  l'âge  du  père  sera  le  double  de  l’âge 
du  fils. 

Soit  X le  nombre  d’années  cherché. 

L’âge  actuel  du  père  est  37;  au  bouPde  x années,  son  âge 
sera  37  -j-x;  de  même  l’âge  du  fils  sera  12  -f-  ^r;  par  suite  nous 
aurons  l’équation 

[1]  3’;-f-x={12-4-xj2; 
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J 

«l'oi'i  nous  tirons  successivcineul 


[2] 

37 -fa:=  24-f  2a:, 

[3] 

37  — 24  = 2a:  — a:, 

[fl 

■ ” 

13  = a:. 

[fl 

a:  = 13. 

En  effet,  dans  13  ans  le  père  qui,  aujourd’hui  a 37  ans,  en 
aura  37  13  ou  50  ; le  fils  en  aura  lî  + 13  ou  25,  et  50  est 

l)ien  le  double  de  25. 

Conformément  à la  prescription  imposée  jusqu’à'  présent 
d’éviter  toute  soustraction  impossible,' nous  avons  résolu  l’équa- 
tion [2]  en  faisant  passer  x dans  le  second  membre  et  24  dans 
le  premier,  ce  qui  nous  a ensuite  obligé  à renverser  l'équa- 
tion [4]  pour  avoir  définitivement  a:  13. 

Le  choix  dn  second  membre  pour  y transposer  ar,'  et  du  pre- 
mier pour  y transposer  24 , était  en  effet  obligatoire , puisque 
la  transposition  d’un  terme  additif  d'un  membre  dans  un 
autre  repose  sur  ce  principe  évident  : &i  de  quantités  égales  an 
retrandte  des  quantités  égales,  les  restes  sont  égaux  entre  eux; 
d’après  cela , il  est  clair  qu’il  n’était  pas  permis  de  faire  passer 
2a:  dans  le  premier  membre  et  37  dans  le  second,  puisque, 
d'une  part , on  ne  peut  pas  ûter  2a?  de  a;  ; et , d’autre  part , 37 
do  24.'  • * ' 

Toutefois,  la  commodité  qu’apporterait  dans  la  résolution  pra- 
tique des  équations  la  possibilité  de  faire  passer  les  x dans  tel 
ou  tel  membre , sans  se  préoccuper  des  soustractions  impos- 
sibles qui  pourraient  en  résulter,  suggère  la  question  suivante  ; 

Qu’arriverail-il  si,  dans  l’équation  [2],  on  faisait  passer  2a: 
dans  le  premier  membre  et  37  dans  le  second , puis  que  l’on 
résolût  l’équation  en  appliquant  mécaniquement  la  règle  de 
la  l’éduction  des  termes  semblables  d'un  polynôme  f 'Voici  la 
tableau  des  opérations  : , . 

[1]  37-l-a:  = (12-|-a;)2, 

[2]  37-f  a:=  24-l-2a:, 

[3]  37 -fa:—  2a:  = 24, 

[4]  X — 2a:  = 24  — 37, 

[Ôj  . — a:=  — 13. 
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Ainsi,  dans  le  premier  calcul , on  est  arrivé  à ar  = 13,  tandis 
que  dans  le  second  on  arrive  à — x— — 13. 

Ces  quantités  isolées,  précédées  du  signe  — , — x,  — 13,  ont 
ici  une  origine  parfaitement  déterminée  : on  a fait  passer  dans 
un  membre  ce  que  raisonnablement  on  aurait  dû  faire  passer 
dansl’autre,et  l'on &généralisé\&  règle  qui  sertàréduire  les  termes 
semblables  d'un  polynôme  en  l’appliquant  mécaniquement  à un 
cas  pour  lequel  elle  n'était  pas  primitivement  préparée;  mais, 
que  l’on  transpose  de  nouveau  les  termes  de  l’équation  [5]  d’a- 
près l'application  mécanique  de  la  règle  do  transposition  d’un 
terme  d’une  éqiiatiou,  comme  si  les  monomes  isolés  faisaient 
partie  de  polynômes,  on  retrouvera  I3=x;  et , par  suite, 
x=13,  c’est-à-dire  la  t^raie  solution. 

Le  fait  de  calcul  que  nous  venons  d’établir  est  donc  celui-ci  : 
Dans  la  résolution  pratique  d’une  équation  numérique  du  premier  > 
degré  à une  inconnue,  il  est  permis  de  ne  pas  s’arrêter  à une  fausse 
transposition  de  termes,  pourvu  que  l’on  transpose  ceux  de  l’équa- 
tion finale , ce  qui  revient  à changer  simultanément  les  signes  de 
ces  termes. 

Traitons  un  second  exemple. 

446.  Problème,  f’n  père  a 42  ans,  son  fils  en  a 12;  combien 
d’années  se  sont-elles  écoulées  depuis  l’époque  où  l’âge  du  fils  était 
le  quart  de  l'âge,  du  père  "i 

On  a 

[I]  42— j-=(12  — a;)4, 

ou  [2]  42  — 07  = 48 — Ax. 

Au  lieu  de  faire  passer  Ax  dans  le  premier  membre  et  42  dans 
le  second,  ce  qui  serait  raisonnable,  faisons  le  contraire,  et 
nous  aurons 

[.3]  42  — 48=—  Ax  + x, 

[4]  — 6 = — 3x. 

Mais,  transposons  les  membres  de  l’équation  [4],  ou,  ce  qui 
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revient  au  même,  changeons  le  signe  de  chaque  membre;  il 
viendra 

[5]  6 = 3x, 

d’où  • 3a?  = 6, 

cl  1 = 1 = 2. 

Une  chose  essentielle  à remarquer  dans  ce  calcul , c'est  que 
l’on  parviendrait  encore  à a?=  2,  si , 1*  on  regardait  — 3a?  non 
pas  comme  Zx  affecté  du  signe  moins,  mais  comme  a?  affecté 
du  coefjicient  — 3;  et  si,  2°  on  dégageait  l’inconnue  de  son  coef- 
ficient dans  l’équation  [4]  en  appliquant  mécaniquement  la 
règle  de  la  division  des  monomes,  comme  si  ces  monomes  fai- 
soient  partie  de  polynômes. 

En  effet,  on  aurait  d’abord  en  renversant  l’équation  [4], 

— 3xa?=— 6; 

et,  par  suite,  a?  = — - = 2. 

3 

En  résumé,  on  peut  dans  la  résolution  des  équations  ne  pas 
s’inquiéter  d’une  fausse  transposition  de  termes,  ce  qui  éprgne 
un  embarras. 

L’avantage  de  faire  passer  indistinctement  dans  un  membre 
les  quantités  connues  ou  inconnues,  ressort  encore  mieux  dans 
la  résolqtion  des  équations  littérales. 

Exemple.  Soit  l’équation 

ax-\-e=bx-\-d. 

Si  l’on  s’interdit  toute  soustraction  impossible,  il  faut,  avant 
de  commencer  ta  résolution  de  cette  équation,  fixer  préalable- 
ment les  relations  de  grandeur  auxquelles  sont  assujetties  les 
quantités  a,  b,  e,  d,  afin  de  connaître  à priori  celui  îles  deux 
membres  qui  doit  renfermer  les  quantités  connues  ou  incon- 
nues; or,  c’est  un  embarras  qui  cesse  dés  que  l’on  généralise 
certaines  règles,  ainsi  qu’on  l’a  fait  prtTédemmenl. 
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Ctda  posé , 

nous  aurons  successivement 

[>] 

ax-^c=bx-[-d. 

[2] 

ax — bx=-d — c. 

[31 

(a  — é)x=d — c. 

[4] 

d — c 

X= 7. 

a — b 

Si  les  soustractions  a — b et  c sont  possibles,  ou  a eu 
raison  de  faire  passer  les  « dans  le  premier  membre,  et  les 
quantités  connues  dans  le  second;  dans  le  cas  contraire,  on  u 
fait  une  fausse  transposition , ce  qui  n’en  conduit  pas  moins  à 
la  vraie  valeur  de  l'inconnue.  Si,  par  exemple,  a — 6 = — w, 
et  d — c= — n,  l’équation  [3]  deviendra  — «x  = — n ou 
{— m)x  = (— n).  en  appliquant  ici  la  règle  de  la  maltipHaa- 
tion  des  monomes  faisant  partie  de  polynômes;  puis,  dégageant 
l'inconnue  de  son  coefficient,  on  aura 

— n n 

x = on  Æ——,  , . 

— m m 

d'après  l’application  mécanique  de  la  division  des  monomes. 

147.  Définitions.  On  appelle  quantité  négative  une  quantité 
isolée  précédée  du  signe  moins.  Par  opposition,  on  appelle 
quantité  positive  une  quantité  isolée  précédée  du  signe  plus. 

On  appelle  valeur  absolue  d’une  quantité  négative  la  valeur 
de  cette  quantité  prise  abstraction  faite  de  son  signe. 

Les  quantités  négatives  — l, — H ont  pour  valeur  absolue 
1 et  i 

Le  plus  souvent  les  quantités  positives  s’écrivent  en  sous-en- 
tendant le  signe  -f-;  ainsi  4 a la  même  signification  que  -1-4. 

A proprement  parler,  il  n’y,  a pas  de  quantité  négative;  car 
de  rien  on  ne  peut  pas  retrancher  quelque  chose;  la  dénomination 
de  quantité  négative  est  donc  impropre  ; néanmoins  nous  l’en)'' 
ploierons,  parce  qu'elle  est  consacrée  par  l’usage. 

Les  quantités  négatives  se  sont  présentées  dans  les  problètnee, 
et  on  les  rencontrera  dans  les  calculs  toutes  les  fois  qu’on  ré» 
duira  mécaniquement  deux  termes  semblables  dont  le  second 
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a un  coefficient  plus  grand  que  le  premier;  et,  en  général , 
toutes  les  fois  que  dans  la  réduction  mécanique  des  termes  sem- 
blables d'un  polynôme,  la  somme  des  coefficients  des  termes 
affectés  du  signe  — , l’emportera  sur  la  somme  des  coefficients 
des  termes  affectés  du  signe 


Des  solutions  négatives  dans  la  résolution  des  problèmes. 

148.  Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  négative 
n’était  pas  dans  le  problème;  elle  ne  se  présentait  qu'accidentel- 
lemcnt  dans  la  résolution  de  l’équation , afin  de  rendre  cette  ré- 
solution plus  prompte  et  plus  commode;  voyons  s’il  en  sera 
toujours  ainsi. 

Un  père  a 36  ans,  son  fils  en  a dans  combien  d'années  l’dge 
(lu  père  sera-t-‘il  le  quadruple  de  l’ âge  (lu /ils? 

L’équation  du  problème  est  ’ 

36-f-a;  = (I2-|-ar)4. 

Résolvant  mécaniquement  cette  équation  conformément  à ce 
qui  précède,  on  trouve  successivement  : 


[•] 

36-t-x  = (12-|-a;)4, 

12] 

36-f-a:  = 48-|--lx, 

[3]-  --  - 

X — 4a?a=48  — 36,.- 

[4]  . 

-3x  = 12,  . / 

[5] 

[6] 

ai  =3— 4. 

Or,  si  au  lieu  de  faire  passer  les  x dans  le  premier  membre 
et  les  termes  tout  connus  dans  le  second , on  eût  fait  le  con 
traire,  on  aurait  eu  : 

[4] 

— 12  = 3®, 

et  par  suite. 

• x = — 4 

comme  précédemment;  ainsi,  la  (pianlilé  négative  ne  tient  pas 
ici  à une  transposition  indûment  faite. 
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Inlerprélallon  de  la  solution  négative. 

1“  Si  dans  le  problème  précédent , on  remonte  d'équation  en 

équation  suivant  l’ordre  [6]',  [5],  [4],  [3]  , on  reeonnail  une 

impossibilité  matérielle  dans  V équation  {%y,  en  effet,  les  deux 
parties  de  la  somme  36 sont  respectivement  moindres  que 
les  deux  parties  de  la  somme  48-}-4>^;  dès  lors,  aucun  nombre 
ne  peut  les  rendre  égales. 

2°  L’équation  [1]  exprime  certainement  une  condition  du 
problème  proposé;  or,  cette  équation  est  impossible,  donc  le 
problème  lui-même  est  impossible.  Ainsi,  l’impossibilité  à laquelle 
on  parvient  par  l’application  mécanique  de  certaines  règles, 
correspond  à l'impossibilité  de  trouver  un  nombre  qui  satis- 
fasse à l’équation  [1]. 

3°  L'absurdité  du  problème  peut  être  reconnpe  à priori. 

En  effet , les  années  pendant  lesquelles  vivront  le  père  et  le 
fds  s’ajouteront  à leurs  âges  resi>ectifs.  Or,  actuellement,  le 
rapport  ^ de  ces  âges  est  3,  c’est-à-dire  plus  petit  que  4,  donc, 
à fortiori,  ce  rapport  scra-t-il  plus  petit  quand  les  deux  termes 
de  ce  rapport  auront  été  augmentés  diacun  d’un  môme  nom- 
bre (7). 

4°  La  quantité  négative  — 4 satisfait  à l’équation  [1]  quand 
on  y opère  mécaniquement  la  substitution , en  appliquant  aux 
monomes  isolés  les  règles  prescrites  pour  les  monomes  faisant 
partie  de  polynômes. 

En  effet , on  a successivement, 

36-t-(-4)  = [I2-j-(-4)]4, 

36  — 4 =(12— 4)4, 

36  — 4 = 48—16,  • 

.32  = 32. 

6»  Puisque  la  quantité  négative  —4  vérifie  l’équation  du 
problème , ce  qui  a donné  lieu  aux  équations  : 

[1]  36-far  = (l2-}-x)4 

[2]  .36-f(-4)  = [l2-l-(-4)]4, 

ou  [3]  36— 4=(12  — 4)4; 
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nous  pouvons  cliaiigcr  x en  —x  dans  l’cquation  [i]  cl  il  vicn- 


dra  : 

* 

w 

36  + (-x)  = [l2-l-(-a;)]4, 

ou 

[5] 

36  — x = C12— a;)4; 

mais 

[3] 

36  — 4 = (12  — 4)4. 

Cela  posé. 

la  comparaison  des  deux  dernières  équations 

prouvc  que  l’équation  [5] , et  par  suite  l’équation  [4] , est  véri- 
fiée par  le  nombre  4 qui  est  la  valeur  absolue  de  la  solution  né- 
gative — 4;  mais  ici,  l’application  des  règles  du  calcul  ne  pré- 
sente rien  qui  soit  en  contradiction  avec  les  principes  de  leur 
déiuonslration , parce  que  toutes  les  opérations  indiquées  sont 
, possibles. 

6“  Si  l’équation  36 — ar=(12  — a;)4  provenant  de  l’équa- 
tion [1]  dans  laquelle  on  a changé  x en  — x peut  être  traduite 
en  langage  ordinaire , on  aura  un  nouveau  problème  dont  la  so- 
lution sera  connue  d’avance.  Cette  solution  (,x=4)  sera  précisé- 
ment la  valeur  absolue  de  la  quantité  négative  précédemment 
trouvée. 

Pour  découvrir,  s’il  est  possible , ce  nouveau  problème , com- 
parons l’équation  du  problème  proposé  avec  celle  qu’on  obtient 
quand  on  y change  a;  en  — x. 

[1]  36-fa:=:(12-t-a:)4, 

R • 

[.5]  36 — x = (l2  — z)  4. 

Cela  posé,  l’àgc  actuel  du  père  est  36;  l’âge  actuel  du  fils 
est  12;  or,  dans  l’équation  [1]  le  nouvel  âge  du  père  est  36-j- j-, 
et  le  nouvel  âge  du  fils  est  12  4-a:,  parce  qu’on  a supposé  que 
ces  âges  ont  été  augmentés  chacun  d’un  môme  nombre  x d’an- 
nées. 

Dans  l’équation  [5]  le  nouvel  âge  du  père  est  remplacé  par 
36 — X,  et  le  nouvel  âge  du  fils  par  12  — x\  comme  si  ces  deux 
nombres  devaient  être  diminués  chacun  d’un  niêrae  nombre  x 
d’années. 

Cette  comparaison  prouve  que  pour  trouver  l’époque  du  rap- 
port voulu  entre  l’âge  du  père  et  l’àge  du  fils,  il  faut  remonter 
dans  le  passé  d’un  certain  nombre  d’années  x=A.  En  consé- 
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(luencc,  l'équation  [5]  qui  admet  la  solution  4,  est  la  traduction 
alg^rique  du  problème  suivant  : 

Un  père  a 36  ans  et  son  fils  en  a 12  ; de  combien  d'années  faut-il 
remonter  dans  le  passé  pour  que  l'àge  du  père  soit  le  quadruple 
de  l'âge  du  fils  ? 

Réponse.  4 ans. 

En  effet,  il  y a quatre  ans  le  père  avait  32  ans,  le  fils  en  avait 
8,  et  32  est  bien  le  quadruple  de  8. 

7*  La  quantité  négative  — 4 trouvée  comme  solution  du  pro- 
blème n'est  pas  perdue,  puisque,  outre  qu'elle  a fait  voir  que 
le  problème  proposé  est  impossible,  elle  a mis  sur  la  voie  pour 
découvrir  un  problème  susceptible  dune  solution;  ce  pro- 
blème a d’ailleurs  une  certaine  relation  d’opposition  de  sens 
avec  la  question  proposée. 

8°  Le  problème  du  u’  148 , ainsi  que  ce  problème  modifié  , 
peuvent  être  confondus  ainsi  qu’il  suit  dans  un  môme  énoncé  ; 

Un  père  a 30  ans  et  son  fils  en  a 12;  trouver  l'époque , soit  fu- 
ture , soit  passée,  du  rapport  4 entre  l'âge  du  père  et  l'âge  du  fils. 

Si  l’on  met  le  problème  en  équation  dans  l'hypothèse  d’une 
époque  future,  on  trouve  une  quantité  négative  qui  correspond , 
abstraction  taite  de  son  signe,  à une  époque pawée,  tcUemenl, 
que  si  l’on  eût  mis  le  problème  en  équation  dans  cette  suppo- 
sition, on  eût  trouvé  un  rrat  nombre  (4j  pour  solution,  au  lieu 
d’une  quantité  négative  ( — 4)  qui,  à proprement  parler,  n’est 
pas  uti  nombre. 

Si,  reprenant  le  problème  du  n°(14i>),  on  le  mettait  en  équa- 
tion dans  la  supposition  d'une  époque  passée,  on  trouverait 
une  solution  négative , et  l’on  reconnaîtrait,  sans  plus  de  peine, 
que  cette  solution  répond  à une  époque  future.  conséquence, 
l’opposition  des  signes  -f-  et  — manifeste  une  certaine  opposi- 
tion entre  les  deux  acceptions  différêntes  dans  lesquelles  il  faut 
prendre  une  certaine  quantité  pour  répondre  respectivement  à 
deux  problèmes  que  nous  appellerons  encore  problèmes  corré- 
latifs, à cause  de  leur  mutuelle  dépendance. 

Traitons  d’autres  exemples. 

140.  Problème.  Quelle  est  la  fortune  d' une  personne  qui  pos- 
sède a francs  et  qui  doit  h francs  ? 


d:..;:;. 
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X üésifÿuant  l’inconnue,  on  a immédiatement 

[1]  x — a — b. 

Si  l’on  a «>6,  a — b est  positif,  et  exprime  l'aDotr  de  la 
personne  après  qu’elle  a remboursé  ce  qu’elle  doit;  mais  si  l’on 
a a<6,  auquel  cas  o — b est  négatif,  le  problème  est  impos- 
sible. Pour  remonter,  s’il  est  possible,  de  l’équation  [l]  à un 
problème  susceptible  d’une  solution,  changeons  dans  cette 
équation  » en  et  il  viendra 

— a:  = O — b, 
ou  [2]  X î=  6 — O. 

Dans  ce  cas,  x e.xprime  ce  qui  reste,  quand  de  ce  qu'on  doit 
on  retranche  ce  qu’on  jiossède;  ainsi  l’équation  [2]  est  la  tra- 
duction de  ce  problème. 

Quelle  est  la  dette  d^une  personne  qui  doit  b francs,  et  qui  ne 
possède  que  a francs  ? 

Réponse.  , b— a. 

Les  solutions  des  deu.\  prolilèmes  correspondent  respecti- 
vement , l’une,  à un  noir,  et  l’autre  à une  dette,  ce  qui  fournit 
une  nouvelle  preuve  que  le  changement  de  signe  dans  le  calcul 
correspond  au  changement  de  sens  dans  l’acception  d’une  cer- 
taine. quantité. 

180.  Problème.  Qe  quel  nombre  faut-il  augmenter  les  deux 
termes  de  la  fraction  ^ pour  qu'elle  devienne  équivalente  à J ? 

On  a successivement 


[1] 


5-fa!_2 
■ 7-|-x“3’ 

15-|-3x  = l4-f  2x, 
3x—2x  «=14—15, 
x = — 1. 


Le  nombre  1 satisfait  à l’équation 
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La  comparaison  dos  oqualions  [t]  cl  [2]  inoiilrc  que  la  se- 
conde esl  la  traduction  de  ce  problème  : 

De  quel  nombre  faut-H  dimi.nckr  les  deux  termes  de  la  fraction  & 
pour  être  équivalente  d J ? 

Réponse.  D'une  unité. 

131.  Problème.  Un  joueur  donne  2 fr.  pour  chaque  partie  qu’il 
perd,  et  reçoit  1 fr.pour  chaque  partie  qu’il  gagne;  après  12  par- 
ties, son  gain  excède  sa  perte  d»  1 8 fr.  ; combien  a-t-il  gagné  de 
parties  ? 

Soit  X le  nombre  des  parties  gagnées. 

12  — X sera  le  nombre  des  parties  perdues. 

Le  montant  du  gain  est  1 X ^ ou  x ; le  montant  de  la  perle 
est  2X(12  — x)\  en  conséquence, 

[1]  a:  = 2X(12— x)  + 18, 

d’où  x=li. 

Ij:  problème  est  impossible  quoique  le  nombre  14  vérifie 
l’équation  [1]  ; car  la  personne  n’ayant  joué  que  12  parties , ne 
peut  pas  en  avoir  gagné  14. 

Il  pourrait  sembler  naturel  d’abandonner  la  question  propo- 
sée, puisque  le  vice  de  l’énoncé  se  manifeste  par  un  nombre  po- 
sitif; mais  le  nombre  des  parties  perdues  est  12  — 14  ou  — 2*, 
en  sorte  que  si  nous  prenions  pour  inconnue  le  nombre  des 
parties  perdues  au  lieu  du  nombre  des  parties  gagnées,  l’équa- 
tion du  problème  serait 

[2]  1 X(I2  — a;)  = 2x-f-18, 

et  conduirait  à la  solution  négative  x=  — 2 ; mais  le  nombre  2 
vérifie  l’équation 

1 X(t2-f-a;)  = 18  — 2r, 
qui  est  la  traduction  algébrique  de  ce  problème  ; 

Un  joueur  reçoit  2 fr.  pour  chaque  partie  qu’il  gagne,  et 
PAYE  1 fr.  pour  chaque  partie  qu’il  perd.  Après  12  parties,  son 
gain  excède  sa  perte  de  18  fr.  Combien  a-t-il  perdu  de  parties  ? 

Réponse.  2 parties  perdues,  cl  jwr  suite  10  parties  gagnées. 
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En  eflel,  2 parties  perdues  à 1 fr.  chaque,  font  2 fr- 

10  parties  gagnées  à 2 fr.  font  20  fr.  ; le  gain  excède  en  effet 
la  pcile  de  18  fr. 

Cet  exemple  est  remarquable,  en  ce  qu’il  a été  utile  d’intro- 
duire volontairement  un»  quantité  négative  dans  la  solution 
d’un  problème  impossible , pour  ensuite  en  déduire  une  modi- 
fication dans  son  énoncé,  modification  que  la  solution  positive, 
d’abord  trouvée , était  imiiropre  à fournir. 

1K2.  Problème.  Un  apprenti  s'engage  chez  un  particulier  où  il 
reçoit  lanourriture  et  le  logement, àcondition  de  payer  unecertaine 
somme  pour  chaque  jour  de  travail,  et  une  autre  somme  plus  forte 
pour  chaque  jour  de  repos.  Au  bout  de  la  première  semaine,  pendant 
laquelle  il  a travaillé  4 jours,  on  exige  de  lui  2^60;  au  bout  de 
la  seconde  semaine,  pendant  laquelle  il  n’a  été  que  2 jours  oisif, 
on  ne  lui  fait  payer  que  0',80;  on  demande  combien  il  payait 
chaque  jour  de  travail  et  chaque  jour  de  repos  ï 

X et  y désignant  respectivement  les  sommes  à payer  pour 
chaque  jour  de  travail  et  de  repos,  les  équations  du  problème 


sont  : ‘ 

• 

[1] 

4x-|-3y  = 2,60, 

[2] 

5*-l-2y=0,80, 

d'où 

© 

O 

1 

11 

H 

yr=l,40 

Changeons  a:  eu  — x dans  les  équations  Lt]  «l  [2],  nous 
aurons 

{3]  • 3y— 4a;  = 2,60, 

[4]  2y— 6a:  = 0,80. 

Équations  qui  sont  satisfaites  par 

a: =0,40,  ' 

y = l,40 

La  comparaison  des  deux  groupes  d’équation  [1]  [2j,  [3]  [4J 
conduit  à l’énoncé  suivant  : 

Un  apprenti  s'engage  chez  un  particulier  où  il  reçoit  la  nourriture 

10 
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et  U logement,  à condition  de  toucher  un*  certaine  somme  chaque 
jour  de  travail,  et  tPen  payer  une  autre  chaque  jour  de  repos;  au 
bout  de  la  première  semaine  pendant  laquelle  il  a travaillé  i jours, 
il  paye  2' ,60;  au  bout  de  la  seconde  il  n'a  été  que  i jours  oisif,  et 
il  ne  paye  que  80  centimes.  On  demande  combien  il  recevait  pour 
chaque  jour  de  travail,  et  combien  il  payait  pour  chaque  jour  de 
repos. 

Réponse.  U recevait  0*,40  et  payait  l',40,  cointue  il  est  facile 
de  le  vérifier. 

Remarque.  Jusqu’à  présent  on  a pu  traduire  immédiatement 
en  langage  ordinaire  l'équation  qui  provient  de  l’équation  du 
problème  dans  laquelle  on  change  le  signe  de  l'inconnue; 
mais  il  arrive  souvent  que  la  traduction,  pour  être  possible , 
exige  une  transformation  préalable,  ayant  pour  objet  deûtirc 
disparaître  les  opérations  impossibles  qui , pur  conséquent , ne 
sont  pas  traductibles  en  langage  ordinaire. 

Id5.  Exemple.  Trouver  un  nombre  tel  que  diminué  de  A,  le 
produit  du  reste  par  ce  nombre  augmenté  de  2 , soit  égal  à l'excès 
du  carré  de  ce  nombre  sur  6. 

On  U 

% 

[1]  (x-4)(x-f2)  = x>-6; 

d’où  X = — 1 ; 

changeant  x en  — x dans  l’équation  [1] , il  vient  : 

[2]  (— X — 4X  — x + 2)=(  — x)'  — 6. 

Celle  équation , telle  qu’elle  est , n’est  pas  traductible  en  langage 
ordinaire  parce  que  le  facteur  — x — 4 renferme  des  opérations 
impossibles;  mais  si,  procédant  toujours  par  extension  des 
règles  des  monomes  faisant  partie  de  polynômes,  on  écrit 
x-f-^,  on  aura  changé  le  signe  du  multiplicande  — x — 4 qui 
équivaut  à — (x-f-4);  or,  le  changement  de  signe  de  l’un  des 
deux  tactcurs  monomes  d’un  produit  change  le  signe  de  ce 
produit  ; si  donc  on  change  aussi  le  signe  du  deuxième  facteur 
— x-f2,  ce  qui  donne  x — 2,  le  signe  du  produit  sera  le 
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même  qu 'auparavant,  en  sorte  que  l'équation  débarrassée  des 
opérations  impossibles , sera  : 

(x-{-4){x  — 2)=^x‘  — 6, 

algébriquement  équivalente  à l’équation  [2]  ; elle  est  d’ailleurs 
la  traduction  d’un  problème  corrélatif  dont  la  solution  est  1. 

La  solution  négative  d’un  problème  peut  provenir  d'une 
fausse  hypothèse  que  l’on  a faite  pour  le  mettre  en  équation. 

154.  Exemple.  On  donne  3 points  X,  B,  C sur  une  droite  in- 
définie MN  ; les  distances  du  troisième  C aux  deux  premiers  Ael  B 
sont,  l'une  de  6 décimètres,  et  l'autre  de  2 décimètres;  de  combien 
de  décimètres  faut-il  déplacer  le  troisième  point  pour  que  les  dis- 
tances aux  deux  autres  soient  quintuples  l’une  de  l'autre  ? 


A B C ' 

L’énoncé  du  problème  n'indique  pas  dans  quel  sens  le  dépla- 
cement doit  avoir  lieu.  Deux  manières  de  procéder  se  présen- 
tent : 1“  faire  toutes  les  suppositions  possibles  que  comporte  la 
question , et  rejeter  celles  qui  ne  sont  pas  admissibles  ; 2°  faire 
une  seule  hypothèse,  et  interpréter,  s’il  y a lieu,  le  résultat 
obtenu.  Employons  ce  dernier  moyen. 

Soit  X le  nombre  de  décimètres  dont  il  faut  avancer  le  troi- 
sième point.  Sa  distance  au  point  A est  sa  distance  au 

point  B est  2 -f  x ; donc , 

[1]  6-fx  = (2-t-a:)5, 

d’où  X = — 1 . 

Traduisant  la  transformée  en  x,  savoir  : 

[2]  6 — x = (2  — x)5, 

qui  donne  x = 1 , on  en  conclut  que  le  point  C au  lieu  d’étre 
avancé  de  1 décimètre,  devra  au  contraire  être  reculé  de 
1 décimètre.  Ainsi,  la  solution  négative  — 1 n’accuse  pas  une 
impossibilité  dans  le  problème,  mais  seulement  une  fausse  sup- 
position dans  la  manière  de  le  mettre  on  équation;  au  change- 
ment de  signe  de  x correspond  encore  un  changement  d'acception. 
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De  l’emiiloi  des  quanlilés  négatives  pour  généraliser  les  formules. 

Jusqu’à  présent  les  quantités  néfratives  se  sont  prcscnlées 
d’eHes-mênies  dans  le  cours  des  opérations , et  nous  les  a\  ons 
interprétées;  mais  on  peut  les  introduire  volontairement  dans 
les  calculs  pour  renfermer  le  plus  de  choses  possibles  dans  une 
formule,  autrement  dit,  pour  la  généraliser. 

188.  ExEurLB.  Déterminer  la  posilion  d’un  point  mobile  M, 
par  rapport  à deux  points  fixes  A et  B situés  sur  une  roi 

indéfinie  PQ.  . . o . 

1“  Le  point  mobile  peut  être  en  M à droite  de  B , 

V— ^ ^ 

2"  Ce  point  peut  èîrc  en  M’  à gauche  de  B,  onlrc  A et  B. 

P X" ^ 


Enfin,  3°  produit  peut  être  eu  M"  à gauche  de  \. 


Examinons  ces  trois  cas. 

Désignons  par  a la  distance  invariable  AB;  par  x y les  dis- 
tances respectives  MA,  à|Bdu  pomt  ntobile  M , aux  points  fixes 
A et  B ; la  première  figure  donne  ^ 

AM,=  .\B-f  B.M, 

ou  [JJ  o!=a-fy.  - 

La  deuxième  donne 

AM’=AB— BM', 

ou  [2]  x=a-y. 

Enfin , la  troisième  donne 

AM"=BM''-AB, 

ou  13]  ■ x~y^.a. 
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Cela  fait  donc  autant  de  formules  que  d’hypothèses;  mais,  la 
première  de  ces  formules  sera  géniale  et  rendra  l'emploi  c\es 
deux  autres  inutile,  si  l’on  convient  de  regarder. coname  po- 
sitives les  distances  comptées  à partir  des  points  fixes  dans  le 
sens  PQ,  et  comme  négatives  les  distances  comptées  à partir 
de  ces  mêmes  points  dans  le  sens  contraire  OP. 

En  effet,  dans  le  second  cas,. nous  poserons 


f/;=  — BM', 

et  l égalité  AM  = AB+BM- 

deviendra  AH+ (—  BM')  = AR.— BM’, 

ou  x — a — .y,  , 

ce  qui  est  la  formule  [2]. 

Dans  le  troisième  cas,  nous  poserons 

x=— AM",  y=— BM", 
et  l égalité  AM=ÂB-f-BM 

deviendra  — AM"=AB+(— BM'), 

ou  — AM"=AB— BM"; 

et  enfin  AM"=BM"— AB, 

ou  x = y — a. 


ce  qui  est  la  formule  [3]. 

Donc , une  seule  formule  suffit  dans  tous  les  cas  possibles 
de  la  question. 

L’emploi  des  quantités  négatives  a trouvé  son  application 
dans  le  problème  précédent,  parce  que  la  position  d’un  point 
mobile  par  rapport  à un  point  fixe  est  susceptible  de  deux  di- 
rections contraires  ;,  en  général , on  pourra  en  dire  autant  de 
toutes  les  questions  où  entreront  des  quantités  susceptibles 
d’acceptions  contraires.  I.es  diverses  branches  des  mathéma- 
tiques en  offrent  de  nombreux  exemples;  en  voici  un  choisi 
dans  la  pratique  et  d’une  application  vulgaire. 

IBO.  La  température  sc  mesure  è l'aide  du . Uiermomètre 
(Arith.,  Système  métrique)  sur  lequel  on  Ut  soit  au-dessus,  soit 
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au-dessous  du  zéro  les  degrés  de  température.  Ces  deux  états 
de  température  étant  .d’acceptions  contraires,  on  regarde  les 
premiers  comme  positifs , et  les  seconds  comme  négatifs. 

Exemple.  Un  thcrmomctrc  marquait  a degrés,  ou  a“  au-des- 
sus de  0 ; la  température  s’est  abaissée  de  ô“,  quel  est  l’étal  actuel 
de  la  température? 

Réponse.  x=a—b. 

Soit  0 = 10*,  6”  d’où  x = i\ 

0 = 10’,  6 = 14“  d’où  x= — 4“. 

Dans  le  premier  cas,  la  température  correspond  au  quatrième 
degré  au-dessus  de  0,  et  dans  le  second  cas  au  quatrième  degré 
au-dessous  de  0 ; ainsi  au  changement  de  signe  correspond  une 
opposition  d’acception. 

Cooclusiom  générales. 

Itî7.  1*  Les  quantités  négatives  se  présentent  dans  le  calcul 
comme  résultats  de  soustractions  impossibles;  plus  générale- 
ment , par  une  réduction  de  termes  semblables  dans  lesquels 
la  somme  des  coefficients  affectés  du  signe  moins,  l’emporte  sur 
la  somme  des  cocfflcicnls  affectés  du  signe  plus. 

i”  Une  quantité  négative  indique  une  impossibilité  quand  on 
la  trouve  comme  solution  de  l’équalion  d’un  problème. 

3"  La  valeur  absolue  de  la  quanlilé  négative  satisfait  à l’équa- 
tion après  le  changement  du  signe  de  l’inconnue.  ' 

4"  La  comparaison  de  l'équation  transformée  avec  l’équation 
du  problème,  permet,  en  général,  de  trouver  l’énoncé  d’un 
problème  corrélatif  du  premier,  qui  n’en  diffère  que  par  une 
opposition  d’acceptions  de  certaines  quantités. 

5°  Il  en  est  encore  de  même  pour  un  problème  qui  se  traduit 
par  un  système  d’équations  entre  plusieurs  inconnues. 

6°  On  peut  admettre,  à priori,  et  volontairement,  les  quan- 
tités négatives  dans  le  calcul,  pour  renfermer  dans  une  seule 
formule  les  divers  cas  d’une  môme  question,  autrement  dit, 
plusieurs  problèmes  corrélatifs , qui  ne  diffèrent  les  uns  des 
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autres  que  par  des  oppositions  de  sens  ou  d’acceptions  de  cer- 
taines quantités. 

7°  Toutes  les  propriétés  précédentes  ont  lieu  sous  la  condi- 
tion de  traiter  les  quantités  négatives  , comme  si  elles  faisaient 
partie  de  polynômes,  et  que  toutes  les  opérations  indiquées 
fus.sent  possibles. 

138.  Remarques.  I.  L’extension  des  règles  du  calcul  littéral 
est  nécessaire  dès  le  commencement  de  l'algèbre  pour  pouvoir 
changer  V ordre  des  termes  d'un  polynôme,  même  lorsque  ce 
polynôme  a une  valeur  positive  et  que  toutes  les  soustractions 
indiquées  sont  successivement  possibles  ; car  en  changeant 
l'ordre  des  termes  d’un  polynôme,  quelques-unes  des  soustrac- 
tions indiquées  pourraient  devenir  impossibles  ; à plus  forte  rai- 
son, faudra-t-il  admettre  les  mômes  règles  à l’égard  d’un  poly- 
nôme dont  la  valeur  sera  négative,  et  qui  devra,  par  conséquent, 
ôire  considéré  lui-même  comme  une  quantité  négative. 

II.  Quand  on  admet  les  quantités  négatives , on  peut  avoir 
une  différence  sous  l’apparence  d’une  somme,  ou  une  somme 
sous  l’apparence  d’une  différence. 

Exemple.  a-\-b  représente  une  différence,  et  a — b une  somme 
si  a = 5 et  b= — 3,  ce  qui  conduit  aux  distinctions  suivantes  ; 

Somme  algébrique,  différence  algébrique , quand  les  quantités 
sont  littérales,  et  qu’elles  peuvent  être  soit  positives,  soit  néga- 
tives. 

Somme  arithmétique,  différence  arithmétique,  quand  on  ne  con- 
sidère les  quantités  qu’avec  leurs  valeurs  absolues. 

UI.  Toutes  les  restrictions  qui  ont  été  posées  jusqu’ à présent  dans 
les  démonstrations  des  règles  du  calcul  littéral  et  dans  la  réso- 
lution des  équations,  soit  numériques,  soit  littérales,  se  trouvent 
actuellement  écartées. 

IV.  C’est  l’usage  même  et  le  parti  que  Von  en  tire  qui  justifient 
V admission  des  quantités  négatives  dans  le  calcul  algébrique. 

Nous  avons  soigneusement  évité  toute  démonstration  faite  a 
priori;  nous  n’avons  pas  non  plus  cherché  à nous  appuyer  sur  ’ 
des  conventions  faites  arbitrairement,  car  il  faudrait  démontrer 
qu’elles  concordent  d’ailleurs  avec  les  principes  du  calcul  dé- 
duits logiquement  de  raisonnements  rigoureux. 
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EXnCICBS. 


' KXERCICES. 

1i>8.  Réduire  le  polynôme  Hx’i/ + ^ 

Ajouter  les  polynômes 

— 2x— 19;  — 9.r— V+I3I— 1;  — 8x+ 1 ly— 9;  + fl8  ; 

— — 39;  — æ + ISy  + is +93  ; — 33a:  — 30y— 20:— 36  ; 

— COJ  — tty  + 2z  — 107. 

Multiplier  — 5o* — iah  — 36*  par  — 2a*  — 8o6  — 36*  et  faire  la  preuve 
par  la  division. 

Déduire  la  formule'  (o — 6j*=o*— 3o6+6* 
de  la  formule  (o+  6)*=o*+2a6  +6*. 

Évaluer  la  fraction  • sachant  que  o = } et  6 = — J. 

I J 

Transformer  la  fraction — — ■ — . (x=Jc  et  s= — }6). 

O>mposer  trois  équations  à trois  inconnues, 

Sachant  que  œ= — 1,  y= — 2,  := — 3.  (VériGer  par  la  résolu- 
tion directe  des  équations.) 

Quel  âge  avons-nous  l’un  et  l’autre,  demande  un  Gis  à son  père?  Le  père 
répond,  votre  âge  est  actuellement  le  tiers  du  mien,  et  dans  six  ans  il  en 
sera  le  quart.  Trouver  l’Age  de  chacun. 

Trouver  un  nombre  dont  le  double  ôté  de  65  donne  pour  reste  le  nombre 
cherché  augmenté  de  80.  ’ 

Réponse,  x =—  5. 

Un  maître  maçon  et  son  Gis  ont  gagné  ensemble  72  francs  en  dix-huit 
semaines  : le  père  recevait  6 francs  par  semaine.  Combien  le  61s  gagnait-il 
dans  le  même  temps?* 

Réponse.  x = — 2. 
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Un  caissier  paye  44  francs  avec  sept  pièces  d’or  et  trois  d’argent.  Il  rem- 
bourse ensuite  une  somme  de  52  francs  avec  huit  pièces  de  la  première  es- 
pèce et  deux  de  la  seconde.  Quelle  est  la  valeur  de  chaque  pièce? 

Réponse.  x=fl',8ü  — 4', 20. 

Un  marchand  ayant  fait  le  relevé  de  sa  situation,  trouve  que  le  double 
de  son  avoir  augmenté  de  6000  francs  forme  une  somme  égale  à la  moitié 
de  son  avoir  plus.2400  francs.  Quel  est  le  montant  de  cet  avoir? 

Réponse.  x= — 2460. 

Résoudre  le  problème  qui  termine  le  chapitre  i du  livre  IV,  en  suppo- 
santque  a=30,  6=9,  c = 2i,  d = 7. 

« 

Un  bassin  de  60  hectolitres  a été  rempli  en  vingt  heures  par  deux  fon- 
taines; 1a  première  versait  4 hectolitres  par  heure;  combien  la  seconde  en 
foumissait-elie  dans  une  heure  ? 
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LIVRE  VI. 

DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  ET  DES  PROBLÈMES 
DU  PREMIER  DEGRÉ. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  INÉGALITÉS  DU  PBEHIER  DEGRÉ. 


.SOMMAIRE. 

160.  Les  transformations  relatives  aux  égalités  conviennent  aux  inégalités, 
quand  on  ne  considère  que  des  valeurs  absolues.  Rappeler  ces  transfor- 
mations. — 161.  O <6  donne  o±m  <6±m.  — 162.  a<b  donne 
am<bm.  —163.  Multiplication  et  division  des  deux  membres  d’une  iné- 
galité par  deux  nombres  différents. — 164.  b donne  — 163. 

Si  l’on  étend  aux  quantités  négatives  les  transformations  précédentes,  on 
trouve  d’une  part  —T> — 5,  et  d’autre  part  — 7 < — 6;  ce  résultat 
contradictoire  conduit  à la  comparaison  des  grandeurs  des  quantités 
négatives,  soit  entre  elles,  soit  avec  les  nombres  positifs.  — 166.  Tout 
nombre  négatif  doit  être  regardé  comme  plus  petit  que  zéro.  De  deux 
nombres  négatifs , celui-là  doit  être  le  plus  petit  qui  a la  valeur  absolue  la 
plus  grande.  — 167.  Résumé  des  principes  des  inégalités  relatives  aux 
nombres  positifs  ou  négatifs.  — 168.  Des  inégalités  simultanées. 
168  bis.  Résolution  des  inégalités  du  premier  degré.  — 1 68  ter.  Démons- 
tration d’un  théorème  sur  les  inégalités. 


Des  inégalités  relatives  aux  nombres  positifs. 

160.  Avant  d’aborder  la  discussion  des  équations,  établissons 
quelques  généralités  importantes  à la  faveur  des  quantités  né- 
gatives. 

Les  transformations  relatives  aux  égalités  conviennent  aux 
inégalités  quand  on  ne  considère  que  des  valeurs  absolues. 
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161 . Si  deus  quantités  sont  inégales,  on  pourra  les  augmenter 
ou  les  diminuer  d'une  même  quantité,  sans  troubler  finégalité. 

Exemples.  «<6  donne  a-^-mab-^-m. 

a<Cb  donne  a — — m, 

les  soustractions  a — m et  5 — m étant  supposées  possibles. 

162.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d’une 
inégalité  par  un  même  nombre  (positif)  sans  troubler  cette  inégalité. 

Exemple.  o<6  donne  am<,bm  (m  est  un  nombre  positif 
quelconque). 

Réciproquement,  amc^bm  donne  a <6. 

165.  Remarque.  On  peut  multiplier  les  deux  membres  d’une 
inégalité  par  deux  nombres  diflérents  (positifs),  pourvu  que  la 
plus  grande  des  deux  quantités  soit  multipliée  par  le  plus  grand 
facteur,  et  la  plus  petite  par  le  plus  petit  facteur. 

Réciproquement , on  peut  diviser  les  deux  membres  d’une 
inégalité  par  des  nombres  différents  (positifs),  pourvu  que  l’on 
divise  la  plus  grande  des  deux  quantités  par  le  plus  petit 
nombre,  et  la  plus  petite  par  le  plus  grand. 

164.  On  peut  élever  les  deux  membres  d’une  inégalité  à une 
même  puissance,  sans  troubler  l’inégalité. 


Des  inégalUés  relatives  aux  nombres  négatifk. 

163.  Une  question  importante  se  présente  : 

Les  transformations  précédentes  sont-elles  encore  vraies , 
quand  on  admet  les  quantités  négatives?  Supposons  pour  un 
instant  qu’il  en  soit  ainsi,  et  voyons  à quelles  conséquences 
nous  arriverons. 

I . 

Soit  l'inégalité 

[1]  ^ 7>6. 

Retranchons  12  des  deux  membres,  nous  aurons 
-5>-7 

r 

ou  [2]  -7<-5; 
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actuetletncnt , muUiplions  par  — 1 los  deux  membres  de  rin<^- 
galité  [1],  nous  obtiendrons 

[31  -7>-5; 

ainsi , il  y a contrailiction  entre  les  inégalités  [2]  et  [3]  ; clier- 
chons  à l’expliquer. 

A cet  effet,  observons  que  les  quantités  négatives  proviennent 
de  la  soustraction.  Si,  du  nombre  3,  par  exemple,  nous  retran- 
chons suceessivement  une,  deux,  trois, unités,  nous 

trouverons  pour  résultats,  2, 1,  O,  — 1,  — 2,  — 3, 

' Or,  en  général,  plus  la  quantité  retranchée  est  grande,  plus  le 
reste  est  petit;  donc,  pour  conserver  ce  principe,  même  à l’égard 
des  quantités  négatives,  il  faut  admettre  que  l’on  a les  relations  ; 

2>1>0>— 1>— 2>— 3>  — 4> 

ré*ciproquement.  on  peut  écrire 

— 3<0 
— 4<— 2, 

de  là  les  conséquences  suivantes  : 

166.  Tout  nombre  négatif  doit  être  regardé  comme  plus  petit 
que  zéro. 

De  deux  nombres  négatifs,  celui-là  doit  être  le  plus  petit  qui 
a la  valeur  absolue  la  plus  grande. 

Ces  nouvelles  conventions  naturellement  introduites  pour  con- 
server une  analogie,  nous  montrent  que  l’inégalité  [2]  — 7-< — 5 
doit  être  regardée  comme  vraie  ; la  relation  [3] — 7>  — 5 doit 
donc  être  écartée  ; or,  elle  provient  de  la  multiplication  des  deux 
membres  d’une  inégalité  7>5  par  un  nombre  négafif  — 1 , donc, 
jamais  on  ne  pourra  multiplier  les  deux  membres  d’une  iné- 
galité par  un  nombre  négatif,  qu’à  la  condition  de  renverser 
l’inégalité. 

Exemple.  Soient  les  inégalités  7 >5 

7>0 

7>-4 

« 

— 7>— 9. 
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Multiplions  pur  — 2 les  deux  membres  de  chacune  d'elles; 
nous  trouverons  : 

— 14>— 10 
— 14>0 
-14>  + 8 
14>18, 

ce  qui  est  faux;  mais  renvci'sons  les  deux  membres  de  chacune, 
et  nous  aurons  : 

— 10>— 14 
0>— 14 
8>— 14 
18>14 

ce  qui  est  vrai. 

167.  En  résumé,  le  principe  du  n°  161  subsiste  sans  restric- 
tion; celui  du  n”  162  a lieu  sous  la  condition  de  renverser 
l’inégalUé  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  par  un 
nombre  négatif. 

Quant  au  principe  du  n*  164,  deux  cas  sont  à distinguer  : 

1“  Si  le  degré  de  la  puissance  est  impair,  l’inégalité  subsiste 
dans  le  même  sens. 

2®  Si  le  degré  de  la  puissance  est  pair,  et  que  les  deux 
membres  soient  positifs,  l’inégalité  subsiste  dans  le  même  sens. 

3'  Si  le  degré  de  la  puissance  est  pair,  et  que  les  deux 
membres  soient  négatifs,  l’inégalité  a lieu  en  sens  contraire. 

4”  Si  le  degré  de  la  puissance  est  pair,  et  que  les  deux 
membres  soient  de  signes  contraires,  on  ne  peut  plus  rien 
affirmer. 

Exemples.  I.  — 2>— 5 

donne  (— 2)*>( — 5/ 

ou  — 8>  — 125, 

11. 

donne 


— 5<2 
— 123<8. 
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III.  — 2>3 

donne  (— 2)*<(— 3)* 

ou  4<9. 

IV.  2> — Sdonne (2)*<( — 3?  ou  4<9 

3>— 3 donne  (3)*=( — 3)’  ou  9 = 9 

5>— 3 donne  (5)*>(— 3)*  ou  25>9. 

En  résumé,  pour  élever  les  deux  membres  d’une  inégalité  à 
une  puissance  de  degré  pair,  il  faut,  pour  éviter  toute  chance 
d’erreur,  que  les  deux  membres  de  cette  inégalité  soient  de 
mème,signe. 


Des  inégalités  simultanées. 

168.  L’addition  des  inégîdités  membre  à membre  a lieu  sans 
restriction,  quand  ces  inégalités  subsistent  toutes  dans  le  môme 
sens. 

Exbuplks. 


Les  inégalités 

3<5 

2<7 

donnent 

3-f  2<5-f-7 

Les  inégalités 

— 3>  — 5 

-2>-7 

donnent 

— 5>— 12. 

■ Les  inégalités 

3<5 

— 7<  — 2. 

donnent 

-4<.3. 

Semblablement,  on  peut  soustraire  membre  à membre  une 
inégalité  d’une  autre  inégalité,  pourvu  que  ces  inégalités  soient 
de  sens  contraire.  Ce  principe  est  la  généralisation  du  prin- 
cipe (161)  lorsqu’on  l’applique  exclusivement  à la  soustraction  , 
ce  tpii  veut  dire  qu’une  inégalité  étant  donnée , on  peut  retran- 
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cher  une  plus  petite  quantité  du  plus  grand  membre , cl  une 
plus  grande  du  plus  petit. 

Exemple.  Retrancher  membre  à membre  l’inégalité  tl  >2  de 
l’inégalilé  4<10;  on  trouve  — 7<8. 

Pour  la  mulliplication  des  inégalités  membre  à membre , il 
faut  que  les  deux  membres  de  chaque  inégalité  soient  positifs, 
comme  dans  le  cas  de  l’élévation  à une  puissance  de  degré 
pair. 

Si,  par  exemple,  on  multipliait  membre  à membre  les  deux 
ineg*alités 

— 2>— 3 

7>1,  . , ■ 

on  aurait  — 14> — 3, 

ce  qui  est  faux. 

La  même  observation  s’applique  à la  division  sous  la  condi- 
tion de  diviser  le  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit,  cl  le  plus 
petit  par  le  plus  grand. 

Remakoi'E.  D’après  ce  qui  précède,  on  ne  peut  plus  dire  d’uue 
manière  générale  que  : un  produit  est  d autant  plus  grand  que 
ses  facteurs  sont  plus  grands;  et  que  le  quotient  de  la  division  de 
deux  nombres  est  d’autant  plus  petit  que  le  diviseur  est  plus 
grand  et  le  dividende  plus  petit. 

Ces  énoncés  ne  conviennent  que  dans  le  cas  des  valeurs  absolues. 


Résolution  des  inégalités  du  premier  degré. 

168  bis.  Dans  la  discussion  des  problèmes,  on  est  conduit  à 
examiner  des  conditions  qui  consistent  presque  toujours  dans  des 
inégalités  auxquelles  une  ou  plusieurs  inconnues  doivent  satis- 
faire. Pour  trouver  les  valeurs  de  ces  inconnues,  il  est  souvent 
nécessaire  de  faire  subir  à ces  inégalités  des  transformations 
analogues  à celles  qui  servent  à résoudre  les  équations. 

Soit,  par  exemple,  l’inégalilé 

[1]  4x  — 3>|x— i, 
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faisan  l (ILsparaltre  les  (lénominateut's,  en  multipliant  les  deux 
membres  par  6,  il  vient  : 

24r — 18>10a;  — 5; 

transposant  le  tenue  lOx  dans  le  premier  membre,  et  18  dans 
le  second , il  vient  : 

24a:  — l(te>  18  — 5, 
d'où  14a:  >13; 

et  par  suite , ^ > fif- 

Ün  satisfera  donc  à l’inégalité  [1]  en  donnant  à x des  valeurs 
arbitraires,  pourvu  qu’elles  soient' plus  grandes  que 
Si , pour  second  exemple , on  prend  l’inégalité 

[2]  Ç-«a:<9-3a:,. 

ci  qu’on  exécute  des  transformations  semblables  aux  précé- 
dentes, on  trouve' successivement  : 

40  — 42a:<315— lOSar, 

105a:  — 42x<315  — 40,  • 

, 63x<276, 

ou  x<4jH|. 

Toute  valeur  de  x plus  petite  que  4 satisfera  donc  à l’inéga- 
lité [2]. 

Kn  opérant  de  la  même  manière  sur  l’inégalité 
[31  60— éa;<15  — 9x, 

on  trouve  ' 9x  — 6x<i5 — 60, 

3x<— 45, 
x<— 15, 

Toute  valeur  de  x plus  petite  que  — 15  satisfera  donc  à l’iné- 
galité [3].  . 
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Remarque.  Si  l’inconniie  x devait  vérifier  à la  fois  les  inéga- 
lités [1]  cl  [2],  elle  ne  pourrait  recevoir  que  des  valeurs  com- 
prises entre  cl  4§j{. 

Si  cette  inconnue  devait  vérifier  à la  fois  les  inégalités  [2]  cl 
[3],  elle  pourrait  recevoir  des  valeurs  arbitraires,  pourvu 
qu  elles  fussent  plus  petites  que  — 15. 

Enfin,  si  l’inconnue  devait  vérifier  à ta  fois  les  inégalilés  [I] 
et  [3] , le  problème  serait  impossible.  ' 

Considérons  actuellement  deux  inégalités  du  premier  degré  5 
deux  inconnues. 

Soient,  par  exemple, 

[1]  âx-  — 

[2]  7x  -f-  .■)(/  >■  26 , 
on  déduit  de  ces  inégalités  : 


x> 


et  X >• 


26  — ây 


On  pourra  donner  à y des  valeurs  arbilraacs , et  pour  chaque 
valeur  de  y,  x pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  plus  grandes 
que  la  plus  grande  des  deux  quantités 

3y-f7  ü6  — àtj 
5 ’■  ~ • 


On  aurait  pu  aussi  déduire  des  inégalités  [1]  et  [2] 
^5x  — 7 ^26— 7x 

y<— 5— » y> — 


Pour  satislaire  à ces  deux  conditions , on  ne  peut  pas  donner 
à ir  des  valeurs  arbitraires,  parce  que  y devant  être  compris 

entre  les  quantités  et  la  première  de  ces  deux 

(|unntilés  restant  toujours  supérieure  à y,  il  s’ensuit  qu’on  doit 
avoir  : 

5x — 7^  26  — 7x 

Q > Z » 


d'où  l’on  déduit  ou  x>2iji. 

Ainsi , X pourra  recevoir  ries  valeurs  arbilraires , pourvu  qu'elles 

11 
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soient  plus  grandes  que  2^^,  et  pour  chaque  valeur  de  x,  y 

bx 7 

pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  comprises  entre  — ^ — et 

26  — 7x 
5 ' 

Théorème  sur  les  inégalités. 


168  ter.  Soient  les  fractions  ^ ^ ^ , etc.,  dont  les  nu- 
mérateurs sont  quelconques,  tandis  que  les  dénominateurs  ont  tous 
le  même  signe.  Si  l'on  ajoute  leurs  numérateurs,  ainsi  que  leurs  dé- 


nominateurs, on  formera  la  fraction 


a+,a'-t-a”  + a"... 


dont  la 


b-f  b'+l)"+b'” 

valeur  sera  moyenne  entre  les  valeurs  des  fractions  proposées,  c'est- 
à-dire,  qu'elle  sera  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
de  ces  fractions. 

Démonstration.  Soit  | la  plus  petite,  on  aura,  en  supposant 
tous  les  dénominateurs  positifs  ; 


'v 


a 

'b 


[1] 


I a d 

U'>1 

' y ^ b 
\b-"  b 


d’où  [2] 


\cr>b”^j^ 


ajoutant  membre  fi  membre  les  relations  [2] , et  observant  que 
I est  [acteur  dans  les  seconds  membres , il  vient  : 


d’où 


rt  -f  a'  + >(<»  + 6'+  6"  + 6”....)|, 

64-6'  + 6"  + o'"....^6' 


On  prouverait  de  même  que  cette  fractidti  est  plus  petite  que  la 
plus  grande  des  fractions  proposées. 

Si  les  dénominateurs  étaient  tous  négatifs,  un  an-iverait  h la 
même  conclusion. 
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CHAPITRE  II. 

DES  EXPOSANTS  NÉGATIFS. 


SOMMAIM. 

169.  Origine  et  interprétation  des  exposants  négatifs.  — 170.  Définition 
de  l’exposant  négatif.  — 171,  Comment  un  roonome  fractionnaire  peut 
être  écrit  sous  forme  entière.  Rapprochement  entre  l’exposant  positif  et 
l’exposant  négatif.  — 172.  Régies  relatives  aux  monomes  affectés  d’ex* 
posants  négatiâ.  — 173.  Multiplication  et  division  des  polymmes 
renfermant  des  termes  négatifs. 


Des  exposants  négatifs. 


169.  La  division  des  monomes  a"  ela*,  donne 


[1] 


rt" 

a" 


= a”~'. 


Cette  formule  suppose  implicitement  m^n,  car  sans  cela  ' 
l’opération  représentée  par  m — n serait  impossible,  ce  que  ne- 
suppose  point  le*  raisornirmcnt  de  celte  division. 

Si  l’on  a m < n,  cl  que  l’on  applique  mécaniquement  la  règle 
renfermée  dans  la  formule  précédente,  on  arrivera  à un  expo- 
sant négatif.  Soit,  par  exemple,  t»=6,  «=5,  on  aura 


L’exposant  négatif  ne  peut  pas  avoir  de  sens  dans  la  défi- 
nition primitive  de  l'exposant;  mais'commé  il  provient  ici 
d’une  opération  dont  'le  sens  est  parfaitement  déterminé  ,* 
nous  prendrons  cette  opération  ello-mëmc  pour  sa  défini- 
tion et  nous  dirons  : ar*  provient  de  a*-*;  a*-*  provient  de 
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des  exposants  nkoatifs. 


" • mik  1 — — îi—  en  divisant  haut  cl  bas  par  donc, 

1 

0-»  signifiera  la  mêiiic  chose  que 
Plus  généralement,-  soit  «=>»-+-</ , l«  formule  [1]  donnera 

^ _ gm~»  _ 

rt" 

fl”  _ a"  '•  a"  _ t_. 
or»  ^ ~ ” rt"  X a'*’ 

donc,  O-'  équivaut  à ^ c’cst-à-<lirc  que  ; 

170  L’exposant  négatif  dont  une  quantité  est  affectée,  indique 
le  quotient  de  la  division  de  l'unité  par  la  quantité,  après  qu'on  a 
change  le  signe  de  son  exposant. 

171.  Celle  convention  permet  d écrire  sous  forme  entière  des 
inonomes  fractionnaires. 


Kxempi.es. 

,-ktW_3  ^ ^ 

id'ü'c^  4 ’ a'  ' ‘ C-*  4 

Écrivant  le  coefficient  lui-méme  sous  forme  entière  en  le 
réduisant  en  décimales,  il  vient 


3a'bV 

4(tb'c^ 


0,75a-*lr‘cO  = 0,7r>a~''b-!. 


Antre  exemple. 


n'b'c 

d^f 


1 1 1 
= ft’é’cX7X^X^ 


=aWcd-^e~'f~' . 


Remarque.  Considérons  les  expressions  «•'  el  (c-*  : 
a''=lX«‘'=lXaXaXa 

a-._i  = ; ' 

~~a*  aXaXaXo 

En  conséquence,  l’exposîmt  positif  d,  dont  une  quantité  a est 
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affectée,  indique  que  l’unité  est  multipliée  d fois  de  suite  par 
cette  quantité  a;  au  contraire,  l’exposant  négatif — d,  dont  la 
même  quantité  est  affectée,  indique  que  l’unité  est  divisée  d fois 
de  suite  par  cette  quantité  a.  Ainsi , le  changement  de  signe  cor- 
respond encore  à une  acception  contraire. 


Des  règlM  relatives  aux  quaulUés  aCTectées  d'exposants  négatifs. 

172.  Les  règles  que  nous  avons  données  jusqu’ici  pour  les 
exposants  positifs  relatives  à la  division , à la  multiplication  et 
à l’élévation  aux  puissances,  s’appliquent  aux  exposants  entiers 
négatifs , pourvu  que  l’on  suive  pour  ces  derniers  les  règles  des 
quantités  négatives.  Rappelons  d’abord  les  formules  fondamen* 
taies  : 


a” 

1»  — = O"’-*  (que  l’on  ait  »«  > n,  »i  < »,  m = b;. 

3*  («";"  = a"". 

Passant  aux  exposants  négatifs,  nous  aurons  successivement  : 

O'*  a 

a— X a"  = A:  X O"  = ^ = O*- “ = a-^  ; 

a*  O* 

or"  X ûT" X 

Or  O"  Qr^ 


Ainsi,  dans  la  multiplication,  on  fait  la  somme  des  exposants, 
que  ces  exposants  soient  positifs  ou  négatif. 


a" 

fl-" 


a~“ 


= Y = a"  X a”  = ; 


a"  1 

— — — » . — 

a"  ’ 

* 

a"  a" 

_ _ _ gn-™  _ ^«+1.  _ r.) 

1 a” 
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JL_J_—  . 

(a")»  aT" 

^ ^ (a")" 

— -;r-  — « =3« 

a"* 

(flT“)-"=  


a’^=afr^—>. 


Multipllcatloa  et  division  des  polynômes  renfermant  des  termes  à exposants 

négatils. 

173.  Rsmaroubs.  I.  A la  faveur  des  règles  précédentes,  on 
peut  faire  la  multiplication  de  deux  polynômes  qui  renferment 
des  termes  affectés  d’exposants  négatifs;  il  suffit  pour  cela  de 
les  ordonner  en  ayant  égard  aux  relations  de  grandeur  que 
nous  avons  fait  connaître  aif  n'  166  entre  les  quantités  néga- 
tives ; quant  à la  division , elle  pourra  se  faire  comme  dans  le 
cas  des  exposants  positifs;  mais  alors  l'opération  ne  sera  dite 
impossible  que  lorsqu’il  n’existera  pas  de  polynôme  d’un  nombre 
fini  de  termes,  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  reproduira  le 
dividende. 

II.  On  peut,  en  admettant  les  exposants  négatifs,  prolonger 
niic  division  ordinaire  qui  sans  cela  se  terminerait;  de  là 
une  analogie  remarquable  avec  la  division  décimale  indéfini- 
ment prolongée  ; mais  ici  on  n’a  pas  à priori  la  certitude  d’ap- 
procher d’autant  plus  de  la  valeur  du  quotient  cherché , qu’on 
prendra  un  plus  grand  nombre  de  termes. 

(L’examen  des  circonstances  où  on  pourrait  le  faire  dépasse 
les  bornes  de  ce  traité.) 

Exsuplbs  de  l’emploi  des  exposants  négatifs. 

— ? — ï=(l  —«;)-*  = 1 -fa: -|-x*-l-a:*  4- X* , 

1 3C 


a 

X -f  1 


o(x-f  = — (iar*-f  oar® — aar*. . . . 
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Cps  développements  indéfinis  convergent  vers  la  valeur  du 
quotient  ; le  premier  pour  a:  < 1 , le  second  pour  a:  <C  o , et  sont 
illusoires  dans  les  cas  contraires. 

La  division  impossible  du  n°  8S  donne  lieu  à une  suite' 
indéfinie  de  termes  ; 


III.  Un  nombre  entier  et  un  nombre  décimal  proprement  dit, 
équivalent  respectivement  à deux  polynômes  ordonnés , l’un , sui- 
vant les  puissances  positives,  èl  Vautre  suivant  les  puissances  né- 
gatives de  10. 

KxEMPi.ES.  .'>689  = 5. 10» + 6.  IO*  + 8.  10' +9. 

0,2.57'i3=0  + 2.10-’  + 5.10-’+7.10-»+4.10-‘  + 3.10-». 

Les'opérations  de  l'arithmétique  ne  sont  au  fond,  comme  on  le 
voit  [)our  la  plupart,  que  des  opérations  de  polynômes  ordonnés. 

IV.  Pour  bien  fixer  l’attention  du  lecteur  sur  la  généralité 
importante  qui  vient  d’ètre  apportée^dans  le  calcul  algébrique, 
nous  terminerons  ce  chapitre  par, les  opérations  suivantes  : 


4ar» -|- 9a;*  + 1 5a: -f- 8 
a:»  + 3a:  +2 


= 2a: -j- 3 -f- 3ar' — 9ar-‘ + 27ar*. . 


V reste 


n 


f 
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Acfa* — 3rt’  X*  -|-  2n‘x — a' 
— 4o*x’  -|-  6«’x* — 8</‘x 


2ax* — 3rt’x-j-  4a’ 


Sft’x* — 6a‘x — rt’ 


« I 3 . 3 . 1 37  , , 

2«x  + k'*  — 7 5-  " 

2 4 O 


— 2“*^ — 

-j-|a*x — ^ «’  -J-  3«®x"' 
— 

4 

de.... 
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CHAPITRE  III. 

DISCUSSION  DE  L’ÉQUATION  ax^b. 


SOMMAIRE. 

174.  Fonne  générale  à laquelle  peut  être  ramenée  toute  équation  du  pre- 
mier degré  à une  inconnue.  — 176.  L’équation  om = 6 n'admet  qu’une 
valeur  pour  x.  — 176.  Si  a est  nul , la  relation  ox=b  indique  une 

impossibilité  ou  une  indétermination.  — 177.  Des  symboles  ^ et 
Leur  interprétation.  — 1 78.  L’expression  ^ n’est  pas  toiqours  un  symbole 

d’indétermination.  Exemple.  — 179.  Comment  on  exprime  dans  un 
problème  qu’une  relation  ox-|-&  = 0 est  vraie  quel  que  soit  x. — 
180.  Nécessité  d’apporter  quelques  restrictions  à l’égard  des  prin- 
cipes sur  lesquels  repose  la  résolution  des  équations  du  premier  degré. 
— 181.  Problème  des  courriers.  — 189.  Application  des  quantités 
négatives  au  problème  précédent. 


Discussion  de  = 

174.  Toute  équation  du  premier  degré  à une  seule  inconnuepeut 
toujours  être  ramenée  à la  forme  ax  = b ; a b désignant  des 
quantités  quelconques,  positives  ou  négatives. 

En  effet , on  chassera , s’il  y a lieu , les  dénominateurs  de 
celle  équation  ; on  transposera  les  termes  en  x dans  le  premier 
membre,  et  les  termes  tout  connus  dans  le  second  ; on  réduira 
les  coefficients  de  x qu’on  écrira  ensuite  en  facteur  de  celte 
inconnue,  et  l’équation  prendra  la  forme  indiquée  ci-dessus. 

I.  Les  équations  du  premier  dcf^ré  à une  inconnue  sont  ioulcs 
comprises  dans  la  formule  ax  = b;  d’ailleurs,  la  résolution  de 
n équations  du  premier  degré  à n inconnues  dépend  en  défini- 
tive de  celle  d’une  équation  du  premier  degré  à une  seule  inconnue  ; 
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il  est  donc  indispensable  d’approfondir  l'examen  des  différents 
cas  que  peut  présenter  l’équation  générale , afin  de  compléter 
la  théorie  des  équations  du  premier  degré.  Tel  est  l’objet  de  la 
discussion  suivante. 

Si,  dans  l’cquation 

[1]  ax  = b 

on  dégage  l’inconnue  de  son  coeffleient,  on  trouve 


Ainsi,  la  résolution  d’une  équation  du  premier  degré  se 
ramène  finalement  à une  division. 

II.  La  substitution  de  la  quantité  ^ dans  l'équation  [1]  donne 

une  vérification  d posteriori  de  la  valeur  de  l’inconnue,  quels 
que  soient  les  signes  des  quantités  a et  b,  par  suite  de  l’intro- 
duction des  quantités  négatives. 

III.  La  valeur  de  l’inconnue  est  positive  ou  négative,  suivant 
que  a et  é sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Le  cas 
de  la  valeur  négative  a déjà  été  suffisamment  expliqué. 

175.  IV.  L’équation  [1]  n’admet  qu’une  valciu-  pour  x. 

En  effet,  soient  deux  valeurs  différentes  a et  p de  l’inconnue, 
on  aurait  identiquement  : 

au  = b , ' 

ap  = b. 

Supposons  a > p,  et  retranchons  les  deux  égalités  membre  à 
membre,  il  viendra 

o(a-p)  = 0;  ' - 

or , pour  que  ce  produit  soit  nul , il  faut  et  il  suffit  que 
l'un  des  facteurs  soit  nul  ; mais  a n'est  pas  nul,  sans  quoi 
ax  serait  égal  à 0 , et  il  n’y  aurait  plus  d’équation  ; donc 
« — P = 0,  d’où  a = P,  ce  qui  est  absurde,  puisque  Fon  a « > p. 

176.  V.  Supposons  que,  par  suite  d’une  hypothèse  particu- 
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Hère,  le  coefHcienl  de  x s'évanouisse  ; l’équalion  [I]  se  réduirn 
alors  à 

[3]  0Xx  = 6; 

mais,  tout  nombre  mis  pour  x et  multipUé  ensuite  par  0,  donne  0 
pour  produit,  donc 

0 = 6, 

égalité  impossible,  en  général,  à moins  que  l’on  n’ait  6=0, 
auquel  cas,  l'équation  [1]  devient 

[4]  Oxa;=0, 

ou  0 = 0; 

quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  attribue  à x. 

En  résumé , l'équation  sera  impossible  lorsque  a sera  nul 
sans  que  6 le  soit,  puisque  aucun  nombre  mis  poui-  x ne  saurait 
la  vérifier;  au  contraire,  cette  équation  sera  indéterminée 
lorsque  a et  6 seront  nnls  simultanément , puisqu’elle  se  véri- 
fiera pour  tout  nombre  positif  ou  négatif  mis  à la  place  de  l’in- 
connue. 

, Des  symboles  ^ et 

177.  VI.  Lorsque  l’équation  est  impossible,  la  valeur  de X dé- 
duite de  la  formule  x = - devient  x=^:  lorsqu’au  contraire 
a 0 

l’équation  est  indéterminée,  la  même  formule  donne  a:=g. 

L’expression  g représente  en  effet  tous  les  nombres,  puisqu’un 

quotient  quelconque,  positif  ou  négatif,  multiplié  par  le  di- 
viseur 0,  donne  0,  et  reproduit , par  conséquent , le  dividende; 

aussi , est-on  convenu  de  regarder  ^ comme  le  symbole  indé- 
termination * *. 


O** 

* Nous  avons  dit  que  a*  était  le  symbole  de  l’unilé;  or,  a*  iirovieDt  de  — , 

fl" 

• ü*  0 

qui  pour  a=o  deviendrait  — nu  -,  c'est-à-dire  l’indéterminé.  Ainsi  quand 
0*  1» 

nous  poserons  = i , il  sera  sous-entendu  que  a n’est  |>as  nul. 
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VU.  Quant  à l’expression  cfle  ne  peut  rien  représenter  par 

cllc-méme,  puisqu'aucun  nombre  multiplié  par  le  diviseur  0 ne 
pourra  reproduire  le  dividende  b,  qui,  par  hypothèse,  est  diffé- 
rent de  O;  remarquons  d'ailleurs  qu’il  y aurait  un  parfait  accord 
entre  la  valeur  de  l’inconnue  déduite  de  la  formule  et  la  valeur 
déduite  de  l’équation  si  dans  chacun  des  cas  singuliers  précé- 
dents on  résolvait  mécaniquement  l’équation.  Effectivement,  les 

équations  [3]  et  [4]  donneraient,  l’une  et  l’autre 

VIH.  Au  lieu  «le  supposer  brusquement  a=0,  concevons  que 

dans  le  quotient  a désigne  une  quantité  susceptible  de  recevoir 

diverses  valeurs,  et  supposons  que  ces  valeurs,  décroissant 
successivement,  puissent  dépasser  tout  degré  possilde  de  peti- 
tesse; dans  ces  hypothèses,  il  est  évident  que  - croîtra  à me- 

€t 

sure  que  a décroîtra;  mais  ce  qui  n’est  pas  évident  c’est  que  ce 
quotient  pourra  dépasser  tout  «legré  possible  de  grandeur  k, 
par  exemple,  quelque  grand  que  puisse  être  le  nombre  k. 

En  effet,  satisfaire  à la  condition 


revient  à satisfaire  aux  suivantes 


b'^ak, 


* D'aiirès  cela , les  équaliuns  que  nous  avons  résolues  aux  n"‘  121  et  122 , 
savoir  : 

5x  4"  V =;  Sx  4-  7 ; .Sx  4“  4 — Sx  4"  ^ , 
ilonneraienl  respecUvemenl 

3 

— — ~ — IS  — .■>)x  = ;l;  0X1  = 3;  X=-^ 

Sx  — 5l  = V — V;  (S  — 5)x  = 0;  0XX  = 0;  x=||. 
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or,  celte  condilion  peul  lonjours  ôlrc  remplie  , puisque  <«,  par 
hypothèse , peul  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée  , 

cl,  par  conséquent,  moindre  que  quelque  petit  que  puisse 

être  j donc  aussi,  l’expression  - peut  dépasser  tout  degré  pos- 

sible  de  grandeur,  en  prenant  a suffisamment  petit. 

Si  i’on  prend,  par  exemple, 

« = 0,1  =0,01  =0,001  =0,0001  = 

les  valeurs  corrcspondanles  de  ^ seront  lOô,  1006,  10006 

or,  ces  valeurs  sont  de  plus  en  plus  grandes,  et  finiront  par 
dépasser  toute  grandeur  donnée,  puisque  les  nombres  eux- 
mômes  peuvent  dépasser  toute  grandeur  donnée,  et  qu’ici  la 
quantité  6 sert,  pour  ainsi  dire,  d’unité.  C’est  pour  cela  que 

l’on  est  convenu  de  regarder  une  expression  de  la  forme  ^ 

comme  le  symbole  de  l’infini.  On  le  représente  souvent  par  un 

huit  couché,  et  alors  ^ a la  môme  signification  que  oc . 

IX.  L’infini  ne  pouvant  jamais  être  pris  sur  le  fait,  le  symbole 
de  l’infini  indique  en  général  une  impossibilité. 

Dans  les  cas  oii  le  symbole  de  l’infini  se  présente  comme 
conséquence  de  la  continuité  d’un  certain  dénominateur  qui 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  il  indique 
qu’aucun  nombre  n’est  assez  grand  pour  représenter  la  quan- 
tité cherchée. 

X.  11  arrive  quelquefois  dans  certaines  parties  des  malliéma- 

tiques  que  des  quantités  prennent  la  forme  g en  môme  temps 

que  d’autres  liées  avec  celles-là  atteignent  des  valeurs  finies  el 
assignables  qui  peuvent  répondre  à certaines  questions.  Dans 

ces  cas  exceptionnels,  la  forme  ^ n’indique  plus  une  impossibi- 
lité. (Trigonométrie).' 

XI.  L’infini  est  parfois  susceptible  de  deux  acceptions  cnn- 
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traînes  : on  peut  avoir  à distinguer  le  cas  de  Vinfi,ni  positif,  du 
cas  de  l’in^n»  négatif. 

Exemple.  Si  dans  la  fraction  A et  a sont  de  même  signe; 

pendant  que  a dépassera  tout  degré  possible  de  petitesse,  les 
quotients  iront  sans  cesse  en  augmentant,  en  restant  constam- 
ment positifs;  mais  si  6 et  a sont  de  signes  contraires,  ces 
quotients  seront  tous  négatifs;  c’est  pour  cela  que  l’on  dit  que 

l’expression  ^ représente  l’infini  positif,  ou  l’infini  négatif  ; 

quand  les  deux  cas  sont  possibles,  la  valeur  de  ^ est  ambigun. 
En  conséquence,  on  peut  avoir  selon  les  cas  ; 


b 

0“  *■ 


g :=  ±:  00  (p/ttf  ott  moins  l’infini). 

L’expression  ^ n’est  pas  toujours  un  symbole  d'indétermination. 

i78.  XII.  L’expression  avons-nous  dit,  est  un  symbole 

d’indétermination  ; toutefois , on  rencontre  des  cas  où  cette 
indétermination  n’est  qu’apparente. 

Exemple.  Trouver  la  valeur  de  la  fraction 

a(b*  — (i‘) 

quand  on  y suppose  b = d. 

Introduisant  cette  hypothèse , la  fraction  devient 

6»  _ ô»  ~ U* 

Mais,  si  avant  de  supposer  b=d  on  décompose  en  facteurs  les 
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deux  termes  de  la  fraction  proposée,  ce  qui  dans  le  cas  actuel 
ne  présente  aucune  difficulté , un  pourra  écrire 

a(b  + d){b-d) 

(b  — dni^  + bd  + cPy 

Or,  sous  cette  forme  on  voit  immédiatement  que  le  symbole  ^ 

est  dû  à la  présence  du  facteur  commun  b — d qui,  dans  le  cas  par- 
ticulier de  6 = d,  fait  évanouir  simultanément  tes  deux  termes 
de  la  fraction  proposée.  Une  pareille  hypothèse  équivaut, 
comme  on  le  voit,  à la  multiplication  par  0 des  deux  termes 
de  la  fraction;  une  opération  de  ce  genre  n’étant  pas  per- 
mise, nous  diviserons  préalablement  haut  et  bas  par  b — d, 
après  quoi  nous  supposerons  6=d;  si  la  fraction  ainsi  simpli- 
fiée se  présente  encore  sous  ta  forme  de  5,  il  y aura  indétermi- 
nation; dans  le  cas  contraire,  on  aura  sa  valeur  unique  et  dé- 
terminée. 


On  obtient  ainsi 
et  par  suite. 


g(6  + d) 
l^-\-bd-\-<F 

2a 

36' 


XIII.  Toutefois , il  est  bon  d’observer  que  si  le  facteur  commun 
qu’on  a supprimé  était  essentiellement  lié  avec  les  conditions 
d’une  question,  on  n’aurait  plus  le  droit  de  le  faire  disparaître. 

XIV.  En  conséquence , si  pour  une  certaine  hypothèse  une 
fraction  algébrique  prend  la  forme  g,  on  la  simplifiera  d’abord 
autant  que  possible;  trois  cas  pourront  alors  se  présenter  : l“le 
facteur  commun  qui  s’évanouit  entrera  le  même  nombre  de  fois 
au  numérateur  et  au  dénominateur;  2°  ce  factem’  entrera  plus 
de  fois  au  numérateur  qu’au  dénominateur;  enfin,  3°  il  entrera 
plus  de  fois  au  dénominateur  qu’au  numérateur.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  valeur  de  la  fraction  est  déterminée  ; dans  le  deuxième 
elle  est  nulle  ; dans  le  troisième  elle  est  infinie. 

Exemples.  Les  fractions 

(x — gyxM  (x — tt)*XM  {X — a)*xM 

(« — a)*xN'  (X — a)’xN’  {x  — aj*xN’ 
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se  présenlt'iil  toiilcs  trois  sous  la  fomic  de  }!,  quand  on  sup- 
pose x=a.  Mais,  par  la  suppression  du  facteur  commun  x — «. 
ces  fractions  deviennent  respectivement 

M (x — g)xM  M , 

N’  N ’ (x — »)xN’ 

et,  par  suite,  pour  x = a. 

M 0 M 
N ’ N ’ 0‘ 

XV.  Remarque.  Si  l’indétermination,  au  lieu  de  provenir 
d’une  seule  hypothèse , comme  ci-dessus  {b=à  ; x=a)  sc  présente 
par  suite  de  deux  hypothèses,  eUe  peut  ne  pas  tenir  en  général  à 

l’évanouissement  d’un  même  facteur;  dans  ce  cas  le  symbole  ? 

indique  une  véritable  indétermination.  (Les  bornes  de  ce  traité 
ne  nous  permettent  pas  d’entrer  dans  de  plus  longs  détails  à cet 
égard.) 

XVI.  Le  syml)ole  de  l’indétermination  se  présente  quelquefois 
sous  la  forme  de 

A A 

En  effet , d’une  part  = 

N Ô 


lors<|u’on  suppose  M = 0 et  N = 0. 

Mais , d’autre  part , ^ ^ ^ ■» 

bole  d’indétermination. 

XVII.  Soit  la  fraction 


LU 


«X 

bx-\-c' 


supposons  que  x désigne  une  quantité  susceptible  de  devenir' 


* Semblablement,  l’expression  œ — x est  une  forme"  d’indcicrminatlon. 

O 


„ A II 
Donc 


a 11  „ ■ V „ , A B A.N  — BM 

-X  quand  M=Oel  > = 0;  mais  = -. 
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plus  grande  que  toute  quantité  assignable;  quelle  sera  dans  ce 
cas  la /»/i27e  \crs  laquelle  leiidni  la  IVuclion  proposéeT  Si  on 
suppose  brusquement  que  x devienne  infini,  rexpression  pro- 
posée prendra  la  forme  indéterminée  pour  découvrir  la 
vraie  valeur  de  celle  expression , divisons  par  x les  deux  termes 
de  la  fraction  [1],  et  il  viendra 


c • 

Cela  posé , si  x croit  iudéliniment , - diminue  indéfimmcnl , 

et  converge  vers  zéro  qui  est  sa  limite  ; par  suite,  la  limite  de  la 
fraction  [1]  correspondante  à = oo , est  déterminée , et  égale 


i79.  Nous  avons  dit  qu’une  équation  du  premier  degré  ad- 
mettait une  valeur  pour  x,  et  n’en  admettait  qu’une  Umt  que 
le  coefficient  de  l'inconnue  n’était  pas  nul  ; mais  si  oa;  = 6 
quel  que  soit  x;  quelles  seront  les  valeurs  de  a et  de  ô ? Pour  ré- 
])ondrc  directement  à la  question , nous  dirons  : soient  a et  % 
deux  valeurs  de  a;  ; la  substitution  donnera  ; 


au  — b, 
afi  = b, 

d’où  o(«  — P)  = 0. 

Or,  par  hypothèse,  a— p n’est  pas  nul,  donc  o = 0;  et,  par 
suite,  è = 0;  on  devra  donc  poser  o=0  et  6=0. 

180.  XVIII.  Nous  avons  dit,  au  n°  117,  qu’une  équation  n’est 
pas  altérée  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  ses  deux 
membres  par  un  même  nombre.  Voici  à cet  égard  quelques 
restrictions. 

Soit  l’équation  x — 2 = 3,  d’où  a:  = 5 (valeur  unique)  ; intro- 
duisons le  facteur  x — 4 dans  les  deux  membres,  il  viendra 


(X  — 2)  (x  — 4)  = 3(x  — 4„ 

or,  celle  équation  n’est  |>as  éipii^alenle  à la  proposée,  vu 

12 
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qu’elle  admet  lu  suluUuii  x = 4,  qui  ue  convient  pas  à cette 
équation. 

Donc,  pour  qu’une  équation  ne  soit  pas  altérée  par  ta  multi- 
plication de  ses  deux  membres  par  une  même  quantité,  il  faut 
que  cette  quantité  soit  indépendante  de  l'inconnue  qu’on  veut 
déterminer. 

Kéciproquement , si  on  donnait  h résoudre  l’équaLiuii 
(x  — 2)(x  — 4)  = 3(x  — 4)  ; on  ne  pourrait  pas  diviser  les  dcu.\ 
membres  par  x — 4 ; dans  le  premier  cas,  on  introduirait  une 
solution  étrangère  x = 4;  dans  le  second,  au  contraire,  on  sup- 
primerait une  bonne  solution  x = 4. 

Ainsi , on  peut  diviser  les  deux  membres  d’une  équation  par 
une  même  quantité,  pourvu  que  cette  quantité  soit  indépendante 
de  l’ineonnue. 

Remarquons  encore  que  l’ introduction  ou  la  suppression  d’un 
facteur  commun  est  subordonnée  ô l’hypothèse  que  ce  facteur  n’est 
ni  nul  ni  infini. 

Par  exemple,  Ox  3 = 0 X 13,  donnerait  3 = 13,  par  suite  de 
ta  suppression  du  fadeur  0. 

. Quant  au  facteur  infini , on  ne  peut,  sans  tomber  dans  les 
plus  graves  erreurs,  te  traiter  comme  un  nombre;  cette  simple 
observation  suffira  pour  faire  éviter  des  fautes  conununcs  aux 
commençants  telles  que  ; 1 “ = 1 , = 1 . 

Remarole.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  le  problème 
suivant  qui  a l'avantage  de  résumer  ce  que  nous  avons  dit  sur 
les  solutions  négatives,  infinies  et  indéterminées. 


Problème  des  courriers. 

181.  Deux  courriers  parcourent  une  droite  indéfinie  dans  le 
mime  sens  AB , et  d’un  mouvement  uniforme  avec  des  vitesses  res- 
pectives V et  v';  ils  se  trouvent  au  même  instant  aux  deux  points 
A el  B de  cette  droite,  situés  à une  distance  A Pun  de  Vautre  ; 
trouver  au  bout  de  combien  de  temps  ces  courriers  se  rencontre- 
ront a«»Mi  que  les  espaces  AR , BR  respectivement  parcourus  par 
chacun  d’eux. 

A ^ B R ' 

* V ~d  v' 
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La  uiardie  criiii  counier  esl  uniforme  s’il  parcourt  tics  es- 
paces égaux  en  des  iiilervalles  de  temps  égaux,  quels  que  soient 
ces  inlervalles  égaux.  Si , par  exemple , un  courrier  parcourani 
4 kilomètres  en  une  heure,  parcourait  un  seul  kiloinèlrc  dans 
la  première  demi-heure,  et  3 kilomètres  dans  la  seconde,  le 
mouvement  ne  serait  pas  uniforme.  L’uniformité  du  oiouve- 
ment  exige  qu’en  fractionnant  le  temps  comme  on  voudra  en 
inlervalles  égaux , l'espace  parcouru  dans  chacun  de  ces  inter- 
valles égaux  soit  constamment  le  même. 

Dans  le  mouvement  uniforme,  on  appelle  vitesse  l’espace 
parcouru  pendant  l'unité  de  temps.  Si  la  vitesse  d’un  courrier 
est  V , il  parcourra  \ dans  une  unité  de  temps , 2V  dans  deux 
unités  de  temps,  3V  en  trois  unités  de  temps , et  ainsi  de  suite. 

V 

De  même,  en  i d’unité  de  temps,  il  parcourra^  ; en  J d’unilés  de 
3V 

temps,  -J-,  et  ainsi  de  suite,  d’où  il  suit  que  pour  calculer 

l'espace  uniformément  parcouru  pendant  un  temps  quelconque , il 
suffit  de  multiplier  la  vitesse  par  le  temps,  car  la  question  est 
raniejiéc  ii  trouver  un  nombre  qui  se  compose  de  V , comme  le 
temps  se  compose  de  l’iinité  de  temps. 

Cela  posé,  soit  x le  temps  qui  s’écoule  depuis  l’instant  du 
départ  simultané  des  deux  courrier  jusqu’à  leur  rencontre 
que  nous  supposerons  avoir  lieu  en  un  certain  point  R.  D’après 
les  explications  préliminaires,  le  courrier  qui  part  du  point  A 
ayant  une  vitesse  t> , parcourt  un  espace  AH  roprésenté  par  vXx 
ou  vx  pendant  le  temps  x ; pareillement , l’espace  3R  parcouru 
dons  le  même  temps  par  le  courrier  qui  part  du  point  B aura 
pour  expression  v'x  ; or,  le  premier  courrier  parcourt  de  plus 
que  le  second  l’espace  AB,  ou  d,  qui  les  sépare  à l'instant  du 
départ,  ou  aura  donc  l’équation  du  1'’  degré  à une  inconnue 

[1]  vx  — v'x-\-d 

ou  vx  — v'x  = d 

qui  donne 


Tel  est  le  temps  au  bout  duquel  s’effectuera  la  rencontre 
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deinaiulce;  par  suite , 
courrier  sera 

[3] 


l'espace  vx  parcouru  jiur  le  premier 
vd 


et  l'espace  v'x  parcouru  par  le  second  courrier  sera 


[fl 


v'd 

V — v'' 


Discussiou  du  problème. 

Pour  abréger , nous  désignerons  par  a,  b les  deux  courriers 
qui  se  trouvent  au  même  instant  aux  points  A et  B. 

Le  signe  de  la  valeur  de  x dépend  du  dénominateur  v — v'. 
Il  y a donc  lieu  à considérer  si  v est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  v' , et  comme  cas  limite , v=v'. 

I"  Cas. 

Les  expressions  [2]  [3]  [4]  sont  positives;  ainsi , on  a une  so- 
lution conforme  à l’énoncé.  En  effet , le  courrier  a marche  plus 
vite  que  le  courrier  b,  il  doit  donc  finir  par  l’atteindre. 

2*  Cas.  v<o'. 

Les  expressions  [2]  [3]  [4]  sont  négatives  ; donc  le  problème 
est  impossible  tel  qu’il  est  énoncé.  En  effet , le  courrier  a va 
moins  vite  que  le  courrier  b qui  a une  avance  sur  lui  ; et  qui  en 
prendra  toujours  de  plus  en  plus , ee  qui  rend  la  rencontre  im- 
possible. 

Pour  avoir  une  solution  positive,  changeons  x ea—x  dans 
l’équation  [1] , elle  deviendra 


— vx=  — v'x-\-d 


ou  [5]  v'x=vx-\-d 

Cette  équation  exprime  qu'à  l’instant  de  la  rencontre  te  che- 
min parcouru  par  le  courrier  b surpasse  de  d le  chemin  par- 
couru par  le  courrier  a,  ce  qui  ne  peut  être  qu'aiitanl  que  la 
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renconlre  aura  ou  lieu  on  un  point  R'  situé  au  dclfi  du 
point  A par  rapport  au  point  B, 

R'  A B 

d 

Par  conséquent , la  nouvelle  équation  [5]  convient  au  cas  où 
la  rencontre  aurait  eu  lieu  avant  que  les  courriers  fussent 
arrivés  aux  points  respectifs  A et  B , ce  qui  modifie  l’énoncé  du 
problème  proposé  ainsi  qu’il  suit  ; Trouver  {toutes  choses  égales 
' d’ailleurs)  depuis  combien  de  temps  les  courriers  h et  & supposés 
en  marche  depuis  un  temps  indéfini,  se  sont  rencontrés  avant 
d’arriver  respectivement  aux  points  A B.  D est  clair,  en  effet , 
que  le  courrier  b poursuivant  le  courrier  a et  marchant  plus 
vite  que  lui,  aura  dù  l’atteindre  en  un  certain  point  R',  à partir 
duquel  il  n’y  a plus  de  rencontre  possible. 

On  voit  donc  que  la  solution  négative  correspond  à un  temps 
passé  au  lieu  d’un  temps  futur  ; ainsi , le  changement  de  signe 
de  l’inconnue  correspond  à un  changement  de  sens  dans  l’ac- 
ception ; en  même  temps , ce  qui  est  conforme  à la  théorie  des 
quantités  négatives , les  espaces  représentés  par  vx  et  v'x , qui 
changent  aussi  de  signes,  sont  comptés  en  sens  contraire;  par 
conséquent,  le  changement  de  signe  pour  les  espaces  par- 
courus correspond  aussi  à un  changement  de  sens  par  rappoti 
à celui  dans  lequel  marchent  les  courriers. 

3*  Cas.  v=v'. 

Les  expressions  [2],  [3],  [4],  prennent  des  valeurs  infinies; 
donc  le  problème  est  impossible.  En  effet,  les  courriers  mar- 
chant également  vite,  resteront  toujours  à la  distance  d qui  les 
sépare  quand  ils  se  trouvent  en  même  temps  aux  points  A et  B ; 
donc  toute  rencontre  est  impossible  avant  comme  après. 

Si,  au  lieu  de  supposer  nulle  la  différence  des  vitesses,  on  la 
suppose  seulement  très-petite,  l'impossibilité  cesse  et  la  ren- 
contre a lieu  d’un  côté  ou  de  l’autre  à une  très-grande  distance 
des  points  A et  B,  de  sorte  que  v — «'  = 0 rend  toute  rencontre 
impossible  parce  que  la  jonction  devrait  se  faire  à des  distances 
de  A et  B,  plus  grandes  que  toute  longueur  donnée.  On  dit,  dans 
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ce  cas  que  le  point  de  rencontre  s’en  va  à rinflui,  ce  qui  veut 
dire,  en  d’autres  termes,  qu’il  n’y  en  a polrit. 

Remarque.  Si,  en  même  temps  que  v = v\  on  a d = 0,  les 
expressions  [2],  [3],  [4],  se  présentent  chacune  sous  Informe  j}; 
et  en  effet,  dans  ce  cas,  les  deux  points  A et  B se  confondent,  et 
comme  la  vitesse  est  la  même , les  courriers  sont  toujours 
ensemble  avant  comme  après;  la  rencontre  a donc  lieu  partout, 
et  la  forme  g indique  ici  une  véritable  indétermination,  ce  qui 
confirme  la  remarque  (XIV,  chap.  tu),  puisqu’elle  résulte  de 
deux  suppositions  distinctes,  rf  =i  0,  v — v'  — o. 


Applicalimi  des  t|iianlilé$  oégatives  au  problème  précédent. 

182.  XIX.  Le  problème  précédent  est  susceptible  d’une 
plus  grande  extension , parce  que , ainsi  que  nous  l’avons  vu , 
les  quantités  négatives  correspondent  à des  changements  d’ac- 
ceptions. 

1®  Supposons  que  le  courrier  b arrivé  en  B retourne  sur  ses 
pas  pour  aller  au  devant  du  courrier  a ; 

^ « 

A R"  B 

d 

Pour  exprimer  cette  condition,  nous  changerons  le  signe  de 
sa  vitesse,  ce  qui  fera  changer  en  même  temps  le  signe  de 
l’espace  parcouru.  L’équation  [l]  deviendra  alors 

vx  -\-v'x  = d 

qui  donne  la  solution  toujours  positive  r — 

En  môme  temps  les  espaces  parcourus  sont  et 

ils  deviennent  égaux  chacun  à pour  t>  = v';  ainsi,  toutes  les 
circonstances  s’accordent  parfaitement  avec  la  nature  de  la 
question. 

2*  Les  deux  courriers  marchent  tous  deux  en  sens  contraires. 
A (#  B 
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Pour  exprimer  celle  condition  nous  changerons  h la  fois  les 
signes  lie  v et  de  v\  et  l'équation  [I]  deviendra 

v'x  = vx  tl. 


d’où  X = « • 

V — V 

La  solution  est  positive  ou  négative  selon  que  l’on  a v">v, 
ou  v'<v,  ce  qui  s'accorde  avec  la  discussion  primitive  du  pro- 
blème. 

3”  Le  couiTier  a marche  vers  la  gauche,  et  le  courrier  b vers 
la  droite. 


R'"  rf 

A 

Changeons»  en  — »,  et  l’équation  [1]  deviendra 
— vx  — v'x  -f-  (/ 


OU 

vx  — d — v'x  ; 

d’où 

d 

x = 1 — , 

R" 


Cette  solution  essentiellement  négative  indique  que  la  ren- 
contre a lieu  avant  que  le  courrier  a soit  en  A , et  que  le 
courrier  b soit  en  B.  En  effet , si  la  rencontre  avait  lieu  en 
R”,  le  courrier  a,  par  suite  du  sens  du  mouvement,  aurait 
déjà  passé  en  A,  par  conséquent,  le  courrier  b aurait  déjà 
passé  en  B,  donc  ce  dernier  serait  au  delà  du  point  B en 
R" , par  exemple , ce  qui  exclut  la  rencontre  ; de  même , si 
la  rencontre  avait  lieu  en  R",  le  courrier  b aurait  passé  en  B, 
par  conséquent  le  courrier  a aurait  passé  en  A , et  serait  en  un 
certain  point  R",  ce  qui  exclut  encore  la  rencontre;  donc,  dans 
le  cas  actuel,  la  rencontre  ne  peut  avoir  lieu  qu’en  un  certain 
point  R’,  situé  entre  A et  B,  par  conséquent  avant 


A R"'  B 


que  a soit  eii  A , et  que  b soit  en  B , c’est-à-dire  dans  un 
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temps  antérieur  ^ l’arrivée  des  courriers  aux  points  A et  B. 
Quant  aux  distances  respectives  de  R''  aux  points  A et  B,  elles 

sont  représentées  par  — “pp  — indique 

que  ces  distances  sont  comptées  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment des  courriers  à partir  de  ces  points  ; ainsi,  la  solution  algé- 
brique avec  ses  valeurs  négatives  est  parfaitement  d’accord  avec 
toutes  les  circonstances  du  problème. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  DEGRÉ  A 
PLUSIEURS  INCONNUES.  — RÉSOLUTION  DE  CES 
EQUATIONS. 


SOMMAIRE. 

183.  Équation  la  plus  générale  du  premier  degré  à deux  inconnues.  Sa 
résolution.  Ce  qu’elle  suppose.  — 184.  Équations  générales  du  premier 
degré  à deux  inconnues.  Forme  symétrique  et  régulière  de  ces  équations. 
Leur  résolution  d’après  les  méthodes  d’élimination  déjà  connues.  — 
183.  Méthode  de  Bezout.  — 186.  Remarques.  Loi  de  formation  des  va- 
leurs. Application  à la  résolution  des  équations  numériques.  — 187.  Équa- 
tions générales  du  premier  degré  à trois  inconnues.  Méthode  de  Bezout.  — 
188.  Règle  générale  pour  résoudre  par  cette  méthode  n équations  à n 
inconnues.  — 189.  Remarques.  Loi  de  formation.  Application  de  celte  loi 
à la  résolution  de  quatre  équations  générales  à quatre  inconnues. 


Des  équations  générales  du  premier  degré  à deux  inconnues. 

183.  L’équation  la  plus  fcénéralc  du  premier  degré  à deux 
inconnues  est 

[1]  ax-\-by  — c 

a,  b,  c étant  des  quantités  quelconques,  positives  ou  négatives. 
Nous  avons  fait  remarquer  au  n°  128,  qu’une  semblable  équa- 
tion laissait  arbitraire  l’une  des  inconnues.  Soit  y cette  incon- 
nue; on  peut  écrire 


et  attribuer  telle  valeur  qu’on  voudra  à y;  par  suite,  la  for- 
mule [2]  donnera  à chaque  fois  pour  x la  valeur  correspon- 
dante à celle  de  y.  La  résolution  de  l'équation  [1]  en  nombres 
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entiers  appartient  à l’analyse  indéterminée,  ainsi  que  nous 
l’avons  déjà  observé  au  n“  142. 

184.  Si  une  équation  à deux  inconnues  est  insuffisante  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  inconnues,  nous  savons  qu’en 
général , il  n’en  est  plus  de  même  lorsqu’on  a deux  équations 
entre  deux  inconnues;  nous  disons,  en  général,  car  nous  avons 
résolu  an  n°  139  deux  systèmes  d’équations  qui  ont  conduit 
l’iin  à 0=3,  l'autre  à 0 = 0.  Ces  particularités  suffisent  pour 
montrer  la  nécessité  qu’il  y a de  comprendre  dans  une  discus- 
sion générale  les  particularités  remarquables  qui  peuvent  se 
présenter  dans  les  équations  du  premier  degré  à plusieurs  in- 
connues. 

Pour  donner  aux  formules  que  nous  allons  chercher  une 
forme  régulière,  nous  désignerons  les  coefficients  d'une  même 
inconnue  par  une  môme  lettre;  et  nous  affecterons  cette  lettre 
d’un  accent  dans  la  deuxième  équation , de  deux  accents  dans  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  D’après  cela,  les  équations  les  plus 
générales  du  premier  degré  à deux  inconnues  seront 

[1]  ax-\-by  = c, 

[2]  (éx-\-Vy  = c'\ 

a,  h,  r , a',  b',  c',  désignant  des  quantités  connues,  positives 
ou  négatives. 

La  théorie  des  quantités  négatives  nous  permettant  de  ré- 
soudre les  équations  ci-dessus  dans  toute  leur  généralité,  ap- 
pliquons-leur  les  méthodes  d’élimination  qui  ont  déjà  été  ex- 
posées au  chapitre  (II)  du  livre  IV. 


Méthode  par  rédiicUon. 


Pour  éliminer  y , par  exemple , multiplions  [t]  par  é';  el 
[2]  par  — b , c’est-à-dire  par  le  coefficient  de  y changé  de  signe 
dans  la  première  équation;  puis,  ajoutons  membre  à membre 
les  deux  nouvelles  équations,  il  viendra 


d'où  [3] 


(ab'  — ba')x  = rà'  — bc'. 


X— 


cb'  — bç’ 
ah’ — i«'’ 
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Si  on  voulait  éliminer  x,  on  inultiplierail  [1]  par  n,  f-2]  par 
— a , et  on  ajouterait,  ce  qui  donnerait 


w 


ac'  — ca' 

^ ah'  — W 


Ainsi,  au  lieu  de  retrancher  ou  (['ajouter  les  deux  nouvelles 
équations,  ainsi  qu’on  le  faisait  primitivement  selon  que  les 
coefficients  de  l’inconnue  étaient  égaux  et  de  môme  signe,  ou 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte 
que  l’élimination  se  fasse  par  addition.  Cetle  manière  d’opérer 
est  encore  un  avantage  de  l’emploi  des  quantités  négatives. 


Métiiode  par  comparaison. 

Éliminons  y. 

[1]  donne  y = î— 

[2]  donne 

égalant  ces  deux  valem-s , il  vient  : 

c — ax  c’ — a'x 

~T~~  b'  ’ 

d’où  eh' — a6'«=éc'— 6a'x; 

. ..  cb‘—bc’ 

et  par  suite, 

Pour  éliminer  X,  on  résoudrait  les  équations  [1]  et  [2]  par 
rapport  à cetle  inconnue,  après  quoi  on  égalerait  les  deux  va- 
leurs. . ' . * ' ( 

Méthode  pur  subsUluUon.  v-..  . 


L’équation  [2]  donne 


y = . 


c' — a'x 
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substituant  dans  [1],  on  a 


d’où 

et  par  suite. 


(IX 


bc'  — ba'x 

W 


c. 


ab'x-^hc'  — ba'x  =cb'\ 

cb'  — bc' 

^ nh'  — bn’‘ 


On  peut  obtenir  directennent  la  valeur  de  y,  mais  on  peut 
aussi  la  déduire  de  celle  de  a: ; il  suffit  pour  cela  de  substituer 
la  valeur  trouvée  dans  l’équation  [4],  ce  qui  donne  successive- 
ment 

, ro'ft'  — bac'  nlic' — ba'c'  — ca'b'-\-  ba'c' 
ub' — ba!  ab'  — ba' 


ab'c'  — ca'b' 
ab’  — ba' 

~ V 

ac'  — co' 

~ ab'  — ha'' 

(On  a supprimé  le  facteur  commun  b'  ce  qui  suppose  implicite- 
ment qu’il  n’est  pas  nul.) 


Méthode  de  Bexoul. 

185.  Bezout  a attaché  son  nom  à une  méthode  d’élimination 
qui  consiste  à éliminer  d’un  seul  coup  toutes  les  inconnues 
moins  une. 

Soient  toujours  les  équations  générales 

[1]  <»a;-|-fty  = e, 

[2]  a'x-\-h'y=c'-. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l’équation  [1]  par  un  nombre 
quelconque  et  indéterminé  — m , et  laissons  l’équation  [2]  telle 
qu’elle  est  ; il  viendra 

— amx — bmy  = — cm, 
a'x  -f  - b' y = c'  ; 
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ajoutons  membre  îi  membre  et  nous  aurons 
[5]  (a'  — am)x-\-{b' — bm)y~  c — cm . 


Cela  posé,  pour  éliminer  y,  par  exemple,  on  profitera  de  l’in- 
dctcrmination  de  m pour  égaler  à zéro  le  coeflicienl  de  cette 
inconnue , ce  qui  donne  l'équation  du  premier  degré 


d’où 


b'  — bm  — 0, 
b' 

«=6 


par  suite , l’équation  [5]  se  réduit  à 

(«' — am)x  = v'  — cm , 


d’où 


c'  — cm 
a' — am  ’ 


OU  bien  encore , en  renversant  l’ordre  des  soustractions , ce  qui 
revient  à multiplier  haut  et  bas  par  — 1 , 

cm  — c' 

x=. 

am  — O 

Mettant  pour  m sa  valeur,  on  trouve , réductions  faites , 

eb'—  bc' 

^ ab' — 6a'" 

Si  l'on  voulait  éliminer  x afin  d’avoir  y,  on  poserait 
a' — «ttn  = 0, 

O*  ■ 

doù  .>  .►  w=— 

, a ■ ■ 

et  le  reste  s’achèverait  sans  difficultés. 

186.  REMARonss.  I.  La  substitution  des  valeurs  des  inconnues 
dans  les  équations  [1]  et  [2]  établirait  à posteriori,  l'exactitude 
de  ces  valeurs.  (Nous  engageons  le  lecteur  à faire  le  calcul.) 

II.  La  régularité  des  équations  [1]  et  [2]  permet  de  déduire 
par  de  simples  mutations  de  lettres,  la  valeur  de  y de  la  valeur 
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de  Æ,  et  vice  versa;  en  effet,  les  équations  [1]  et  [2]  restent  les 
mômes  lorsqu’on  j change  x en  y,  et  y eux;  a en  b,  et  ô en  a, 
en  conservant  d’ailleurs  les  accents;  par  conséquent,  la  valeur 
de  X,  savoir  : 

cb’  — bc' 

<ib — ba 

étant  obtenue,  on  aura  inuuédiatement  celle  de  y en  changeant 
dans  ta  précédente  a en  b,  a'  en  b',  et  vice  versâ;  faisant  ces 
changements , il  viendra 

en'  — ac' ac'  — ca' 

y — ha'— ah' ~ ab'  — ba'' 

Tel  est  le  premier  exemple  de  cette  symétrie  les  formules 
algébriques  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  les  diverses 
parties  des  mathématiques. 

ni.  La  comparaison  des  équations  [1]  et  [2]  et  des  valeurs 
trouvées  pour  les  inconnues , fait  apercevoir  une  loi  de  forma- 
tion qui  permet  d’obtenir  immédiatement  ces  dernières  sans 
résoudre  les  équations. 

Le  dénominateur  al/ — ba'  est  commun,  et  ne  se  compose  que 
des  coefficients  des  inconnues.  Pour  l’obtenir  : on  écrit  tur  une 
même  ligne  les  deux  permutations  ab  et  ba  ; on  interpose  le  si- 
gne— . ce  qui  donne  ah — ba;  enfin,  on  accentue  la  dernière  lettre 
dans  chaque  terme. 

Pour  former  le  numérateur  de  x , on  remplace  dont  le  dénomi- 
nateur les  lettres  a et  a'  par  les  lettres  c et  c';  pour  former  le  nu- 
mérateur de  y,  on  remplace  les  lettres  b et  b'  par  les  lettres  c et  c'; 
c’est-à-dire  que  le  numérateur  de  chaque  inconnue  s'obtient  en 
échangeant  dans  le  dénominateur  commun  les  lettres  qui  servent 
de  coefficients  à cette  inconnue  contre  les  termes  tout  connus  et  en 
conservant  les  accents. 

IV . Les  valeurs  générales  [3]  et  [4]  permettent  de  trouver  im- 
médiatement les  valeurs  des  inconnues  dans  des  équations  par- 
ticulières, sous  la  condition  toutefois  que  les  quantités  données 
entreront  chacune  avec  les  signes  dont  elles  sont  affectées  dans 
les  équations  proposées. 
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Exemple.  Hcsoiulrc  les  équations 

Sx  — 3y  = I, 

— 4x-|-7y=  13. 

Pour  identifier  ces  équations  avec  les  équations  générales  [1] 
et  [2],  nous  poserons  a=5,  6=— 3,  c = l,  o'=— 4,  ô'  = 7, 
e'=13,  et  nous  aurons,  d’après  les  règles  des  quantités  néga- 
tives , 

_ 1 X7— (— 3)X  13  _ „ 

5X7— ( — 3)(— 4J~  ’ 

_5X13— 1X(— 4) 

^ 5x7-(— .3K-4) 

187.  Soient  actuelteinent  les  équations 


[1] 

ax-\-by  -(-  C5  = d. 

[2] 

a'x  -f-  b' y -f  c'z  — d\ 

[3] 

u"x  -f-  b"' y c"z  = d" 

Uélhode  par  rédiicijon. 

Pour  éliminer  z,  on  multipliera  [1]  par  — c',  [2]  par  r,  el  l'on 
ajoutera  les  deux  nouvelles  équations;  on  multipliera  [1]  par 
— e",  [3]  par  c,  et  l’on  fera  la  somme  après  quoi  on  éliminera  y, 
par  exemple,  entre  les  deux  nouvelles  équations  ainsi  obte- 
nues. 


Méthode  de  Uezoul. 

Cette  méthode  se  présente  ici  avec  avantage , puisiju’on  éli- 
mine d’un  seul  coup  deux  inconnues. 

A cet  effet,  multiplions  respectivement  les  équations  [1]  el  [2] 
par  les  facteurs  iniétermitUs  — m,  — n ; laissons  réqualioii  [3] 
telle  qu’elle  est,  et  ajoutons  les  trois  équations,  il  viendra 

[4]  («"  — >na  — na')x  -j-  (6"  — mb  — nb')y  -|-  (c"  — me  — nr')z 
= (/"  — md  — nd'. 
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Cela  posé,  si  nous  voulons  avoir  la  valeur  de  x,  nous  piofi- 
terons  de  riiidéternnnalion  des  lacleurs  m cl  n poiu’  égaler  à 
zéro  les  coclTicienls  des  ineonnues  y cl  s;  de  là  les  équations  : 

[5]  mb  + nb'  = b", 

[6]  me  ne'  ~ 

(jui  serviront  à trouver  wi  et  »;  par  suite , l'équation  [4]  se  ré- 
duit à 

(«"  — ma  — nu')x  = d'  — md  — nd', 


d’où 


d"  — md  — tul' . 
a" — ma  — »«'’ 


or,  les  équations  [5]  et  [6]  donnent 


m 


c'b"  — b'c" 
bc'  — cb'  ’ 


n 


bc"  — cb" 
be'  — cb'' 


Par  suite,  la  valeur  de  x devient  par  la  substitution  de  ces 
quantités, 

cb"—b'c"  , bc"  — cb" 

bc'  — cb'  •“  bc'—cb'  ■“ 

„ c'b'  — b'c"  bc''  — cb"  . 

“ bc'  — cb'  ■“  bc'—cb' 

_ bc'd" — cb'ir  — de' b"  + db  ’c"  — bd'c"  + cd'b” 
bc'a"  — cb'a"  — ae'b"  ab'd'  — ba'c"  -j-  ca'b"' 

(On  a supprimé  le  dénominateur  commun  bc — cb',  ce  qui 
suppose  qu’il  n’csl  pas  nul.) 

On  a l’hahi tilde  d'écrire  ainsi  qu’il  suit,  la  valeur  de  x,  en 
vertu  du  principe  général  de  rinterverlisseincnl  des  Icrincs 
d’un  polynôme  : 

ilb'c' — dc'b"  -\~rd  b"  — bd'c"  +-  bc'(f  — cb'd' 

tib'c'  — n&b"  -)-  eu' b"  — ba'c''  -f-  bca"  — cb'u"' 
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..  Pour  obtenir  y on  égalerait  à O les  coefficients  de  a;  et  de  a 
dans  l’équation  [4]  ; et , enfin , pour  avoir  z,  on  égalerait  à O les 
coefficients  de  x et  de  y. 

Mais  la  forme  symétrique  et  régulière  des  équations  littérales 
[1]»  [2]i  [3],  permet  de  poser  immédiatement  les  valeurs  de 
deux  des  inconnues  dès  qu’on  a trouvé  la  troisième.  A cet  effet, 
remarquons  que  si  l’on  permute  les  lettres  y dix,  b et  a,  et  que 
l’on  conserve  les  accents,  les  équations  proposées  ne  seront 
point  altérées,  d’où  il  suit  que  le  calcul  qui  donnerait  la  valeur 
de  y,  ne  différerait  de  celui  qui  a donné  la  valeur  de  x que  par 
la  mutation  réciproque  des  lettres  b et  a.  Une  observation  ana- 
logue montre  que  l’on  aurait  la  valeur  de  z en  permutant  les 
deux  lettres  <?  et  a dans  l’expression  de  x.  On  obtient  ainsi , 
après  des  inversions  de  termes , 

ad'e" — ae'd"  -|-  ca'ct' — da'c"  dc'o"  — cd'd' 

^ ^ ^ ab'd'  — ae'b"  -|-  ca'b"  — ba'c'  -j-  bc'à'  — cb'a!'  ’ 

_ ab'd'  — ad' b"  -i-  da'b"  — ba'd'  + bd’ al' — db'd' 

^ ^ ab'd'  — oe'é"  -j-  ca'b”  — ba'd'  -j-  ôc'o" — cb'a!'' 

% 

188.  En  général,  |?OMr  résoudre  n équations  littérales  du  pre- 
mier degré  à n inconnues  par  la  méthode  de  Bezout,  on  multi- 
pliera par  des  quantités  indéterminées  toutes  les  équations  moins 
une;  on  ajoutera  membre  à membre  toutes  ces  équations,  ainsi  que 
celle  qui  n'aura  pas  été  multipliée,  ce  qui  fournira  une' nouvelle 
équation;  on  égalera  à 0 les  coefficients  des  n — 1 inconnues  qu’on 
veut  éliminer;  on  résoudra  l’équation  à une  seule  inconnue  n,  par 
exemple,  on  cherchera  les  valeurs  des  facteurs  indéterminés  à 
l’aide  des  n — 1 équations,  provenant  de  P évanouissement  des 
n — 1 inconnues;  ces  valeurs  étant  trouvées,  on  les  substituera 
dans  la  valeur  de  x , après  quoi  de  simples  permutations  de  lettres 
fourniront  les  valeurs  des  n — 1 autres  iriconnues. 

189.  Reharques.  I.  La  méthode  des  facteurs  indéterminés 
peut  être  en  défaut  dans  des  cas  particuliers.  Pour  obvier  à cet 
inconvénient,  il  suffirait  d’employer  autant  d’indéterminées 
qu’il  y a d’équations.  (Le  lecteur  qui  désirera  approfondir  cette 
question , fera  bien  de  lire  la  note  insérée  sur  ce  sujet  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  tome  VI,  page  409,  par 

13 
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M.  Amiot , professeur  de  matliématiqucs  supérieures  au  lycée 
Saint-Louis.) 

n.  La  substitution  des  valeurs  [7],  [8],  [9]  dans  les  équations 
[1].  [2],  [3],  établira  a posteriori  l’exactitude  des  valeurs  de  ces 
inconnues. 


Formation  des  valeurs. 

III.  Les  valeurs  [7],  [8],  [9]  ont  le  môme  dénominateur,  lequel 
ne  se  compose  que  des  coefficients  des  inconnues. 

rouir  composer  ce  dénominateur,  on  prend  d'abord  les  deuxper~ 
mutations  des  lettres  a el  b affectées  des  signes  qu'elles  ont  dans 
h cas  de  deux  inconnues,  savoir  : +ab,  — ba;  on  introduit,  è 
partir  de  la  droite,  la  lettre  c,  successivement  à la  troisième  place, 
à la  deuxième  et  à la  première;  quant  aux  signes,  la  première 
permutation  de  trois  lettres  a le  signe  -f-  ou  le  signe  — , suivant 
qu’elle  est  déduite  de  ab  ou  de  — ba;  pour  les  autres  permuta^ 
lions  on  alterne  les  signes;  enfin,  on  met  un  accent  sur  la  seconde 
lettre,  et  deux  accents  sur  la  troisième  dans  chaque  permutation; 
le  dénominateur  ainsi  formé,  est 

[10]  ab'c"  — ae'b"  -j-  cal>" — ba'c"  -1-  bc'a" — cb'a". 

Pour  obtenir  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  on  échange 
dans  le  dénominateur  commun  les  coefficients  de  cette  inconnue 
contre  les  termes  tout  connus  d,  d',  d". 

IV.  Celte  loi  fort  simple,  qui  a été  établie  pour  la  première 
fois  par  Laplace  , est  générale.  Appliquons-la  aux  quatre  équa- 
tions littérales  suivantes  : 

ax-{-by  -{-cz  -{-du  =e, 
a'x  -\-b'y  -f  c'3  +d'u  =c', 
a"a:  + è"y-l-c"5+d"«=e", 
a^x  + ry  -I-  cTs  + <Tu  = e\ 

Prenons  successivement  chaque  terme  du  polynôme  [10],  et 
laissons  de  côté  les  accents;  dans  chacune  de  ces  permutations 
de  trois  lettres  introduisons  la  lettre  d à toutes  les  places  en 
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commençant  par  la  Jroile  ; conservons  àla  première  permutation 
de  quatre  lettres  le  signe  que  porte  la  permutation  correspon- 
dante de  trois  lettres , et  alternons  ensuite  les  signes,  il  viendra 


-\-abc 

— acb 

+ CÆÔ 

— bac 

-|-  bca 

— cba 

-\-abcd 

— aebd 

-\-eabd 

— bacd 

-j-  bcad 

— cbad 

— abdc 

-\-aedb 

— cadb 

-f-éode 

— beda 

-\-cbda 

-f-odfrc 

— adeb 

-f-cda& 

— bdac 

~1-  bdca 

— cdba 

-—dabc 

-\-dacb 

— dcab 

-\-dbac 

— dbea 

-\-dcba 

Plaçons  l’accent  ' sur  la  seconde  lettre  de  chaque  groupe  ; 
l’accent  " sur  la  troisième , et  l’accent  " sur  la  dernière;  enfin, 
écrivons  sans  interruption  les  groupes  qui  commencent  par  a, 
puis  ceux  qui  commencent  par  b,  et  ainsi  de  suite,  nous  aurons 
définitivement  pour  le  dénominateur  commun  le  polynôme  sui- 
vant composé  de  vingt-quatre  termes  ; 

aVd'd”—ab'd!'<f  -{■  ad’b“c"’—ac’b"d’”-^  (ufi'b"  ^ od'c"6’”-}-ôa'<re'' 

— 6o'c"(T-t-  bt/d'â"—  bd'd'c’’-\-bXd'a’"—  bd^a” -^-cd^cC 
—cdd'b'’-{-cd:d'V—cVd'dr  -f-  cb'(fa”—cd:b"d’  ddd'b" 

— ddb''c'"  -1-  db'd'(r—dc’d'l/’+dc'l/'d’—db'c''a''. 

(Le  lecteur  qui  voudra  connaître  la  démonstration  de  la  géné- 
ralité de  la  loi,  pourra  consulter  l’excellent  Traité  d’ Algèbre  de 
M.  Lefebure  de  Fourcy.) 
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CHAPITRE  V. 

DU  CARACTÈRE  DES  BONNES  VALEIUS  DANS  LA 
RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A PLUSIEURS  INCONTNTES.— DES  SYSTÈMES  ÉQUI- 
VALENTS. 


SOMMAIRE. 

490.  Ce  qu'on  entend  par  une  bonne  valeur  d’une  inconnue  dans  la  réso- 
lution de  deux  équations.  Recherche  du  caractère  d’une  bonne  va- 
leur. JustiBcation  des  méthodes  d’élimination  qui  ont  été  employées 
dans  la  résolution  des  équations.  — 181.  Des  systèmes  équivalents. 
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tèmes. — 105.  Conséquences.  — 104.  Comment  la  méthode  d’élimina- 
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— 105.  Remarques.  Cas  d'exception  qui  sera  plus  tard  l’objet  d’un 
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Du  cr.raclère  des  bonnes  valeurs  dans  la  résolution  des  équations  du  premier 
degré  à plusieurs  inconnues. 

100.  Aclucllcmenl  que  nous  connaissons  le  mécanisme  de 
la  résolulion  des  équations,  entrons  dans  des  discussions  que 
nous  avions  ajournées  pour  ne  pas  Irop  embarrasser  les  com- 
mençants. 

Définition.  Une  bonne  valeur  d’une  inconnue  dans  la  résolu- 
tion de  deux  équations  est  une  valeur  telle  que  prise  avec  une 
valeur  de  l’autre  inconnue,  elle  forme  avec  cette  dernière  une 
solution  des  équations  proposées , c’est-à-dire  un  système  ou  im 
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couple  (le  valeurs;  qui , mises  respectivement  pour  x et  pour  y, 
vérifient  simultanément  les  deux  équations. 

Recherche  du  caractère  d'uoe  bonne  valeur.  . 

Soient  les  éipiations  générales 

[1]  ax-\-byz=c, 

[2]  o'ar-f  &'y=c', 

et  soient  x=  a,  y = p une  solution  de  ces  équations. 

La  substitution  des  valeurs  des  inconnues  donne  les  deux 
identités 

[3]  aa  4~  ^ 

[4]  o'a-|-6'p=c'; 

mais , on  peut  faire  la  substitution  en  deux  fois  : remplaçant 
d’abord  x par  a , il  vient  : 

[5]  aa-l-6y=c, 

[6]  a'a-J-6'y=(;'. 

Les  équations  [5]  cl  [6]  à une  seule  inconnue  y admettent  la 
solution  commune  y=  p , puisque  par  cette  substitution  on  re- 
tombe sur  les  identités  [3]  et  [4];  donc  une  valeur  de  x,  sup- 
posée faire  partie  d'une  solution  des  équations  proposées , jouit 
de  cette  propriété  que  : 

Substituée  dans  ces  équations,  elle  les  transforme  en  deux 
équations  à une  inconnue  y qui  admettent  une  même  valeur  pour 
cette  inconnue. 

Réciproquement,  toute  valeur  de  x = a'  qui  transforme  les 
équations  [1]  et  [2]  en  deux  équations  en  y 

[7]  ai'  -\-by  = c 

[8]  a'u'  -\-b'y  — d 

qui  admettent  une  même  valeur  p'  pour  y,  fournit  avec  cette  va- 
leur P'  une  solution  des  deux  équations  proposées  [1]  et  [2]. 

En  effet , si  on  remplace  y par  p'  dans  les  équations  [7]  et  [8], 
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elles  seront  saüsfailcs.  Mais,  les  deux  équations  [7]  et  [8]  ne 
sont  autre  chose  que  les  équations  proposées  [1]  et  [2]  dans 
lesquelles  on  a remplacé  d’abord  x par  a'  ; donc , c’est  comme 
si  l’on  avait  mis  en  une  seule  fois  a'  pour  x,  et  p'  pour  y dans 
les  équations  proposées  ; ainsi , o'  forme  bien  avec  la  valeur  p' 
une  solution  des  équations  proposées  [1]  et  [2]. 

En  résumé , pour  qu’une  valeur  de  l’une  des  deux  inconnues, 
de  X,  par  exemple,  soit  une  bonne  valeur,  il  faut  et  il  suffit 
qu’elle  soit  déterminée  par  la  condition  que  y ail  la  môme  va- 
leur dans  les  deux  équations  proposées. 

Toute  méthode  qui  exprimera  celte  condition , conduira  à 
une  bonne  valeur  de  ar  qui,  prise  avec  la  valeiu"  tirée  de  l’une 
des  équations  quand  on  y aura  substitué  la  valeur  de  x,  four- 
nira une  solution  des  équations  proposées.  Tel  est  donc  le  ca- 
ractère des  bonnes  solutions  dans  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré  à deux  inconnues. 

Cela  posé , on  peut  exprimer  que  y a la  môme  valeur  dans 
les  équations. 

1“  En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre  après 
les  avoir  multipliées  chacune  de  manière  que  les  coefficients  de 
y soient  égaux  et  de  signes  contraires , ce  qui  n’est  autre  que 
la  méthode  d’élimination  par  réduetion , métliodc  dans  laquelle 
les  termes  en  y ne  disparaissent  que  si  y est  supposé  avoir  la 
môme  valeur  dans  les  deux  équations. 

2'  En  égalant  les  deux  valeurs  de  y tu  ées  de  l’une  et  l’autre 
équation  comme  si  x était  connu , ce  qui  donne  lieu  à la  mé- 
thode par  comparaison. 

3°  En  tirant  la  valeur  de  y de  l’une  des  équations  pour  la 
substituer  dans  l’autre , ce  qui  donne  lieu  à la  méthode  par 
sul)stilution. 

Telle  est  la  justification  des  méthodes  d’élimination  qui  ont 
été  exposées  dans  la  résolution  des  équations. 

Remaboüe.  L’emploi  de  chacune  des  méthodes  d’éhmination 
a conduit  à une  équation  finale  du  premier  degré  à une  incon- 
nue (ar,  par  exemple)  d’où  l’on  a tiré  la  valeur  do  celle  inconnue 
pour  la  substituer  dans  l’une  des  équations  proposées  qui  alors 
a pu  donner  la  valeur  correspondante  pour  y.  De  là  les  consé- 
quences suivantes  : 
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1*  Le  système  des  équations  proposées  peut  être  remplacé 
par  l’une  de  ces  équations  et  par  l’équation  finale. 

2°  Les  deux  équations  proposées  n’admettent  en  général 
qu’une  solution,  puisque  l’équation  finale  en  x,  qui  est  du 
premier  degré  n’admet  en  général  qu’une  valeur  pour  x,  et  que 
cette  valeur  unique  et  déterminée,  transportée  dans  l’une  des 
équations  données , la  transforme  en  une  équation  du  premier 
degré  à une  seule  inconnue  y qui , elle  aussi , n’adinct  en  géné- 
ral qu’une  valeur  pour  y. 

3°  Puisqu’on  général , il  n’y  a qu’une  solution , on  peut  cher- 
cher séparément  la  valeur  de  chaque  inconnue  par  telle  mé- 
thode que  l’on  voudra. 

De  l’équivalence  des  systèmes  d’équations. 

101.  Définition.  Un  système  d’équations  est  dit  équivalent  à un 
autre  système  d’équations,  lorsque  toute  solution  du  premier  sa- 
tisfait au  second,'  et  vice  versa. 

192.  Théorème.  Le  système  k=0,  B=0  de  deux  équations 
du  premier  degré  à deux  inconnues,  est  en  général  équivalent  au 
système  de  deux  autres  équations  obtenues  successivement  par 
l’addition  des  deux  proposées  multipliées  préalablement  par  des 
nombres  quelconques  positifs  ou  négatifs. 

Soient  les  équations 

[1]  A=0 

[2]  B=0, 

dans  lesquelles  tout  a été  passé  dans  les  premiers  membres. 
Multiplions  l’équation  [1]  par  m , et  l’équation  [2]  par  n;  m et  n 
étant  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs;  puis, 
ajoutons  membre  & membre  les  deux  nouvelles  équations, 
il  viendra 

[3]  Afft-|-Bn  = 0; 

Multiplions  ensuite  par  d’autres  nombres  quelconques 
m'  et  n',  et  ajoutons,  nous  aurons 

[4]  Am'-j-Bn'=0. 


Digitized  by  Google 


200 


DU  CARACrtRB  DES  BONNES  VALEURS 


Cela  posé,  tout  couple  de  valeurs  qui  vérifiera  [1]  et  [2]  en 
rendant  nuis  A et  B,  rendra  nul  évidemment  le  premier 
membre  de  l’équation  [3]  et  aussi  le  premier  membre  de  l’é- 
quation [4]. 

Réciproquement , tout  couple  de  valeurs  qui  satisfera  aux 
équations  [3]  et  [4]  annulera  aussi , en  générai,  les  polynômes 
A et  B.  En  effet,  multiplions  [3]  par  n',  [4]  par  — n,  nous 
aurons 

Amn'-f-Bnn'=0 

— Anm' — B/m'  =0; 

ajoutant , il  vient  A{mn' — nm')  — 0 

ce  qm  exige  que  l’on  ait  A =0,  à moins  que  les  nombres  choisis 
ne  remplissent  la  condition  particulière  mn'  — nin'=0,  ce 
qui  n’aura  pas  lieu  en  général. 

On  démontrerait  de  même  que  B=0;  donc  le  système 

(K=0 

IB=0 

est  équivalent  au  système 

f Am  -f-B/t  = 0 
lAm'4-B»’=0 

103.  Conséquence.  Si  l’on  prend,  par  exemple,  w'=l,  n'=0, 
le  système  équivalent  au  système  proposé 

fA  = 0 
lB=0 

devient  (Am  + B/.=0 

( A =0 

104.  Remarque.  La  méthode  d’élimination  par  réduction 
peut  être  regardée  comme  une  application  du  principe  précé- 
dent. 

En  effet , reprenons  les  équations 

[1]  ax-\-by  =e 

[2]  a'x-\-b'y=c' 
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inuIliplioDS  [1]  par  ci,  [2]  par  —a,  et  ajoutons  il  viendra 

[3]  {ab' — 6o')y  = ac' — ca! 

multiplions  ensuite  [1]  par  b',  [2]  par — 6,  et  ajoutons,  nous  au- 
rons 

[4]  {aV  — bd)x  = cV  — bc'. 

Or,  le  système  des  équations  [l]  et  [2]  est  équivalent  au  système 
des  équations  [3]  et  [4] , ce  qui  ramène  la  question  à la  résolu- 
tion de  deux  équatfons , chacune  du  premier  degré  à une  in- 
connue; il  n’y  a donc  qu’une  seule  valeur  pour  y,  une  seule 
valeur  pour  x , et  par  conséquent  qu’une  seule  solution  pour 
les  équations  proposées. 

195.  Remaeques.  I.  Le  seul  cas  qui  fasse  exception  à ce  que 
nous  venons  de  conclure,  est  celui  où  l’on  aurait  ab' — ôo'=0, 
puisque  la  division  parât' — ba'  qu’exige  la  résolution  de  l’équa- 
tion [3]  ou  [4]  est  subordonnée  à l’hypothèse  que  ce  facteur  n’est 
pas  nul  117;  aussi,  ce  cas  sera-t-il  l’objet  d'un  examen  spécial. 

II.  La  justification  de  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés est  renfennée  dans  le  théorème  192;  il  suffit  d’y  faire  n=l, 
n'=  1 et  de  prendre  pour  »i  et  m'  les  valeurs  de  l’indélerminée 
qui , dans  la  méthode  de  Bezoul , annulent  successivement  les 
coefficients  des  inconnues. 

III.  La  conséquence  du  n*  194  nous  apprend  qu’un  système 
d’équations  à deux  inconnues  peut  être  remplacé  par  l’une 
d’elles  et  par  l’équation  que  l’on  obtient  en  éliminant  entre 
elles  l’une  des  deux  inconnues;  donc,  si  entre  deux  équa- 
tions quelconques  on  élimine  une  inconnue  en  les  ajoutant  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  des  nombres  convenable- 
ment choisis  pour  faire  disparaître  cette  inconnue,  la  nouvelle 
équation  ainsi  obtenue,  prise  conjointement  avec  l'une  des  propo- 
sées, forme  un  système  équivalent  à celui  de  ces  équations. 

196.  Cette  dernière  remarque  permet  de  démontrer  l’équi- 
valence du  système  de  n équations  du  premier  degré , avec  le 
système  des  n autre? équations  obtenues,  excepté  une,  par  des 
éliminations  successives , conformément  à la  règle  de  résolu- 
tion énoncée  au  n"  141. 
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Soient , pour  fixer  les  idées,  les  quatre  équations 

[1]  (uc-\-by  -\-cz-\-du=e, 

[2J  eix-\-b'y-\-c'z-\-<ïu  — e\ 

[3]  a"x  + b"y-\-d'z-\-d"u  = c", 

[4]  a'"x-\-b'”y  + c”s-\-d’“u  = e'". 

L’élimination  successive  de  u entre  la  première  de  ces  équa- 
tions et  toutes  les  autres  conduit  à des  équations  de  la  forme 

[5]  fx-\-gy-\-hz=ik, 

[6]  + ÿ’y  + A - = k', 

m . rx+g"y-Vh'z  = y. 

Cela  posé,  le  système  des  équations  [1]  et  [2]  est  équivalent 
au  système  des  équations  [1]  et  [5]  n°  104;  le  système  des  équa- 
tions [1]  et  [3]  est  équivalent  au  système  des  équations  [1]  et 
[6];  le  système  des  équations  [1]  et  [4]  est  équivalent  au  sys- 
tème des  équations  [1]  et  [7];  d’où  il  suit  que  le  système  pro- 
posé est  équivalent  au  système  formé  de  l’équation  [1]  et  des 
équations  [5],  [6],  [7]. 

On  démontrerait  de  môme  que  le  sjstème  des  équations  [5] , 
[6],  [7].  est  équivalent  à un  système  d’équations  de  la  forme 

[5]  fx+gy+hz=k, 

[8]  lx-{-my=p, 

[9]  l'x^m'y=i/-, 

de  même  le  système  des  équations  [8]  et  [9]  est  équivalent  à un 
système  de  Informe 

[8]  te-f-wiy=p, 

[10]  qx  = r\ 

donc,  enfin,  le  système  proposé  est  équivalent  au  système 

[1]  ax-^by-\-ez-\-du=ze, 

[5]  fJ0-\-gy-\-hz=l^ 

[8]  lx-\-my=p, 

[10]  qx=r. 
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La  dernière  ne  renferme  qu’une  inconnue;  ravaiil-dernière 
en  renferme  deux;  la  précédente  trois,  et  enfin  la  première  les 
renferme  toutes. 

197.  CossÉQCENCE.  Vn  système  de  n équations  du  premier  de- 
gré à n ineonnues , admet  en  général  une  solution , et  n‘en  admet 
qu’une. 

198.  Remarque.  Si  par  un  moyen  quelconque  on  déduit 
de  n équations  du  premier  degré  à n inconnues  une  équa- 
tion qui  ne  renferme  qu’une  seule  inconnue , x par  exemple , 
elle  donnera  la  valeur  de  cette  inconnue  ; comme  x ne  peut 
avoir  qu’une  bonne  valeur,  et  que  l’équation  du  premier  degré 
en  X n’a,  eu  général,  qu’une  solution,  il  en  résulte  que  celte 
équation  donnera  la  bonne  valeur  de  x. 

D’après  cela,  toutes  les  méthodes  d'élimination  que  nous 
avons  enseignées  donnent  les  bonnes  valeurs  des  inconnues,  et 
chacune  de  ces  inconnues  pomrait  être  obtenue  par  des  mé- 
thodes différentes. 
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CHAPITRE  VI. 

DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A PLUSIEURS  INCONNUES. 


SOUHAIRE. 

190.  Discussion  des  valeurs  négatives  que  peuvent  fournir  les  équations 
générales  du  premier  degré  à deux  inconnues.  — 200.  Forme  inBnie. 
Forme  indéterminée.  Cas  général.  Aucune  des  quantités  a,  b,  a',  V n’est 
supposée  nulle.  Conséquences  auxquelles  on  arrive.  — 201.  Cas  parti- 
culiers. Conséquences  auxquelles  on  arrive.  — 202.  Examen  du  cas  où 
c = 0 et  (/=  0.  Si  les  équations  sont  indéterminées,  le  rapport  des  incon- 
nues reste  déterminé.  — 205.  Remarque  sur  le  caractère  d’une  solution 
inQoie.  — 204.  Remarque  sur  la  manière  de  faire  entrer  une  condition 
exprimée  par  une  équation.  — 208.  Discussion  des  trois  équations  gé- 
nérales du  premier  degré  à trois  inconnues.  — 206.  Discussion  com- 
plète du  cas  particulier  où  les  équations  ne  renferment  pas  de  termes 
tout  connus.  Si  les  équations  sont  indéterminées,  les  inconnues  conser- 
vent entre  elles  des  rapports  déterminés. 


Des  équations  générales  du  premier  degré  ù deux  inconnues. 

100.  Soient  les  équations  générales 


[1] 

aa:-\-bij  = c. 

[2] 

a'x-\-b'y=c'; 

d’où 

[3] 

cb'—bc' 

^ ab'  — ba" 

[4] 

ac'  — ca' 

ab'  — ba' 

1.  Si  les  numérateurs  tic  ces  fractions  sont  chacun  de  même 
signe  que  le  dénominateur  commun,  les  inconnues  sont  toutes 
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deux  positives  et  ne  présentent  par  conséquent  aucun  em- 
barras. 

II.  Si  l'un  des  numérateurs  est  de  même  signe  que  le  déno- 
minateur commun,  tandis  que  l’autre  numérateur  est  de  signe 
contraire , l’une  des  inconnues  est  positive , et  l'autre  est 
négative. 

III.  Enfin,  si  Icsdeux  numérateurs  ont  chacun  un  signe  difTé- 
rent  de  celui  du  dénominateur,  les  inconnues  sont  toutes  deux 
négatives. 

L’interprétation  des  valeurs  négatives  peut  se  faire  comme 
dans  les  équations  du  premier  degré  à une  seule  inconnue. 

En  effet,  soit  x = a, 

y=-P 

la  solution  des  équations  [1]  et  [2]  ; on  est  assuré,  soit  par  la 
méthode  de  résolution  , soit  par  la  substitution  des  valeurs  [3] 
et  [4]  que  ces  valeurs  satisfont  aux  équations  [1]  et  [2];  on  a 
donc  identiquement 

[5]  aoL  — h^  = c , 

[6]  a' a — ii'p  = c'; 

mais  si,  avant  de  faire  la  substitution,  on  change  le  signe  de  ÿ 
dans  les  équations  proposées,  ces  équations  deviennent 

[7]  ax  — by=c, 

[8]  a'x — b’y=c'\ 

et  admettent , en  vertu  des  identités  [5]  et  [6] , la  solution 

X — <X, 

y=?- 

Ainsi,  lorsque  dans  les  équations  proposées , on  change  le 
signe  de  l’inconnue  pour  laquelle  on  a trouvé  une  valeur  néga- 
tive, on  obtient  un  nouveau  système  d’équations  qui  donne  des 
valeurs  positives  pour  les  inconnues  de  la  question.  Le  change- 
ment du  signe  de  y entraine  le  changement  du  signe  des 
termes  by,  b' y,  or,  ces  fermes  proviennent  de  la  réduction 
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d'autres  termes  en  y qui  se  sont  présentés  directement  dans  la 
mise  du  problème  en  équation , et  qui  changent  tous  de  signe 
avec  y en  même  temps  que  by  ; en  conséquence , si  l'on  prend 
addilivement  ou  soustracüvcment  certaines  quantités  qui,  dans 
l’énoncé  de  la  question,  étaient  prises  soustractivement  ou  addi- 
tivement,  on  fera,  en  général,  changer  l’acception  de  certaines 
quantités , et  l’on  pourra , dans  la  plupart  des  cas , former  un 
énoncé  dont  la  traduction  algébrique  donnera  les  nouvelles 
équations,  de  telle  sorte  que  le  problème  corrélatif  du  problème 
proposé  sera  susceptible  d’une  solution  directe  préalablement 
connue. 

On  raisonnerait  de  môme  à l'égard  d'une  solution  telle  que 
x = — <t, 
y = -p. 

IV.  Si  l'un  des  numérateurs  des  fractions  [3]  et  [4]  s’an- 
nule , ou  bien  si  ces  numérateurs  s’annullent  à la  fois  sans  que 
le  dénominateur  commun  s’évanouisse,  l’une  des  inconnues  ou 
toutes  les  deux  deviennent  nulles , cc  qui , en  général , ne  pré- 
sente aucun  embarras. 

Mais,  comme  nous  l’avons  déjà  observé  au  n°  108,  le  cas  où 
Je  dénominateur  commun  devient  égal  à zéro  mérite  une  atten- 
tion toute  particulière. 

Tel  est  principalement  l’objet  de  la  discussion  suiAnnle  ; 


Forme  inllDie.  — Forme  indéterminée. 

ÎMK).  V.  Cas  général.  Aucune  des  quantités  o,  b , a',  b'  n’est 
supposée  nulle. 

1°  Si  le  dénominateur  commun  est  nul  sans  qu’aucun  numéra- 
teur le  soit , on  a 


[5] 

O 

il 

le 

1 

O 

[6] 

oc'— co'^0. 

m 

cà'  — àc'^0. 
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Dans  ce  cas  les  valeurs  des  inconnues 


[3] 

cb'  — bc' 

® 0 ’ 

[4J 

ad  — ca' 

11 

O 

prennent  chacune,  comme  on  le  voit,  la  forme  — ; donc  clics 
sont  impossibles. 

Pour  introduire  dans  le  problème  la  condition  [5]  résolvons 
cette  équation  de  condition  par  rapport  à b',  et  il  viendra 


substituant  cette  valeur  dans  l’equabon  (éx  + hfy  = c\  on  a 
o'x  + ^y|=c', 

chassant  le  dénominateur,  et  mettant  a'  eu  facteur  commun,  on 
obtient 

[8]  a’{flx-\-by)=acf\ 

mais  en  multipliant  par  o'  les  deux  membres  de  l’équation 
ax-\-by  = c,  on  trouve 

[9]  a'{flX-\-by)=oa'\ 

cela  posé,  l’égalité  des  premiers  membres  des  équations  [8]  et  [9] 
exige  l’égalité  des  seconds  membres;  on  devrait  donc  avoir 
ae' = ca'  ou  oc'  — ca' = O,  ce  qui  est  contraire  à la  condition  [6]. 

En  conséquence,  les  équations  [8]  et  [9]  ne  peuvent  pas 
subsister  simultanément  ; en  d’autres  termes,  ces  équations  sont 
incompatibles,  et  la  même  chose  s’appbque  aux  équations  pro- 
posées d’où  on  les  a tirées. 

2®  Si  la  condition  ac'  — ca'  = O est  remplie , auquel  cas  les 
hypothèses  sont 

[5]  ab'—ba’  = 0, 

[10]  ad  — co'  = 0. 
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Les  équations  [8]  et  [9],  et  par  suite  les  équations  proposées 
[1]  et  [2]  ne  font  plus  qu’une  seule  et  même  équation.  Dans  ce 
cas  les  valeurs  de  x et  de  y sont  indéterminées,  en  ce  sens  qu’en 
attribuant  à l’une  une  valeur  arbitraire,  on  en  déduit  une  va- 
leur correspondante  pour  l’autre , à l’aide  de  l’une  des  équa- 
tions proposées.  Nous  disons,  de  plus,  que  la  valeur  de  x se  pré- 
sente comme  celle  de  y sous  la  forme  indéterminée 

En  effet,  la  relation  [5]  donne 


Substituant  cette  valeur  de  a!  dans  l’équation  de  condition 
[10],  on  a 

a{bcf  — c6')  = 0. 

Or,  par  supposition , a n’est  pas  nul  ; donc , 
bc'  — cb'  = 0\ 

et,  par  suite,  x prend  la  forme  indéterminée 

En  résumé , lorsque  ( dans  le  cas  général  ) le  dénominateur 
s’évanouit,  les  inconnues  se  présentent  toutes  deux,  ou  sous  la 
forme  infinie,  ou  sous  la  forme  indéterminée.  _ 

Dans  le  premier  cas , les  équations  du  problème  sont  incom- 
patibles; dans  le  deuxième,  elles  rentrent  l'une  dans  l’autre, 
et  il  y a une  véritable  indétermination  pour  les  valeurs  des 
inconnues. 

201.  VI.  Cas  PARTICULIERS.  1»  La  démonstration  précédente 
subsiste  encore  avec  scs  conclusions  tant  que  a et  ô ne  sont  pas 
nuis,  quand  bien  mêmeriin  des  coefficients  a',  V ou  tous  deux 
seraient  nuis,  parce  que  l’équation  de  condition  [5]  ne  cesse 
pas  de  pouvoir  être  résolue  par  rapport  à b',  et  aussi  pai-  rap- 
port à a'. 

n en  serait  de  même  si  aucune  des  quantités  a’  et  b’  n’élait 
nulle,  quelles  que  fussent  d’ailleurs  les  valeurs  de  a et  de  b, 
c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  tant  que  l’une  des  équations 
proposées  renferme  à la  fois  les  deux  inconnues. 
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II  faut  donc  examiner  les  cas  où  chacune  des  équations  pro- 
posées ne  renferme  qu’une  seule  inconnue. 

2*  Si  c’est  la  même  inconme  qui  manque,  y,  par  exemple, 
on  a 

é =0, 

b'  = 0- 

ce  qui  entraîne  les  conditions 
[5]  ab'  — ba'  = 0, 

[11]  cb’  — bc'=zO; 

dans  cc  cas  les  équations  [1]  et  [2]  se  réduisent  à 

[12]  ax  =c, 

13]  o'x  = c'; 

et  les  valeurs  des  inconnues  deviennent  x = ^,  y = —7**^'. 

0’  0 

Si  l’on  résout  les  équations  [12]  et  [13],  on  trouve  x = -, 
c'  . . 

x = -,,ce  qui  exige  qu’on  ait  - = -.  ou  ac'  — ca'  = 0. 
a ^ a a 

Si  cette  condition  n’est  pas  remplie , la  valeur  de  y se  pré- 
sente sous  la  forme  de  l’infini , et  en  même  temps  les  équations 

sont  incompatibles , quoique  la  valeur  de  x soit  de  la  forme 

Si,  au  contraire,  la  condition  ac' — ca'  = 0 est  remplie,  la 
Ce* 

valeur  de  x = - = ^ est  déterminée,  quoiqu’elle  se  soit  d’abord 

présentée  sous  la  forme  quant  à la  valeur  de  y qui  ne  se  pré- 
sente plus  sous  la  forme  infinie , mais  bien  sous  la  forme  indé- 
terminée, elle  est  en  réalité  indéterminée,  puisqu’elle  n’entre 
dans  aucune  des  équations  [12]  et  [13],  qui,  par  conséquent, 
admettent  une  infinité  de  solutions. 

3“  Si  ce  n’est  pas  la  môme  inconnue  qui  manque  dans  les 
deux  équations,  cl  que  l’on  ait,  par  exemple , 

b'  = 0. 
a'  = 0, 

14 
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les  équations  proposées  se  réduisent  à 


ttx  = e, 
b'y  = e>\ 

et  les  valeurs  générales  deviennent 

cV 

^-ab'* 


ac' 

y=w 

Pour  que  ces  valeurs  prcscnlent  quelque  chose  de  parlicuüer, 
il  faut , par  exemple,  que  l’on  ait  ab'  —Q,  ce  qui  exige  que  1 on 
ail  au  moins  a = 0 ou  6'  = 0;  mais  alors  les  deux  inconnues 
manquent  en  même  temps  dans  une  môme  équation.  Examinons  ^ 
donc  ce  cas. 

4°  Soient,  par  exemple,  les  hypothèses 
b =0, 
o'  = 0, 
fc'  = 0. 

Les  proposées  se  réduisent  à 

[14]  ax  = c, 

[15]  0 = c', 

0 tuf , 

et  les  valeurs  générales  prennent  la  forme  x — y q. 
L’équation  [14]  donne  a:  = ^,  mais  l’équation  [15]  est  impos- 
sible tant  que  c'  n’est  pas  nul,  et  alors  les  équations  [14]  et  [15] 
sont  incompatibles. 

Si  c'  = 0,  auquel  cas  6=0, 

o'  = 0, 

6'  = 0, 

c'  =0 
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les  équations  [14]  et  [15]  deviennent 


ax  — c, 

0 = 0; 

a;  = ^ est  une  quantité  déterminée , quoique  la  valeur  de  x se 

fût  présentée  d’abord  sous  la  forma  Ce  symbole  tient  ici  à 
la  présence  d’un  facteur  commun.  En  effet,  dans  le  troisième 
cas  on  a trouvé  x — or , on  passe  du  troisième  cas  au 
quatrième  en  ajoutant  l’hypothèse  5'=0;  c’est  donc  ce  facteur 
qui,  en  s’évanouissant,  donne  à a:  la  forme  ^;sion  l’avait  sup- 
primé d’abord , on  aurait  trouvé  » = ^ comme  par  l’équation 
ax=c. 

5°  Si,  toutes  choses  subsistant  conune  dans  le  quatrième  cas, 
le  numérateur  aef  de  y devient  nul  par  révanouissement  de  a, 
ce  qui  donne  à la  fois 

5=0, 
a'  = 0, 

6'  = 0, 

a = 0 

les  proposées  deviennent 

[16]  0 = c, 

[17]  0 = c'; 

et  bien  que  l’on  ail  a;  = 5,  y = 5,  les  équations  [16]  et  [17] 
sont  impossibles , à moins  toutefois  que  l’on  ait 

c =0, 
c'  = 0; 
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les  hypothèses  seraient  alors 

a =0, 

6=0, 
e =0, 
a'  = 0, 

•6'  = 0, 
c'  = 0; 

et  dans  ce  cas  les  valeurs  des  inconnues  seraient  évidemment 
arbitraires  louies  les  deux. 

Remarques.  I.  On  voit,  par  la  discussion  des  équations 
ax-\-  by  = c,  a'x-\-b‘ij  = c',  que  toutes  les  fois  que  la  valeur 
de  l'une  des  inconnues  se  présente  sous  la  forme  de  l'infini , il 
y a impossibilité  de  satisfaire  par  des  valeurs  finies  au  système 
des  équations  proposées , et  qu'il  y a indétermination  quand  les 

valeurs  des  inconnues  se  présentent  toutes  deux  sons  la  forme  5, 

excepté  dans  le  cas  où  les  hypothèses  qui  amènent  cette  forme, 
font  évanouir  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  deux  équa- 
tions, sans  faire  évanouir  à la  fois  les  termes  tout  connus. 

202.  II.  Dans  le  cas  où  les  termes  tout  connus,  c,  c'  s’éva- 
nouissent en  même  temps,  les  valeurs  des  inconnues  deviennent 
milles  en  général  ; mais  si  l’on  a en  même  temps  la  condition 

ab' — ôa'  = 0,  elles  se  présentent  sous  la  forme  Dans  ce  cas 

il  y a indétermination , mais  avec  celte  circonstance  remar- 
quable que  les  valeurs  des  inconnues  consenent  entre  elles  un 
rapport  déterminé. 

En  effet,  les  équations  [1]  et  [2]  qui  se  réduisent  à 
ax-{-  by  = 0, 

(^x-{-  b'y  = 0, 

X b X 

donnent  - = , - = et  comme,  par  hypothèse, 

y « y « II-» 

-=  le  rapport  - est  déterminé. 

O a * ' y 
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III.  Le  seul  cas  dans  lequel  l’une  des  inconnues  se  présentant 

sous  la  forme  g,  l’autre  inconnue  se  présente  sous  une  autre 

forme,  correspond  à celui  où  une  même  inconnue  s’évanouit 
ù la  fois  dans  les  deux  équations,  auquel  cas 


205.  IV.  Nous  avons  dit  que  les  équations  proposées  étaient 
impossibles  lorsque  l’une  des  inconnues  se  présentait  sous  la 

forme  laquelle  correspond  à la  condition  ab'  — ba!  = 0.  Or, 

il  importe  de  faire  une  remarque  sur  le  caractère  essentiel 
d’une  solution  infinie  : le  plus  léger  changement  apporté  dans  la 
valeur  de  l’une  des  quantités  a,  b,  a',  b’  suffit  pour  faire  cesser  im- 
médiatement l'impossibilité  des  équations.  En  effet,  le  symbole  ^ 

sera  remplacé  par  une  fraction  de  la  forme  ^ dont  la  valeur 

finie  est  d’autant  plus  grande  que  N diffère  moins  de  0. 

204.  V.  Il  y a également  une  observation  importante  à si- 
gnaler sur  la  manière  de  faire  entrer  une  condition  représentée  par 
une  équation  entre  certains  nombres  censés  donnés  dans  la  ques- 
tion. A cet  effet,  on  résout  l'équation  de  condition  par  rapport 
h l’imc  des  quanlités  qui  y entrent,  et  on  substitue  la  valeur 
obtenue  dans  l’équation  du  problème  partout  où  se  trouve  cette 
quantité;  on  arrive  ainsi  à un  résultat  où  cette  quantité  n’cnlre 
plus,  et  qui  a lieu  sans  condition  entre  les  quantités  qui  y 
restent.  C’est  ce  qu’on  a fait  dans  la  méthode  du  n”  (200  l»), 

VI.  Nous  avons  trouvé  plusieurs  fois  dans  les  cas  d'impossi- 
bililé  des  équations  que  l’une  des  inconnues  avait  une  valeur 

déterminée,  et  que  l’autrè  prenait  la  forme  ; c’est  donc  l’infin 

qui  indique  dans  ces  questions  leur  véritable  caractère;  par 

conséquent  le  symbole  ^ donne  une  interprétation  plus  sûre 

que  le  symbole 


Digitized  by  Google 


214 


DISCCSSIOS  DBS  ÉQI  ATIOSS  Dü  PBEHIER  DEGRÉ 


Discufsion  des  trois  équations  générales  du  premier  degré  à trois  inconnues. 

205.  I.  Les  équations  générales  du  premier  degré  à trois 
inconnues  sont  : 

+*!/ 

a'x  b'ÿ  + c'z  = d', 
a"x  + b'’y  + crz=d". 

Supposons  que  a:  = a, 

y = P. 

-=T. 

soit  la  solution  des  équations  proposées , et  qu’une  ou  plusieurs 
de  ces  inconnues  ait  une  valeur  négative,  on  en  fera  l'interpré- 
tation comme  dans  le  cas  de  deu.\  équations. 

II.  On  se  laisserait  guider  par  une  fausse  analogie  si,  comme 
dans  le  cas  général  de  deux  équations  à deux  inconnues,  ou 
concluait  sans  examen  préalable  que  les  valeurs  des  inconnues 
deviennent  à la  fois  foutes  infinies  ou  toutes  indéterminées.  En 
effet,  le  dénominateur  commun  de  x,  y et  z, 

D = ab'c"  — ae'b"  -^ca'b"  — ba’c'  -f-  bc'a"  — cb'a" 

peut  s’écrire  de  la  manière  suivante  ; 

D = a(b'c"  — c'b")  + a\cti'  — bc")  -f  (é\bc’  — cV), 

D = Kc'ci'—  a'c”)  4-  bXac"  — a<f)+  b’\ca'  — ac'), 

D = c(a'ô" — 6'o")  4"  c'(éa" — db”)  4~  c'\ab’  — éo'). 

Or,  si  par  suite  d’une  hypothèse  particulière  les  binômes 
b'd'  — c'b"  et  cb"  — 6c"  sont  nuis , ce  qui  entraîne  bc'  — cb'  = 0, 
le  dénominateur  commun  s’évanouit , et  il  en  est  de  même  du 
numérateur  de  x puisque  ce  muncraleur  se  forme  en  changeant 
O,  a',  ci’  en  d,  d',  d".  Quant  aux  numérateurs  de  y et  de  -,  qui 
s’obtiennent  par  des  mutations  de  lettres  analogues  à celles  que 
nous  venons  de  rappeler  pour  x , il  n’y  a aucune  raison  pour 
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qu'ils  prennentla  valeur  O,  à moins  de  faire  de  nouvelles  suppo- 
sitions. En  conséquence , la  valeur  de  x peut  se  présenter  sous 

la  forme  tandis  que  y et  s pourront  prendre  la  fonne  de  — ; 

c’est  précisément  ce  qui  a lieu  dans  l’exemple  suivant  ; lorsque 
lorsque  l’on  a recours  aux  formules  générales  : 

ax-{-by-\-cz=d. 


a!x-\-by-\-  cz\—  d', 
ci'x-^by-\-cs  = cF'f 


m.  Les  valeurs  infinies  trouvées  pour  y et  z,  semblent  indi- 
quer^ que  lëi~éqüâtiôns  prdposéeT  sont  incoiripâliblcT” quellei" 
que  soient  les  valeurs  qu’on  attribue  aux  quantités  a , a',  a",  d , 
d',  if' ; mais  cette  interprétation  serait  fautive.  En  effet , la  partie 
by-\-cz  étant  commune  aux  premiers  membres  des  équations 
ci-dessus,  on  doit  avoir 

by-\-cz  = d~^ax  = d'  — a'x  = d"  — a"x  ; ] 
d'où  . [1]  d — ax  — d'  — a'  a; , 

[2]  [d'  — a'x  = d"  — a"x. 

Or,  ces  deux  équations  sont  généralement  impossibles,  puis- 
qu’une équation  à une  inconnue  suffit  pour  déterminer  cette 
inconnue;  il  en  est  donc  de  mémo  des  équations  proposées  d’où 
on  les  a tirées.  L’impossibilité  des  équations  [1]  et  [2]  cesserait 
si  la  valeur  de  cette  inconnue  était  la  môme  dans  les  deux  équa- 
tions; dans  ce  cas  particulier  x serait  déterminé,  et  les  équa- 
tions proposées  qui  reviennent  à 

by  -{-cz  = d — ax, 

by  cz=d'  — a’x, 

by  ■\-cz  = d!'  — d'x, 

seraient  identiques , puisque  par  hypothèse  les  seconds  mem- 
bres seraient  égaux  entre  eux;  par  suite  x étant  remplacé  par 
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sa  valeur,  on  n’aurait  qu’une  équation  entre  deux  inconnues , 
ce  qui  laisserait  l’une  d’elles  entièrement  arbitraire.  Concluons 
de  là  que  dans  aucun  cas , la  valeur  de  x n’est  indéterminée , 

quoique  l’on  ait  trouvé  x = et  que  y et  ü ne  sont  pas  toujours 

A B 

infinies  quoiqu’on  ait  trouvé  y = - et  a = ^ . 

IV.  Il  pourrait  arriver  qu’un  système  d’équations  fût 
incompatible , quoique  les  inconnues  calculées  d’après  les  for- 
mules générales  se  présentassent  sous  la  forme  c’est  ce  qui 
a lieu  dans  les  équations  suivantes  : 

Exemple  I.  ax  -\-hy  -\-cz  = d, 

ax-\-by  -\-cz  = d!,  j 
ax-\-by-^cz=:  d', 

L’application  des  formules  donne  ® = V = 5» 
cl  cependant  les  équations  sont  évidemment  incompatibles. 

Exemple  U.  [1]  (llar— 8y-f-6a  = 49, 

[•2]  5x— 12y  + 9a=16, 

[.3]  — 20y-f-15s  = 15. 

D’une  part,  l’application  des  formules  donne 

s = 5;  d’autre  part,  la  résolution  directe  des  équations  prouve 

que  ces  équations  sont  incompatibles.  D’ailleurs,  l’élimination 
de  Z entre  [l]  et  [2]  conduit  à x = 5;  cette  valeur,  substituée 
dans  les  équations  les  réduit  à 

Ay  — 3s  — 3, 

Ay  — 3s  = 3, 

Ay  — 3s  = 1 J 

et  sous  cette  forme  l’incompatibilité  est  manifeste. 
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[>] 

x + 9i/  +6z  = 16, 

[2] 

2x  + 3y  + 2s=  7, 

[3] 

3x-l-6y-|-4a  = 13. 

L’application  des 

formules  conduit  à x 

II 

CIO 

II 

oi  O 

II 

OI  O 

mais  résolvons  directement  les  équations  ; 

[1]  et  [2]  donnent 

[4] 

[1]  et  [3]  donnent 

15y  + 10=  = 25, 

[5] 

2ly  + 14=  = 35. 

Éliminant  y entre  ces  deux  dernières , on  trouve  0 = 0,  ce 
qui  prouve  que  ces  deux  équations  sont  indéterminées.  Cher- 
chons la  valeur  de  x : 

[1]  et  [2]  donnent  respectivement  a: 9y  -|- 6s  = 16 

6a:  + 9y-|-6s=2I; 
d’où  x=\. 

Donc  le  système  proposé  admet  une  infinité  de  solutions  dans 
lesquelles  x est  toujours  égal  à l’unité  quoique  1a  formule  ait 

donné  d’abord  ® 

CoNCLCsios.  On  voit  par  ces  exemples  divers  qu’il  y a néces- 
sité de  résoudre  directement  les  équations  lorsque  l’applica- 

A O 

lion  des  formules  générales  conduit  aux  symboles  ^ ou  g pour 
la  valeur  de  l’une  des  inconnues. 

Remabql'e.  Si  les  cas  singuliers  dont  nous  venons  de  parler 
se  présentent  sans  qu’aucune  des  quantités  a,  b,  c,  a',  b',  &,  a", 
V,  c"  soit  nulle  , cela  aura  lieu  , à fortiori , lorsqu’une  ou 
plusieurs  d’entre  elles  viendront  à s’évanouir,  puisque  de 
semblables  particularités  ont  été  remarquées  à l’égard  de  deux 
équations  à deux  inconnues.  Nous  ii’entrcrons  pas  dans  l’exa- 
men de  ces  cas  particuliers  *;  toutefois , nous  examinerons  d’une 

* Le  lecteur  qui  voudra  approfondir  cette  discussion  pourra  consulter  le 
travail  de  M.  Amlot  sur  ce  sujet,  nouvelles  Annales,  tome  VI,  page  409. 


Digitized  by  Google 


218  DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DD  PREMIER  DEGRÉ 

manière  complète , le  cas  important  où  les  termes  indépendant  s 
des  inconnues  sont  nuis  simultanément. 


206.  Soient  donc  les  étiuations 


[1] 

ax by -i- es  = 0 

[2] 

a'x -j-b'y-}-c'z=0 

[3] 

a’'x+bt'y+c"z=0; 

D étant  le  dénominateur  commun , on  a 


en  conséquence,  a:  = 0,y=0,  z=0  est  la  solution  unique 
des  équations  proposées. 

Si , par  suite  d’une  hypothèse  particulière , le  dénominafenr 

D devient  égal  à 0,  les  inconnues  ppcnuent  chacune  la  forme  5. 

Nous  allons  faire  voir  qu’ici  le  système  des  équations  [1],  [2],  [3] 
est  réellement  indéterminé,  et  qu’il  offre  de  plus  cette  cir- 
constance remarquable  que  les  valeurs  des  inconnues  conservent 
(astre  elles  des  rapports  déterminés. 

En  effet,  on  peut  résoudre  les  équations  [1]  et  [2]  comme 
deux  équations  à deux  inconnues  x et  y,  en  les  mettant  sous  la 
forme 


[fl 

[6] 

d’où  l’on  tire 


[6] 


ax-\-by=—ez, 
n'a;  4-  b'y=. — c'z; 


bc'  — cb'  _ 
ab'  — 6a' 


[7] 


ca'  — ac' 
^~a6'— 6a'"‘ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  [3],  on  fait  reparaître 
le  dénominateur  commun  D,  en  sorte  que,  réduction  faite,  il 
vient 

[8]  aXD  = 0. 
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On  peut  donc  substituer  aux  équations  [1],  [2],  [31  les  équa- 
tions [6],  [7],  [8].  Cela  posé,  pour  que  l’équation  5XD  = 0 
soit  satisfaite,  il  faut  avoir  s = 0 ou  D = 0. 

Si  3=0,  les  équations  [6]  et  [7]  donnent  a:=0,  y=0,  en 
sorte  que  la  solution  unique  des  équations  [1],  [2],  [3]  esta;  = 0, 
y = 0,  3 = 0,  résultat  conforme  à ce  qui  a déjà  été  dit. 

Mais  si  D = 0,  l’équation  [8]  est  vraie  quel  que  soit  z ; alors  on 
pourra  prendre  pour  z telle  valeur  que  l’on  voudra,  et  les  équa- 
tions [6]  et  [7]  donneront  pour  x et  pour  y les  valeurs  corres- 
pondantes ; il  y a donc  unevéritablc  indétermination,  et  comme 
les  équations  [6]  et  [7]  donnent 

X bc'  — cb' 

z ab' — ba'* 

y ca'  — ac' 

z~ab'  — ba'' 

on  en  conclut  que  les  rapports  des  deux  inconnues  à l’inconnue 
arbitraire,  ont  des  valeurs  parfaitement  déterminées. 

Remarque.  Le  raisonnement  précédent  suppose  que  le  déno- 
minateur ab' — ba'  n’est  pas  nul  dans  les  équations  [6]  et  [7]. 

Si  l’on  avait  ab'  — 6o'=0,  sans  que  l’on  eût  ab"  — 6a”  = 0, 
on  cbercherait  les  valeurs  de  x et  de  y en  3 , à l’aide  des  équa- 
tions [1]  et  [3];  mais,  si  l’on  avait  ab"  — ba"—0,  en  môme 
temps  que  al/ — 6a' = 0,  on  ne  pourrait  pas  recourir  au  système 
des  équations  [2]  et  [3],  parce  que  les  conditions  ab' — 6a'=0, 
ab" — ba"  = 0,  entrainent  généralement  a’6"  — b’a"  = 0. 11  nous 
reste  donc  à examiner  les  hypothèses  suivantes  : 

ab’  — 6a' = 0, 

ab"—ba"  = 0, 

a'6”— 6'a”=0.  ' 

La  première  condition  donne 

0'  6' 
a 6 

q désignant  le  rapport  commun  ; par  suite,  a'  = aq,  b'=bq. 
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La  seconde  condition  donne 
a“  b" 

â=ër=«’ 

d’où  a"  = flÿ»  = bq' . 

Remplaçant  a',  b',  a"  et  b”  par  leurs  valeurs  les  équations 
[1]  [2]  [3]  deviennent 


[1] 

[9] 

110] 


ç(ax  + &ÿ)-}-c'5=0, 
q\ax  + by)  -|-  é'z  — 0. 


Multipliant  d’abord  par  q,  et  ensuite  par  g',  les  deux  mem- 
bres de  l’équation  [i],  on  obtient  les  deux  nouvelles  équations 


[11] 

[12] 


q{ax-\-by)-{-\qcz  = 0, 
q\ax  -j-  by)  -f  q'cz  =0. 


f^La  comparaison  des  équations  [9]  et  [il],  à cause  de  la  partie 
commune  g(oa  -j-  by)  exige  que  l’on  ait 


ou 


cz=  eqz, 
(c' — cq)z  = 0. 


Semblablement , la  comparaison  des  équations  [10]  et  [t2] 
exige  que  l’on  ait 

d'z—c^z, 

ou  (c"  — egO*  = 0. 

Si  l'on  n’a  pas  en  même  temps 

c'  = cq, 
c =cq, 

il  faut  que  s = 0;  pour  z=0,  les  équations  [1],  [9],  [10] 
reviennent  toutes  en  général  à 


«X  -}-  = 0 ; 
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donc  elles  sont  indéterminées,  mais  le  rapport  - = — - a une 

valeur  déterminée. 

Si,  au  contraire,  on  a à la  fois 

c'  = cq 

d'=cq\ 

les  équations  [1],  [9],  [10]  deviennent 
> 

ax  ■\-by-\~cz=:0,  ' 

q[ax  4-  fty  + Ci)  = 0, 
q'{ax  + = 9 ; 

et  toutes  sont  satisfaites  quand  la  première  est  ellc-méme  satis- 
faite , d’où  il  résulte  que  l'on  peut  se  donner  arbitrairement  les 
valeurs  de  deux  inconnues  et  calculer  la  troisième.  Dans  ce  cas 
il  est  évident  qu’il  n’y  a plus  de  rapport  obligé  entre  les  valeurs 
des  inconnues. 
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CHAPITRE  VII. 

I 

DISCUSSION  DIRECTE  DES  SYSTÈMES  D’ÉQÜATIOXS 
DU  PREMIER  DEGRÉ.  — CAS  OU  LE  NOMBRE  DES 
ÉQUATIONS  N’EST  PAS  LE  MÊME  QUE  CELUI  DES 
L\COXx\UES.  — CAS  OU  PLUSIEURS  INCONNUES 
DISP.1RAISSENT  A LA  FOIS  DANS  L’ÉLDfLNATION 
DE  L’UNE  D’ELLES.  — REMARQUES  RELATIVES  A 
LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  QUI  CHACUNE 
NT  RENFERMEN’T  PAS  TOUTES  LES  INCONNUES. 


SOMHÂtRl. 

207.  Rappeler  la  composition  des  n équations  du  premier  degré  qui  forment 
un  système  équivalent  à celui  de  n équations  du  premier  degré  à n in- 
connues. — ‘ 208.  Moyen  de  résoudre  n-|-m  équations  du  premier  degré 
entre  n inconnues.  — 209.  Moyen  de  résoudre  n équations  du  premier 
degré  entre  n-j-m  inconnues.  Résumé  de  ce  qui  précède , selon  que  le 
système  des  équations  est  déterminé,  plus  que  déterminé  ou  indéter- 
miné. — 210.  Cas  particuliers.  On  suppose  que  l’élimination  d’une 
inconnue  en  fasse  disparaître  en  même  temps  quelque  autre.  — 211 . Con- 
séquence relative  à n équations  entre  n inconnues.  — 212.  Conséquence 
relative  à n -f- équations  àn  inconnues.  — 213.  Conséquence  relative 
à n équations  à n -f- m inconnues.  — 214.  Des  équations  do  conditions 
dans  la  résolution  de  n-j-m  équations  à n inconnues.  Exemples.  — 
213.  Des  équations  qui  ne  renferment  pas  toutes  les  inconnues.  Exem- 
ples. --  216.  Exerdees. 


Des  équations  dont  le  nombre  diffère  de  celui  des  inconnues. 

207.  Nous  avons  appris  à résoudre  n équations  du  premier 
degré  à n inconnues,  et  nous  avons  vu  que  k:  système  proposé 
SC  ramène  en  général  à celui  de  n équations  dont  la  première 
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renferme  les  n ineonnues  ; la  seconde  une  inconnue  de  moins  , 
la  troisième  deux  inconnues  de  moins, et  enfin,  la  der- 

nière une  seule  inconnue. 

Le  système  des  valeurs  des  inconnues  fournies  par  les 
n équations  est  en  général  déterminé,  c’est-à-dire  que  les  équa- 
tions admettent  une  solution  et  n’en  admettent  qu’une.  Mais  il 
peut  an-iver  que  le  nombre  des  équations  diffère  de  celui  des 
inconnues  ; tel  est  l’objet  de  la  discussion  qui  va  nous  occuper. 

208.  Soient  n -j-  m équations  numériques  du  premier  degré 
entre  n inconnues. 

En  général , on  pourra  trouver  avec  n de  ces  équations  les  » 
inconnues,  et  pour  qu’elles  forment  une  solution  des  équations 
proposées,  il  faudra  que  les  valeurs  trouvées  étant  substituées 
dans  les  ta  autres  équations,  les  vérifient  toutes.  Si  ces  condi- 
tions sont  remplies , le  système  proposé  est  susceptible  d’une 
solution  unique  et  déterminée;  si  au  contraire  elles  ne  sont  pas 
remplies,  le  système  proposé  est  impossible. 

En  conséquence,  n -J-  ta  équations  du  premier  degré  à n in- 
connues, forment  un  système  plus  que  déterminé  en  général 
impossible. 

Remarques.  I.  Si  le  système  est  impossible,  les  n valeurs  'des 
inconnues  substituées  dans  les  ta  équations  les  ramèneront 
chacune  à la  forme  0=N  après  qu’on  aura  tout  fait  passer  dans 
le  second  membre.  Si  au  contraire  le  système  est  possible,  les 
n valeurs  substituées  dans  les  m équations  les  ramèneront  cha- 
cune à la  forme  0=0. 

II.  D’après  la  méthode  précédente,  on  résout  n-fw  équa- 
tions entre  n inconnues,  en  déterminant  d’abord  les  valeurs 
de  CCS  n inconnues,  pour  ensuite  les  substituer  dans  les 
m équations  d’abord  laissées  de  côté  ; au  lieu  de  cela , il  est  bon 
de  remarquer  que  l’on  peut  d’abord  éliminer  les  « inconnues 
entre  les  n-\-m  équations,  auquel' cas  il  restera  inéquations 
qui  seront , en  général,  de  la  foi-me  0=N  et  de  la  forme  0=0, 
en  particulier. 

' 200.  Soient  actuellement  n équations  entre  n -f  «e  inconnues. 
On  pourra  commencer  par  assigner  des  valeurs  arbitraires  à m 
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des  inconnues , après  quoi  il  restera  à résoudre  n équations 
entre  n inconnues , ce  qui  donnera , en  général , une  solution 
du  système  proposé:  comme  d’ailleurs  on  peut  donner  d’autres 
valeurs  aux  m inconnues , on  pourra  obtenir  autant  de  solutions 
qu’on  voudra , qui  différeront  au  moins  par  quelques-unes  des 
valeurs  arbitrairement  choisies. 

En  conséquence , n équations  entre  n+m  inconnues  forment 
un  système  qui,  en  général,  admet  une  infinité  de  solutions, 
et  qui  par  conséquent  est  indéterminé. 

Remarque.  Au  lieu  de  commencer  par  résoudre  n équations  à 
n inconnues,  on  peut  éliminer  entre  les  n équations  n — 1 in- 
connues , ce  qui  conduira  à une  seule  équation  entre  m-{-\ 
inconnues,  dont  tn  par  conséquent  seront  arbitraires. 

Remarque.  Ainsi , en  général , un  système  est  déterminé,  plus 
que  déterminé,  ou  indéterminé,  suivant  qu’il  y a autant , plus  ou 
moins  d’équations  que  d’inconnues. 

210.  Cas  particuliers.  Lorsque  dans  un  système  déter- 
miné on  fait  l'élimination  d’une  inconnue  entre  l’ime  des  équa- 
tions, la  première  , par  exemple,  et  toutes  les  autres,  on  a un 
système  de  n — 1 équations  qui  ne  renferme  plus  l’inconnue 
éliminée;  mais  il  peut  arriver  qu’une  autre  inconnue ‘dispa- 
raisse en  même  temps  ; il  en  résulte  alors  des  paidicularités  qu’il 
convient  d’étudier. 

1®  Soit,  pour  fixer  les  idées,  un  système  [A]  de  quatre  équa- 
tions à quatre  inconnues , dans  lesquelles  les  cocfficients  sont 
censés  des  nombres  donnés. 

f[l]  ax-{-by  -j-cs  -\-dt  =e, 

[2]  a’x+b'ij  -\-c'z  -f-d'i  =e', 

[3]  a"x  -f-  b"y  -f  c"z  -f-  d"t  = é' , 

[4]  o’’a:-t-6'’y-}-c"s-f 

L’élimination  de  l’une  des  inconnues,  de  t par  exemple, 
entre  la  première  équation  et  chacune  des  autres  conduira  à 
trois  équations  à trois  inconnues,*,  y,  z,  qui,  avec  l’équa- 
tion [1],  formeront  un  système  équivalent  au  proposé,  en  sorte 
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que  ce  système  sera  identiquement  remplacé  par  un  autre  [B] 
de  la  fonne 

f[l]  ax-\-bij  -\-cz  -\-dt=-e, 

[5]  * fx  + gy -\-hz=k, 

[6]  rx  + g'y-\-h!zx=h, 

[7]  rx+g''y  + h'z=k'. 


L’élimination  de  z entre  l’équation  [5]  et  les  deux  équations 
[6]  et  [7]  donne  deux  équations  en  a:  et  y qui  avec  l’équation  [5] 
représentent  le  système  de  ces  trois  équations  ; en  sorte  que  le 
système  proposé  peut  être  remplacé  par 

Î[l]  ax-\-by-\-cz-\-dt  = e 
[5] 

[8]  lx+pij=q, 

[9]  Vx+p’y  = q'. 

Éliminant  de  môme  y entre  les  équations  [8]  et  [9],  on  aura 
enfin  : 


[D] 


( [1] 

) [5] 

/ [8] 

\ [10] 


ax  + 5y  + CS  = c , 
fx  + gy  + hz  = k, 
/x  + py  = y, 
yx  = 5. 


Cela  posé,  tant  qu’on  pourra  arriver  à un  système  de  la 
forme  [D],  ce  système  et  tous  les  précédents,  [C],  [B],  [A],  se- 
ront déterminés  ; mais,  il  peut  arriver  que  l’élimination  d’une 
inconnue  entraîne  en  même  temps  l’élimination  d’une  autre  ; 
par  exemple , l’élimination  de  t peut  entraîner  en  même  temps 
celle  de  s ; dans  ce  cas  le  système  [B]  serait  remplacé  par  un 
système  [B^  de  la  forme 

’ [1]  ax-\-hy-\-  cz-^dt  = e 

rjjn  fx-\-gy  = k, 

^ ^ [12]  f’x+g'y=k, 

l [13]  r'x+{/'y=k'. 

Le  groupe  des  équations  [11],  [12],  [13],  considéré  iso- 

lément, donne  lieu  en  général  à un  système  plus  que  déterminé 

15 
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et  impossible  ; il  en  est  donc  de  même  du  système  proposé  [A] 
à cause  de  l’équivalence  des  sysièmes. 

Or,  on  reconnaîtra  l’impossibilité  des  équations  [11],  [12], 
[13]  en  substituant  les  valeurs  de  a;  et  de  y tirées  des  équations 

[11]  et  [12]  dans  l’équation  [13]  qui  alors  prendra  la  forme 
O = N;  mais  si  elle  prenait  la  forme  0=0,  les  équations  [11], 

[12] ,  [13]  donneraient  un  système  de  valeurs  de  x et  y qui, 
substituées  dans  l’équation  [1] , la  transformeraient  en  une 
équation  à deux  inconnues  2 et  qui  par  conséquent  seraient 
indéterminées. 

Nous  devons  encore  remarquer  que  l’impossibilité  ou  l'indé- 
termination peut  se  manifester  par  le  fait  seul  de  la  résolution 
des  équations  [1 1]  et  [12]  si  l’élimination  de  y fait  disparaître  en 
même  temps  l’autre  inconnue  x , ce  qui  donne  alors  0 = N,  ou 
0=0.  Dans  le  premier  cas , l’impossibilité  est  manifeste  et 
arrête  tout  calcul  ; dans  le  second  cas , au  contraire , les  équa- 
tions [11]  et  [12]  rentrant  l’une  dans  l’autre,  il  est  nécessaire 
de  combiner  l’une  d’elles  avec  l’équation  [13] , et  l’cn  pourra 
encore  trouver  0 = N,  ou  0 = 0. 

On  raisonnerait  de  même  sur  les  autres  systèmes  [B] , [C] , [D]. 

211.  En  résumé,  si  dans  la  résolution  de  n équations  à n in- 
connues, l’élimination  de  Vune  de  ces  inconnues  amène  en  même 
temps  l’élimination  de  quelque  autre,  le  système  est  impossible  ou 
indéterminé. 

2*  Si  l’on  a n-\-m  équations  à n inconnues,  on  résoudra  n équa- 
tions à n inconnues,  après  quoi  on  examinera  si  les  valeurs  trou- 
Tées  satisfont  aux  m équations  qui  auront  été  laissées  de  côté. 

Mats  il  peut  arriver  qu’en  éliminant  une  inconnue  entre  les  n 
équations,  plusieurs  inconnues  disparaissent  en  même  temps. 

Soiait,  pour  fixer  les  idées,  4-f2  équations  à quatre  inconnues 


[1]  ox-féy-4-cs  -\-dt  =c, 

[2]  a!x  -f  b'y  -j-  c'a  -f-  d't  = c', 

[3]  cl-x  + b"y  -f  d'z  -f  drt  = c", 

[4]  cTx  -I-  h’y  c”z  -f  drt  = c"’, 

[5]  a^x-\-bf'y-\-<^z-\-d"t=e", 

[6]  a^x  -|-é’y-flc’2-f-d’#=^. 
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les  quatre  équations  [1] , [2] , [3] , [4] , senriront  à trouver 
les  valeurs  de  x,  y,  2,  t,  et  on  les  substituera  dans  les  équa- 
tions [5]  et  [6].  Si  elles  sont  vérifiées,  le  système  proposé  est 
possible  et  n'admet  en  général  qu'une  solution;  dans  le  cas 
contraire,  il  est  impossible. 

Hais  il  peut  arriver  que , dans  la  résolution  des  équations  [1] , 
l^]>  [3],  [4],  l'élimination  de  t entraîne  par  exemple  celle  de  2; 
le  système  proposé  serait  alors  représenté  par  un  système  de  la 


forme 

[1] 

ax -f- by cz -j- dt  =e. 

[7] 

fx-\-gy  =h, 

[81 

f'x+g'y=^\ 

[9] 

rx  + sry  = h'\ 

En  vertu  du  n"  211  ce  système  est  impossible  ou  indéterminé; 
dans  le  premier  cas,  le  système  lui-mème  des  équations  pro- 
posées est  impossible;  dans  le  deuxième  cas,  on  fera  concou- 
rir à l’élimination  une  équation  de  plus,  [5]  par  exemple;  si 
alors  on  a im  système  déterminé , on  en  tirera  les  valeurs  des 
inconnues  et  on  les  substituera  dans  l'équation  [6]  pour  voir  si 
le  système  est  possible  ou  impossible  ; si  le  système  était  encore 
indéterminé  en  prenant  l'équation  [5] , il  faudrait  prendre  aussi 
l’équation  [6];  et  si  même  avec  cette  équation  le  système  était 
in^terminé,  il  est  clair  qu’il  en  serait  de  même  du  système  pro- 
posé , puisqu’on  aurait  épuisé  toutes  les  équations  de  ce  système. 

212.  En  résumé,  un  système  ds  n-f  m équations  à n incon~ 
nues,  peut  être  déterminé,  ou  même  indéterminé. 

3“  Si  l’on  a » équations  entre  n -f®  inconnues,  le  système 
admettra  en  général  une  infinité  de  solutions,  mais  il  pourra 
arriver  que  le  système  soit  impossible  ; dans  aucun  cas  il  ne  sera 
déterminé. 

En  effet,  soient,  pour  fixer  les  idées,  4 équations  entre  4-f  1 
inconnues 

[1]  ar-|-éy-j-cs-f-dt-j-eu=/', 

[2]  fl'* -j-yy-}- c'a-}- «fl -f- «'«=/■', 

[3]  crx  + b^y  + e^z  + d"t+é'u=^', 

[4]  fl**-|-é>-fc^2-f 
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On  pourra  éliminer  une  des  inconnues  u,  par  exemple,  entre 
ces  quatre  équations , et  l’on  arrivera  ainsi  à un  second  svs- 
tème  [B] formé  de  l’une  des  proposées  [i],  par  exemple,  et  de 
trois  autres  équations  en  x,y,zci  t.  En  éliminant  t entre  ces 
trois  dernières  on  aima  un  troisième  système  [C]  formé  de  l’é- 
quation [1]  en  X,  y,  e,t,u\  de  l’une  des  équations  du  système  [B] 
pn  X,  y,  Z,  t et  de  deux  équations  en  x,  y,  s.  Eliminant  s entre 
ces  deux  dernières  on  aura  un  quatrième  système  [D]  de  la 


forme 

[1] 

ax-\-hy-\-cz-\-dt  -\-eu=f. 

[5] 

gx-\-hy-\-iz-\-jt=k. 

[6] 

lx-\-  my  -\-nz=p. 

[7] 

qx-\-ryz=is. 

L’équation  [7]  renfermant  deux  inconnues,  on  pourra  donner 
à l’une  d'elles,  y,  par  exemple,  une  valeur  arbitraire;  par  suite 
X sera  connu  ; l’équation  [6]  fera  connaître  s ; de  l’équation  [5] 
on  tirera (0  et  enfin,  de  l’équation  [1]  on  tirera  m,  ce  qui  prouve 
que , en  général , le  système  proposé  est  indéterminé. 

Mais  si , par  exemple , l’élimination  de  u entre  les  équations 
proposées  entraînait  celle  de  t,'  on  aurait  alors  un  second  sys- 
tème [B']  formé  de  l’équation  [1],  par  exemple,  et  de  trois  équa- 
tions en  X,  y,  Z.  Ces  trois  équations  en  général  n’ont  qu’une 
solution  ; après  avoir  substitué  les  valeurs  de  x,  y,  z dans  l’cqua- 
lion  [1]  on  obtient  une  équation  en  < et  « , auquel  cas  l’une  de 
ces  inconnues  est  arbitraire  ; par  suite,  le  système  [A]  est  indé- 
terminé quoique  dans  chaque  solution  ,x,  y,  z conservent  une 
valeur  constante. 

Si  l’élimination  de  u entraînait  celle  de  ji  et  de  f,  on  obtien- 
drait un  système  [C  ] formé  de  l’équation  [t]  et  de  trois  équa- 
tions en  xc\y,  deux  de  ces  équations  feraient  connaître  x et  y ; 
leurs  valeurs  étant  portées  dans  la  troisième , il  pourrait  arriver 
qu’elle  ne  fût  pas  vérifiée;  dans  ce  cas,  le  système  [A]  serait 
impossible;  si  au  contraire  elle  était  vérifiée,  les  valeurs  dex 
et  y sulistituées  dans  [1]  réduiraient  cette  équation  à trois  in- 
connues seulement  z,  t,  «,  dont  deux  seraient  indéterminées. 

215.  En  résumé,  un  système  de  n équations  à n'-f-m  inconnues 
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est  en  général  indéterminé , peut  être  impossible,  et  jamais  déter- 
miné. 


Des  équations  de  condition. 

214.  La  résolution  den-|-m  équationsà  n inconnues,  donne 
lieu  à des  équations  de  condition. 

Soient , par  exemple , les  équations 

ax  -\-by  =c , 

. a'x  + b'y  = c', 

al'x  + b"  y = c", 
crx-J(-b’’y  = c'' 

en  tirant  les  valeurs  de  x et  de  y des  deux  premières  équations 
et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  dernières , ou  aura  : 

[1]  d'ich' — bc')  + b’Xac'  — ca')  — c"(aé'—  ba')  = 0 , 

[2]  a’’{eb'—bc')-{-  b\ac' — ea’)—é"(ab' —ba^  = 0. 

Ces  deux  équations  de  condition  "expriment  les  relations  né- 
cessaires et  suffisantes  que  doivent  avoir  entre  elles  les  quan- 
tités O,  b,  c,  a',  b',  c',  o",  ô",  é',  a",  6”,  c*,'  pour  que  les  équa- 
tions proposées  admettent  une  solution. 


Des  équations  qui  ne  renferment  pas  toutes  les  inconnues. 

218.  La  règle  du  n“  141  pour  résoudre  n équations  à « in- 
connues , est  applicable  au  cas  où  les  inconnues  n’entrent  pas 
toutes  dans  les  équations  ; toutefois , quelques  observations  à 
cet  égard  ne  seront  pas  inutiles. 

» 

Exemple.  I.  Soient  les  équations 


[1] 

ax-\-by=: 

[2] 

o'x-f-d<  = 

[3] 

à'x-\-d’t  = 

W 

c’’z  + d”t  = 
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Les  équations  [-2]  et  [3]  renfermant  les  demi  mêmes  incon- 
nues Z et  f,  on  commencera  par  les  résoudre.  Soient  x = o»  et 
<=n;  substituant  dans  [1]  la  valeur  de  x on  en  déduira  immé- 
diatement la  valeur  de  y;  soity=p;  enfin  remplaçant  t par  sa 
valeur  dans  [4]  on  connaîtra  z et  le  système  proposé  sera  résolu. 

On  voit  donc  que  si  dans  le  système  proposé  on  peut  trouver 
un  groupe  d’équations  qui  renferment  les  inconnues  en 
nombre  pai’eil  à celui  de  ces  équations  sans  renfermer  les 
autres  inconnues , on  peut  résoudre  ce  groupe  d’équations 
comme  un  système  séparé  ; après  quoi  on  substituera  les  valeurs 
de  ces  inconnues  dans  les  autres  équations,  ce  qui.donnera  im 
nouveau  groupe  d'équations  à résoudre. 

Exemple  11.  [1]  ax  + by  -fc5  =c, 


[2] 

a!x  —e\ 

[3] 

h' y -\-æt  =e". 

[fl 

b"y+<fz=^. 

Ici  les  inconnues  f et  s n’entrent  chacune  que  dans  deux 
équations;  on  éliminera  z entre  [1]  et  [4],  et  l’on  aura  ainsi 
une  équation  entre  x et  y ; on  éliminera  t entre  [2]  et  [3]  ce  qui 
Iburnira  une  deuxième  équation  entre  x et  y;  on  calculera  x 
et  y à l’aide  de  ces  deux  équations;  on  tirera  de  [2]  ou  de  [3] 
la  valeur  de  t après  avoir  substitué  la  valeur  de  x ou  de  y ; 
enfin  l’équation  [4J  donnera  z après  qu’on  y aura  remplacé  y 
par  sa  valeur. 

Ainsi,  lorsque  dans  le  système  proposé  il  n’y  a pas  d’équa- 
tions dans  lesquelles  entrent  toutes  à la  fois  quelques-unes  des 
inconnues , on  commence  pai-  éliminer  l’une  de  celles  qui  en- 
trent le  plus  petit  nombre  de  fois  dans  ces  équations,  après  quoi 
le  calcul  ne  présente  plus  de  difficultés. 


Exemple  III. 

[1]  ax  -\-by  =e, 

[2] 

a'x  -J-d7  =e'. 

[3] 

a“z 

[fl 

a"x  + c”z  = e'’. 
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Ici  y n’entrc  que  dans  l’équation  [1]  ; laissant  de  côté  cette 
é(iuation , on  aura  un  système  de  trois  équations  à trois  in- 
connues. 

Éliminant  t entre  [2]  et  [3],  on  aura  une  équation  en  x et 
en  s,  qui,  avec  l’équation  [4],  déterminera  ces  deux  inconnues. 
Substituant  la  valeur  de  x dans  l’équation  [t],  on  en  déduira 
celle  de  y. 

Ainsi,  lorsqu’une  inconnue  n’entrera  que  dans  une  seule 
équation , on  la  laissera  d’abord  de  côté  pour  résoudre  les  au- 
tres équations,  après  quoi  la  substitution  fera  trouver  la  valeur 
de  la  dernière  inconnue. 

Nous  engageons  les  élèves  à mettre  en  nombres  les  équations 
littérales  que  nous  venons  de  résoudre.  Ils  pourront , par 
exemple,  se  donner  les  inconnues  et  leurs  coeCficicnts , cher- 
cher les  termes  tout  connus  par  les  équations;  et  enfin  résoudra 
le  système  ainsi  préparé. 

Voici,  au  reste,  quelques  exemples  qui  conduisent  à une 
très-prompte  résolution. 


£1] 

a: -l-v= 75053,54, 

£2] 

y -fl»  = 61600,72, 

£3] 

y -fv  = 66526,64, 

[4] 

a; + 5 = 61279,53, 

£5] 

« + « = 40782,55. 

Prenons  les  équations  [1],  [2],  [3]  et  la  différence  des  deux 
dernières,  afin  d’éliminer  s. 


[1]  = 75063,54, 

[2]  y -fM  = 61600,72, 

[3]  y -f-D  = 66526,64, 

£6]  »— m = 20497,98. 

Ajoutons  [2]  et  [6]. 

£1]  a; -|-v= 75053,54, 

£2]  y-t-v= 66526,64, 

£7]  y -h<c=  82098,70. 
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Faisant  la  différence  des  équations  [2]  et  [7]. 


[1] 

x-f  11  = 73053,54, 

[8] 

a:  — 11=16372,06. 

On  retombe  sur  un  système  d’équations  pour  la  résolution 
duquel  on  a formulé  une  règle  pratique.  Les  inconnues  x et  t- 
une  fois  calculées , le  reste  s'achève  sans  difficulté. 

Les  équations  proposées  répondent  au  problème  de  la  règle 
de  société  dans  le  cas  où  les  mises  des  cinq  associés  ne  sont 
connues  que  deux  à deux. 

Résoudre  les  équations 


[1] 

1+1=1 
y o’ 

' 

[2] 

1 + 1-1 

[8] 

1,1  1 

y 

Retranchant  la  deuxième  équation  de  la  première,  on  sera 

encore 

ramené  à trouver  deux  quantités 

connaissant  leur 

somme  cl  leur  différence. 

Les  valeurs  des  inconnues  sont 

iahe  labc 

2abc 

X 

ac-\-bc — a6’  ^ a5+6c — ac'  “ 

~ a6+ac — bc' 

Résoudre  les  équations 

[1] 

«+y+-+<+«=ff. 

[2] 

a:  + y+3+M+v  = 5, 

[3] 

aj  + y+s  + f + ti=c, 

[4] 

X + y +«,+  < + ti  = d. 

[5] 

a;+s+M  + < + ii  = e, 

[6] 

y +a  + «+ < + «=/'. 
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De  la  première  ôtons  successivement  cbacune  des  autres,  cl 
il  viendra 


[7] 

i — v=a  — b, 

[8] 

U — v==a — e. 

• 

[9] 

Z — i;  = a — d, 

. 

[10] 

y — v — a — e. 

[11] 

X — v = a — f. 

• De  ces  cinq  équations  on  tirera  les  valeurs  de  t,  u,  z,y,  x; 
puis,  substituant  ces  valeurs  dans  [1],  on  aura  une  équation  du 
premier  degré  à une  seule  inconnue  v ; cette  inconnue  une  fois 
trouvée,  on  la  substituera  dans  les  équations  [7],  [8],  [9], 
[10]  et  [11],  et  les  équations  seront  résolues. 


EXERCICES*. 


216.  Résoudre  en  nombres  entiers  les  deux  inégalités 


3æ  , X 
2 “^3' 


•i2|25<t3t8,+f. 


1 1 9,87 -f  5 27832,84  > 3a;  — 61 8,57  - 

Trouver  un  nombre  dont  le  tiers  diminué  de  3 soit  plus  grand  que  son 
quart  augmenté  de  4. 


Trouver  un  nombre  entier  dont  le  quadruple  diminué  de  7 soit  plus  pe- 
tit que  le  double  augmenté  de  3,  et  dont  le  triple  augmenté  d’une  unité 
soit  plus  grand  que  4 3 diminué  du  nombre  cherché. 

[Réponse  ; a>  = 4.] 


On  soustrait  5 du  double  d'un  nombre  et  le  résultat  est  plus  petit  que  25  ; 
on  été  7 du  triple  du  nombre  cherché  et  le  reste  est  plus  grand  que  si  l'on 
ajoutait  43  au  double  du  nombre  cherché.  Quel  est  ce  nombre? 

[Réponst.  Le  problème  est  impossible.] 


* Plusieurs  de  ces  exercices,  en  ce  qui  concerne  les  équations  h résoudre , 
sont  extraits  de  ceux  qui  ont  été  publiés  en  1842,  par  M.  Terquem.  — Nous 
avons  eu  aussi  recours  pour  quelques  exemples  de  calcul, aux  Traités  d'Algibre 
de  MM.  Noël , Forir  et  Raingo , professeurs  de  mathématiques  en  Belgique. 
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ün  nombre  est  tel  que  son  double  plus  7 ne  peut  surpasser  49 , et  que 
son  triple  diminué  de  5 ne  peut  être  moindre  que  43.  Quel  est  ce  nomlH'e? 

Un  nombre  est  tel  que  si  l’on  diminue  de  7 les  * de  ce  nombre , le  reste 
que  l’on  trouve  est  plus  grand  que  i ; si  au  tiers  de  ce  nombre  on  ajoute 
une  unité,  on  trouve  une  somme  qui  surpasse  l'excès  de  la  moitié  du  nom- 
bre cherché  sur  4.  Quel  est  ce  nombre? 

Écrire  sous  forme  entière  les  fractions 

4a*ar-“  3a«a;»  42a6*ar» 

3ax-’ ’ 5a“a;-“’  4o’fr*a:*' 

Diviser  ®*-l-2®-|-4  par  œ— 4. 

Multiplier  3x-*y-’— 2ai*jr‘4-8^<^”*ir*/par  2ar*ir*-H®!T*+12®*y-*. 

[fl^poTwe.  6ar'jr‘*+<  4ar*ir'*+*0®’!r* +2*®’!T*  + 96x"ît<.] 

Preuve  par  la  division. 

Une  division  est  possible  lorsqu’on  l'ordonne,  sera-t-elle  encore  possible 
si  on  ne  l’ordonne  pas? 

Trouver  la  vraie  valeur  de  la  fraction  lorsque  æ=:a. 


«•  — a» 


j^/léponse  ; 


Résoudre  les  équations 


Résoudre  les  équations 


Résoudre  les  équations 


^-4-^  = 5 
œ + y ’ 

i-?=2. 

œ y 


2 4~4' 

3^6  6 


45«-j-  3ÿ=42, 
405»4-24y=:60. 
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néâoudre  les  équations 

5a;+  3y  = t2, 

10ite  + 21ÿ  = 60. 

Composer  deux  équations  à deux  inconnues  telles  que  ces  équations 
soient  incompatibles  ou  indéterminées.  ' 

Particularité  des  équations 

am-f  6ÿ  =c, 
a'®  + 6'ÿ  = c', 

lorsque  ob'=6a', 

sans  considérer  les  valeurs  des  inconnues. 

Résoudre  les  équations 

1 = 1 + ^' 

3x  „ 

V = -r: b. 

» 2 

t 

Résoudre  les  équations 

(m+o)  (i/+b)=ary  + c, 

{x—d)  (tj—e)==xy  — f. 

Résoudre  les  équations 

x+  y=ia, 
cx-\-dy=b. 

Résoudre  les  équations 

Sx-f-Sy-j-  s = <2, 

4t— 2y-{-3z  = t0, 

3ï+2ÿ  =40. 

Résoudre  les  équations 

3æ— 2j/=  *, 

Sÿ-j-  s=46, 

4z+  x=20. 
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Résoudre  les  équations 

X -f-  2ÿ  « 30 1 

2®  — 3ÿ  + lï=t5, 

5®— 7ÿ  + 3s=  5. 

Résoudre  les  équations 

®-f-3i/  = 2l, 

4ÿ-3ï=  6, 

5®— 3ÿ=l2. 

Résoudre  tes  équations 

®-|-2y  -|-  3z  — 6 1 
4® — 4ÿ-t-  ï = t, 

' y “|-2®  — 3. 

Résoudre  les  équations 

œ+  ÿ— s=  0, 

2®  + 3ÿ=t0, 
z-)-®=  6. 

Résoudre  les  équations 

9, 

43y  = 19j®, 

12z  = 24®. 

[Réponse  : ®=2,  y=3,  s=  4.] 
Résoudre  les  équations 

®+y+*=a. 

*•  my  = nx, 

pz—qx. 

Résoudre  les  équations 

18®— 7y  — 5:=  11, 

*îy  — î®  + s=108, 

3 jî-f'2y  4"  î®  — 

[Réponse  : ® = 42,2/  = 23,  2 = 6.] 
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Résoudre  les  équations 


5— — 

2 3^ 


2, 


2 . * = - 
5»+g!/  2“ 

®+|y+^==û. 


Résoudre  les  équations 


x-\-6 2 

ÿ+6“3’ 

a; 4-5  __7 
x + 5~H’ 

»/  — 36_6 
ï — 36~7‘, 


Résoudre  les  équations 


|a:4-iy_7  = ï-1, 

\x  — {y  + ^z  — z + y-i, 

3i  — 6ÿ4-t8  = x4-iÿ. 

[flépofwe  : :=7,  y = 4,  ®=t2.] 

Résoudre  les  équations 

4x4-“ÿ  + ^l'®=®>. 

3i*  = Bï—  55, 

; 2x4"!/  + ®*  — 

[Réponierx= — <3,5,  ÿ= — <5,  : = 60.J 
Résoudre  les  équations 

3+5+T- 

3^  1 y . -A 

T+6  + 3=  '®’ 

2+  8 +5“ 
y4-l4-«=2i8. 

[Réponse  ■ X=  <2,  y = 30,  : = 168,  u=50.] 
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Résoudre  les  équations 

Jx  — 4v=|tt+ii 

îÿ  — 3ï=a;  + lu, 

2ÿ  + «=2t  — X, 

31z  — Ju=2<, 

2æ  + 3y=5u4-7. 

[il^nse . aj  = 8,  ÿ=7,  s=t,  u=6,  i=U.l 
Résoudre  les  équations 

»+  y+  *+  "= 

46U/-j“  8 y “H  4z-|-2w^  9, 
84o)+27ÿ+  9z+3»=  36, 

256» +6*ÿ+ 46z + 4u  = 100. 

[Réponse  ; œ=i,  y = \,  *=i,  «=0.] 
Résoudre  les  équations 

2*  — 3ÿ+2z  = 13, 

* 

itt  — 2z=30, 

4j/+2z=14,  ' 

5ÿ4-3»=32' 

[Réponse  : y = i , ar  = 3,  u=9,  z=z6.] 

Résoudre  les  équations 

®+  — 5*~"  5n=  ’î'i 

2®+  ÿ—  4r—  2u=15, 

4®—  y—  6z+  6«=30, 

5œ+10y — 22z— 20u=39. 

[Réponse  : x=y=z=ïH=;<» .] 
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Résoudre  les  équations 

X — 9j/-|-3i  — 1(>u=  21, 

2sc  + 7ÿ — X — u=683, 

3®+  ÿ+5:+  2ti  = 195, 
ix  — 6ÿ  — 2î — 9«=b16. 

[Réponse  ; ®=100,  y=:60,  z= — 13,  u— — 60.1 

Résoudre  les  équations 

Sx — ix — }ï=y  — 109, 
i®+iÿ=26, 

6ÿ  = 4z. 

[R^nse  ; x=64,  y=80,  s=100.1 

Résoudre  les  équations 

jaî-f-6y  — 7s=—  288, 

6x  •“  y 3z  227 , 

7x+6y+  z=  297. 

Résoudre  lœ  équations 

(x4-6)(y  + 71  = (x  + 1)(y-9)  + 112, 
2x+10=3y+1. 

Résoudre  les  équations 

œ+y=a, 
x+s=6, 
y + z—c. 

Résoudre  les  équations 

x-i-y  + z=a, 
x+y+tt=6, 
x+z  + “=®i 
y + z + tt=<** 
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Résoudre  les  équaüous 


* 1 < 

— — — ® ) 
X ' y 

5+:  = '’- 

- + - = c. 

y = 


Résoudre  les  équations 


2 2 1 
a-b-f-o’  * 6 + c — aj 


ï+H’ 

^t='. 

i+H'- 


2abc 

Réponse  y. 


îabc 


iabc 


bc-\-ab — oc 


bc-^ab 


— 1 • 

— ac  J 


Trouver  une  fraction  telle  que  si  l'on  ajoute  a et  é à ses  deux  termes  on 
ait  la  fraction  renversée,  et  que  si  l'on  retranche  respectivement  de  ses 
deux  termes  c et  d on  ait  le  double  de  sa  valeur. 


On  demande  l'heure  qu'il  est  lorsque  l'aiguille  des  minutes  rencontre 
celle  des  heures  entre  5 heures  et  6 heures. 

Trouver  de  laquelle  de  ses  parties  une  dette  a doit  augmenter  annuelle- 
ment pour  qu'en  payant  6 francs  de  cette  dette  chaque  année,  elle  soit  ac- 
quittée au  bout  de  deux  ans. 

Trouver  les  distances  qui  existent  entre  i villes  A,  B,  C,  D sachant 
que  si  à la  moitié  de  la  distance  de  A à C on  ajoute  les  | de  la  distance 
de  A à D plus  31, ü on  aura  la  distance  de  A à B;  que  si  à la  distance 
de  A à B on  ajoute  la  moitié  de  celle  de  A à D plus  9,5  on  aura  la 
distance  de  A à C ; que  si  de  la  distance  do  A à C on  retranche  la  mojtié  de 
la  distance  do  A à B et  qu’on  en  retranche  138,5  on  a celle  de  A à D. 

Un  renard  est  poursuivi  par  un  lévrier,  le  renard  a déjà  fait  a sauts 
lorsque  le  lévrier  se  met  en  marche;  pendant  que  le  renard  fait  6 sauts,  le 
lévrier  en  fait  c;  d sauts  du  renard  valent  / sauts  du  lévrier. 
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On  demande  combien  de  sauts  doit  faire  le  lévrier  pour  atteindre  le 
renard? 

Disccssion.  a = 86,  li  = M,  c=7,  </=t5,  /=8. 

Trois  joueurs  ont  fait  des  gains  tels  que  la  somme  du  premier  gain  et  de 
la  moitié  des  deux  autres  soit  a ; la  somme  du  second  et  du  tiers  des  deux 
autres  soit  6;  la  somme  du  troisième  et  du  quart  des  deux  autres  soitc; 
on  demande  quel  est  le  gain  de  chaque  joueur.  a=i,  6=3,  c=2. 

Une  personne  interrogée  sur  l’âge  qu’elle  a,  répond  ; Vous  avez  le  tripla 
de  l’âge  que  vous  aviez  quand  j’avais  l’âge  que  vous  avez,  et  quand  vous 
aurez  l’âge  que  j’ai,  nos  âges  réunis  feront  alors  60  ans.  Quel  est  mon  âge? 

Quelqu’un  a acheté  plusieurs  pièces  de  drap  pour  S 10  francs;  s’il  avait 
reçu  pour  la  même  somme  trois  pièces  de  plus,  la  pièce  lui  aurait  coûté 
4 5 francs  de  moins.  Combien  a-t-il  acheté  de  pièces? 

Partager  2i0  en  deux  parties  telles  que  la  plus  grande  divisée  par  la 
plus  petite,  soit  à la  plus  petite  divisée  par  la  plus  grande  ::  447  ; 75. 

On  cherche  trois  nombres  tels  que  si  on  ajoute  6 au  premier  et  au  second, 
leurs  sommes  soient  entre  elles  2 : 3,  et  si  l’on  ajoute  ô au  premier  et 
au  troisième,  les  sommes  seront  entre  elles  : : 7 ; 4 1 ; mais  on  soustrait 
36  du  second  et  du  troisième  les  restes  seront  ;;  6 ;7.  Quels  sont  ces 
nombres? 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  énoncés  de  problèmes  extraits 
des  Exercices  de  M.  Terquem , auxquels  nous  avons  cru  devoir  ajouter  l'é- 
quation dont  la  résolution  conduit  ensuite  â la  réponse  donnée  par  l'auteur. 

Dans  une  société  composée  de  266  personnes  dans  laquelle  il  y a des  mi- 
litaires, des  marchands  et  des  étudiants,  on  compte  quatre  fois  autant  de 
* marchands  etdeux  ibis  autant  de  militairesque  d’étudiants.  Combien  y a-t-il 
de  personnes  de  chaque  état? 

4x -j- 2x -f- a:  = 266. 

Je  dépense,  disait  quelqu’un,  J de  mon  revenu  pour  ma  nourriture  et 
mon  loyer; '5  pour  mon  habillement  et  mon  blanchissage;  pour  dé- 
penses accessoires  ; j’économise  318  francs  par  an.  Quel  est  mon  revenu? 

Jx+Jx-f  ■^x-f318=x. 

Un  marchand  trouve  qu'il  a gagné  45  pour  100  de  son  capital  qui  se 
monte  maintenant  à 45571  francs.  Quel  était  le  premier  capital? 

x + 0,15x=  45571. 

16 
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Un  capital  plus  l'intérét  à i | pour  100  se  monte  à 13167  franos.  Quel 
est  le  capital? 

® + ^0a.=  13.G7. 


On  envoie  un  second  messager  après  un  premier  messager  parti  il  y a 
40  jours  sur  le  même  chemin.  Le  premier  messager  fait  i lieues  et  le  second 
9 lieues  par  jour.  Àu  bout  de  combien  de  jours  se  rencontreronUils? 


40  -}-  4x  = 9a;. 

Un  courrier  part  et  fait  7 lieues  en  b heures;  8 heures  après  en  part  un 
second  qui  fait  5 lieues  en  3 heures.  Quand  alleindra-l-il  le  premier? 

*(8  + *)=}®. 

On  a les  mêmes  données  que  dans  la  question  précédente,  si  ce  n'est 
que  le  premier  a encore  une  avance  de  8 lieues  avant  de  partir.  Au  bout  de 
combien  de  temps  sera-t-il  atteint? 

ï(8-(-x)-[-8  = |x. 

Un  régiment  part  de  A vers  B et  fait  .3  lieues  ) par  jour  ; 8 jours  après , 
un  régiment  part  de  B,  se  dirige  vers  A et  fait  5 lieues  ^ par  jour.  Il  y a 
80  lieues  de  A à B.  Combien  de  jours  après  le  départ  du  premier  régiment 
les  deox  se  renconlreront-ils? 

3i®-|-5t(x— 8)  = 80. 

Deux  mobiles  se  meuvent  dans  des  directions  opposées  ; l’un  fait  c 
mètres  par  seconde,  l’autre  C mètres  par  seconde;  les  deux  lieux  de  départ 
sont  éloignés  de  d mètres  l’un  de  l’autre.  Quand  se  rencontreront-ils? 

Cx-(-ci=d. 

Mêmes  données  que  dans  la  question  précédente,  mais  le  mobile  qui  a la 
vitesse  C se  meut  derrière  le  mobile  qui  a la  vitesse  c. 

Cx — cx=d. 


Deux  corps  se  meuvent  l’un  derrière  l'autre,  suivant  la  même  direction  ; 
le  premier  a une  avance  de  d unités  de  longueur  et  de  t unités  de  temps. 
Le  premier  parcourt  dans  chaque  unité  de  temps  c,  et  le  second  C unités 
de  longueur.  Au  bout  de  combien  d’unités  de  temps  le  second  rencontrera-t-il 
le  premier? 

cx-fc<-f  d=Cx. 

Mêmes  données,  si  ce  n’est  que  le  premier  est  en  arrière  de  d unités  de 
longueur. 

c (x  -f  0 — d— Cx. 
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Deux  mobiles  «e  meuveut  l’un  derrière  l'autre  sur  une  circonférence  qui 
a P ntètrea  de  longueur  ; au  commencement  du  mouvement  ils  étaieut  éloi- 
gnés l’un  de  l’autre  de  l’arc  de  d mètres  de  longueur;  le  premier  fuit  c 
mètres,  le  deuxième  C mètres  par  seconde.  Quand  ces  deux  mobiles  se  ren- 
contreront-ils pour  la  première  fois,  la  deuxième  fois,  la  troisième  fois ? 

On  suppose  qu’ils  ne  se  gênent  pas  dans  leurs  mouvements. 

4“  C>  c on  doit  poser 

Cx=ca:-f-d-f  np 

et  faire  n=0,  I,  2...  ; 

2°  C<c  on  doit  poser 

ex-j-  d = Cx-|-  np 

et  faire  n=  1,  2,  3...;  ou  bien  poser  dans  tous  les  cas  ; 

Cx=ex-|-d-|- np 

et  faire  n=0,  4,2...siC>e,  n= — 4,  — 2,—  3...siC<c. 

Mêmes  données,  seulement  le  premier  mobi’e  a une  avance  de  l secondes 
sur  le  second. 

Cx  = cx-f-t-|-<i-r  np 

n=0,  I,  2 ...  n= — I,  — 2,— 3.... 

Le  premier  part  t secondes  plus  tard  que  l’autre. 

Cx  -f-  c(x  -|- 1)  = d (n  — 4)p. 

Le  premier  au  lieu  de  précéder  le  second  se  meut  dans  la  direction  oppo- 
sée et  part  t secondes  plus  tôt. 

Cx-f-c(x  — t)  = d-|-(n—  l)p. 

Cette  dernière  direction  étant  supposée  avoir  lieu,  le  premier  part  I se- 
condes plus  tard  que  le  second. 

il -|-c(x—  1)-|-Cx  = (»  — 4)p. 

Un  marchand  de  vins  a deux  aortes  do  vins,  l'un  au  prix  de  0',3G  et 
l’autre  de  0',20  le  litre  ; combien  doit-il  prendre  do  titres  de  l’une  et  de 
l’autre  qualité  pour  former  un  mélange  de  50  litres  qui  revienne  à 0',30  le 
litre  ? 

36x-f-20ÿ=30.50, 
x-|-y =50. 

Un  marchand  de  vins  a iO  litres  de  vin  à 4*  42'  ; combien  doit-il  ajouter 
d’eau  pour  le  laisser  à 20  sous  le  litre? 

32.40  = (i0-|-x)20. 
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Ün  a 35  kilogrammes  d’argent  à 0,9375  de  fin,  et  l'on  vent  y joindre 
assez  d’alliage  de  cuivre  pour  le  réduire  au  titre  de  0,75.  Combien  faudra- 
t-il  de  kilogrammes  de  cuivre? 

0,9375  X 35  = 0,75 X (35 -far). 

t’n  homme  dgé  de  30  ans  a un  frère  âgé  de  20  ans.  Après  combien  d'an- 
nées leurs  âges  seront-ils  ; : S ; i ? 

30-f  ac:20-f  X :;5:  i. 

Combien  y a-t-il  d’années  que  l’atné  avait  6 fois  l’âge  du  cadet.’ 

30  — x = (20  — x)6.  ■ 

L'o  homme  âgé  de  30  ans  a deux  frères,  l’un  âgé  de  20  ans  et  l’autre  de 
C ans;  quand  sera-t-il  aussi  âgé  que  ses  deux  frères  ensemble? 

30  -f  X = 20  -f  X -f  6 -f  X. 

Un  père  âgé  de  49  ans  a trois  fils  âgés,  l’un  de  30  ans,  l’autre  de  20  ans 
et  le  troisième  de  6.  Quand  le  père  sera-t-il  aussi  âgé  que  ses  trois  fils 
ensemble  ? 

49  -|-  X = 30  -f  X -f  20  -|-  X -f  6 -f  x. 

On  a mélé  80  kilogrammes  pesant  de  salpêtre  et  de  soufre  dans  la  pro- 
portion de  7 à 3.  Combien  de  salpêtre  devra-t-on  y ajouter  si  l’on  veut  que 
la  proportion  soit  de  41  à 4. 

•î^80-fx;-^80i;44  “4. 

Combien  au  contraire  faudrait-il  retirer  de  soufre  pour  produire  la  même 
proportion  de  4 4 à 4. 

■j(j80  I t^80  — *x  ci  4 4 C 4. 

Combien  faut-il  ajouter  de  salpêtre  pour  que  le  poids  de  la  masse  restant 
le  même,  le  rapport  du  salpêtre  au  soufre  soit  celui  de  44  à 4? 

^so-fxiT^so  — X ::  44 : 4. 

ün  réservoir  d'eau  peut  être  rempli  au  moyen  de  trois  tuyaux  ; par  le 
premier  on  4 heure  J ; par  le  deuxième  en  3 heures  J j par  le  troisième  en 
5 heures.  Si  l’on  ouvre  les  trois  tubes  â la  fois,  en  combien  de  temps  sera- 
t-il  rempli  ? 


On  met  en  loterie  une  montre  d’or.  Si  le  billet  est  de  3',75  on  perd 
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60  francs  sur  le  prix  de  la  montre;  si  au  contraire  le  billet  est  de  5 francs 
on  gagne  40  francs.  Trouver  le  prix  de  la  montre  et  le  nombre  des  billets? 

3,75x-(-  6Q  = 5jc — iO. 


Un  paysan  vend  la  moitié  des  œufs  apportés  au  marché  et  encore  4 ; il 
vend  ensuite  la  moitié  de  ce  premier  reste  et  encore  2 ; ensuite  on  lui  vole 
6 œufs  de  plus  que  la  moitié  et  il  lui  reste  2 œufs.  Combien  le  paysan 
avait-il  apporté  d’œufs  au  marché? 


i»+*- 


X— Jas — 4 


f2- 


■Jx — 4- 


X — — 4 


• 6-}-2  = x. 


Trouver  une  fraction  telle  que  si  l’on  retranche  3 du  numérateur  et  du 
dénominateur  elle  devienne  { , et  que  si  l’on  ajoute  5 aux  deux  termes  elle 
devienne 

X— 3__t 

y — 3“4’ 

x-f-5_t 

y+5-2 

Quelqu'un  a deux  tonneaux  et  dans  chacun  une  certaine  quantité  de  vin. 
Il  verse  du  premier  dans  le  second  autant  qu’il  y en  a déjà , ensuite  il 
verse  du  second  dans  le  premier  autant  qu’il  y en  a dans  le  premier,  et  de 
nouveau  dans  le  second  autant  qu’il  y en  a déjà.  Il  se  trouve  que  dans 
chacun  il  y a 16  décalitres.  Combien  y avait-il  de  décalitres  dans  chaque 
tonneau? 

3x— 6y  = 16, 

6ÿ — 2x  = 16. 

Trouver  deux  nombres  dont  la  différence  soit  à la  somme  : ; 2 : 3 , et 
dont  la  somme  soit  au  produit  ::  3 : 6. 

X— y : x-f  y 2 : 3, 

x-f-y:xy  :;3:5. 

Mon  âge  et  celui  de  mon  père  font  ensemble  56  ans;  mon  âge  et  celui 
de  mon  grand-père  font  80  ans;  l’âge  de  mon  père  et  celui  de  mon  grand- 
père  font  ensemble  100  ans.  Quel  est  l’âge  de  chacun? 

x-fy=  56, 
y-f-ï  = 100, 
x-)-ï=  80. 
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On  a 3 lingots  d’argent  de  difüiIrenU  titres,  savoir  : à 0,9 , à 0,75  et  à 
0,65  de  fin , si  l'on  fond  le  lingot  du  litre  de  0,9  avec  celui  du  titre  de 
0,75  il  en  résultera  un  lingot  à 0,8  de  fin,  et  le  résultat  sera  le  même  si 
l'on  fond  le  même  lingot  à 0,9  de  fin  avec  celui  de  0,65.  Les  trois  lingots 
pèsent  ensemble  36  kilogrammes  J.  Trouver  les  poids  respectifs  des  trois 
lingots? 

x + y + z = Zùl/ 

0,9æ  + 0 ,75y  = 0,8  (®  + ÿ)j 
• 0,9x  + 0,65:  = 0,8{x4-i). 

Trois  nombres  font  ensemble  83  ; si  l’on  soustrait  7 du  premier  et  du 
second,  les  restes  seront  ;;  5 ; 3;  et  si  l’on  soustrait  3 du  second  et  du 
troisième,  les  restes  seront  : ; 4 4 : 9.  Quels  sont  ces  nombres? 

a:+ÿ  + : = 83, 
x — T.y  —7  ::  6;3, 
y — 3:2— 3::4i  : 9. 

Trouver  trois  nombres  tels  que  si  l'on  ajoute  6 au  premier  et  au  second, 
les' sommes  sont  2 : 3;  cl  si  l’on  ajoute  5 au  premier  et  au  troisième,  les 
sommes  sont  7 : 4 4 ; mais  si  l'on  soustrait  36  du  second  et  du  troisième, 
les  restes  sont  : : 6 : 7.  Quels  sont  ces  nombres? 

X 6 : y -f*  6 : : 2 : 3 , 
x+  5:2+  s::7:4i, 
y — 36  : 2 — 36  ;:  6 ; 7. 

Un  nombre  a trois  chiffres  qui  sont  en  proportion  arithmétique.  Si  l’on 
divise  ce  nombre  parla  somme  des  trois  chiffres  pris  ensemble,  le  quotient 
sera  48.  Bais,  si  on  soustrait  dc'ce  nombre  498  il  restera  un  nombre  com- 
posé des  mêmes  chiffres,  mais  écrits  dans  un  ordre  inverse:  Quel  est  le 
nombre? 

2 — y = y — X, 

4002  + 10y  + x_ 

-7+7+¥-“^^’ 

400:  + l0y  + x - 498=100x  + 40y  + ï. 
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RÉSOLUTION,  DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  ET  DES 
PROBLÈMES  DU  SECOND  DEGRÉ.—  RÉSOLUTION  DES 
ÉQUATIONS  ET  DES  PROBLÈMES  A PLUSIEURS  IN- 
CONNUES. — TRINOMES  DU  SECOND  DEGRÉ.  — 
MAXIMA  ET  MINIMA.  — RACINE  CARRÉE  ALGÉ- 
BRIQUE. — R.4DICAUX  DT^N  DEGRÉ  QUELCONQUE. 
— EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES  POSITIFS  OU  NÉ- 
GATIFS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

RÉSOLUTION  DES  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ 
DE  LA  FORME  Aa^=B. 


sommaire. 

217.  Dérmitions.  Ce  qu’on  appelle  équation  du  second  degré  à une  incon- 
nue. Équations  complètes.  Équations  incomplètes.  — 218.  Le  problème 
de  l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  nombre  conduit  à la  résolution 
d’une  équation  du  second  degré.  Résolution  de  ce  problème.  Pourquoi 
deux  valeurs  et  que  deux.  — 219.  Résoudre  l’équation  x*=za*.  — 
220.  Résoudre  l’équation  x*= A.  — 221.  Résoudre  l’équation  A.t‘  = B. 
— 222.  Pourquoi  on  affecte  seulement  du  double  signe  ± la  racine 
carrée  du  second  membre.  — 223.  Règle  pour  résoudre  les  équations 
de  la  forme  Ax’  = B.  Applications. 


Résolution  des  équations  du  second  degré  de  la  forme 

' 217.  Définition.  Une  éqmtioa^  du  second  degré  à une  inconnue' 

est  me  équation  qui.  réductions  faites,  renferme  le  carré  de  cette 
inconnue,  sans  la  renfermer  à une  puissance  supérieure. 
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Les  équations  du  second  degré  sont  complètes  ou  incomplètes; 
complètes,  lorsqu’elles  renferment  trois  espèces  de  termes  : des 
termes  enx*,  des  termes  en  x et  des  termes  tout  connus; 
telles  sont  les  équations  3a;*  + 4r  = 7;  (a  — xX6  — x)  = c; 

^ ^ ^ -f-  ~ * ’ incomplètes,  soit  lorsque  les  termes  en  x, 

soit  lorsque  les  termes  tout  connus,  viennent  à manquer 
dans  l'équation;  telles  sont  les  équations  3x*  — l=x’-|-  17; 
x’  -|-  6x  = 0. 

ÎHO.  Le  problème  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un 
nombre  donne  conduit  à la  résolution  d’une  équation  du  second 
degré. 

Extraire  ta  racine  carrée  de  36. 

Soit  X cette  racine;  son  carré  est  x*;  mais  ce  carré  doit  être 
égal  à 36,  on  a donc  l’équation 

[1]  x*  = 36, 

faisant  passer  36  dans  le  premier  membre,  il  vient 

[2]  ®‘— 36=0. 

Mais  la  différence  de  deux  carrés  est  décoraposablc  en  deux 
facteurs,  donc 

[3]  (X  — 6)(x  + 6)  = 0. 

Cela  posé,  pour  qu’un  produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que 
l’un  des  facteurs  soit  nul;  donc  il  faut  et  il  suflit  que  la  valeur 
de  X satisfasse  à l'une  des  deux  équations , 

[4]  X — 6=0 

[5]  x + 6 = 0, 

que  l’on  obtient  en  égalant  successivement  chacun  des  facteurs 
à zéro. 

L’équation  [4]  donne  x = 6, 

- L’équation  [.5]  donne  x = — 6. 

Donc  l’équation  [l]  admet  deux  solutions,  et  n’en  admet  que 


Digitized  by  Googl 


RESOLUTION  DIS  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.  249 

f 

(leux  ; aulremcnl  dil , un  nombre  a deux  racines  carrées , et  n’en 
a que  deux. 

Remarque.  Il  importe  de  faire  attention  à cette  locution  ; U 
faut  et  il  suffit. 

1°  Il  faut  qu’un  des  facteurs  suit  nul;  or,  chaque  facteur 
égalé  à 0 donne  une  équation  du  premier  degré  qui  n’a  qu’une 
solution,  doue  il  ne  peut  y avoir  plus  de  deux  solutions;  2°  il 
suffit  qu’un  des  facteurs  soit  nul  ; donc  la  solution  de  cha- 
cune des  équations  du  premier  degré  fait  évanouir  le  produit 
(x  — 6)(x-f6),  et  par  conséquent  satisfait  à l’équation  j;’=36; 
d’où  il  suit  que  le  problème  proposé  admet  deux  solutions. 

Ce  développement  est  implicitement  renfermé  dans  le  raison- 
ment  du  n®  218  en  vertu  de  la  locution,  il  faut  et  il  suffit,  dont 
on  fait  un  fréquent  usage  en  matliématiqucs,  pour  exprimer 
d’un  seul  coup  une  proposition  directe  et  sa  réciproque. 

219.  Résoudre  l'équation 

X*  = a'. 

On  aura  successivement 

X*  — a’  = 0, 


(x  — o)(a;-f  o)=0, 

X — fl  = 0,  d’où  x — a, 

X a = 0,  d'où  X = — O. 

Réunissant  les  deux  solutions  à l’aide  du  double  signe  ±: 
on  a , 

x=±a. 

220.  Résoudre  l’équation 

x*=;a. 

On  a d’abord  x’— A = 0. 

Pour  ramener  immédiatement  ce  cas  aux  précédents,  c’est-à- 
dire  pour  avoir  dans  le  premier  membre  la  différence  de  deux, 
carrés  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  pre- 
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niicr  degré  en  x,  remarquons  que  par  suite  de  la  définition  de 
la  racine  carrée  d’un  nombre,  toute  quantité  est  égale  a»  carré 
(le  sa  racine  carrée  ; cela  posé , on  aura  successivement 

a:’  — (y/Â)*  = 0, 

(a:  — v^)(»  + v/Â)  = 0, 

X — }/Â=0,  d'où  x=v/Â, 

a:  + V^  = 0,  d'où  x = — y^; 

et  par  suite  x = ±;y/Â. 

221.  Résoudre  l’équation  Aar*  = B. 


Raisonnant  ici  comme  au  n°  précédent , on  trouve 

*=±v/j- 

B 

Résultat  qui  prouve  que,  pour  résoudre  l’équation  il 

suffit  d’extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres , et  d’affec- 
ler  le  second  membre  du  double  signe. 

222.  Remarque.  Dans  la  résolution  de  l'équation  âæ*=B, 
on  n’affecte  pas  du  double  signe  la  racine  carrée  du  premier 
membre  de  l’équation , parce  qu’une  égalité  de  la  forme 

[1]  dtA  = dbB 
ne  renferme  pas  plus  de  cas  que 

[2]  A = =tB, 

En  effet,  l'égalité  [I]  donne  lieu  aux  quatre  combinaisons  de 
signes  suivantes  : 

A = B, 

— A =— B, 

A = — B, 

— A = B. 
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Or,  les  deux  premières  reviennent  à • 

A = B, 

puisqu'on  peut  changer  les  signes  des  deux  membres  d'une 
égalité  , et  les  deux  dernières  se  réduisent  à A = — B,  ce  qui 
Justifie  la  remarque  précédente. 

En  conséquence , 

225.  Règle.  Pour  résoudre  un'  équation  du  second  degré,  pii 
ne  renferme  que  la  deuxième  puissante  de  l’inconnue  et  des  termes 
ont  connus,  on  la  ramène  à la  forme  Ax*=B;  on  dégage  l'in- 
connue de  son  coefficient;  on  extrait  la  racine  carrée  du  quotient 
et  l'on  affecte  la  racine  du  double  signe  dz. 

Applications.  Exemple  I.  Résoudre  l’équation 

3ar*  5 2a;*  i „ 2 

T 7~  3 7' 

Chassant  les  dénominateurs,  et  réduisant,  il  vient 
«*  = 36. 

Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  on  obtient 

« = ±6. 


Exemple  II.  Résoudi’e  l’équation 


3^ 

ï 


4. 

9’ 


on  trouve  d’abord 


et  par  suite 


Exemple  ni.  Résoudre  l’équation 
[1]  5x*  — 3 = ar*  + 5, 

on  trouve  x = zti/2. 
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il  fienT'*"*  racine  tic  2,  à moins  <f  un  miUiime,  par  exemple, 

a;  = ±l,4l4. 

Exemple  IV.  Résoudre  l’étjualion 


ax*—d  = c — àx*. 
On  a successivement 

ax*  + bx>=c  + d, 
(a-i-b)x*  = c + d, 


Vérification. 


a:  = ±: 


H-d 

a-f-ft' 


a 


c 


à(e  +d) 
a+5  ' 


ad  — ad  — bd  = ac  -{■  bc  — bc—  bd. 


0 = 0. 


Remarque.  Ce  calcul  comporte  la  vérification  des  deux  ra- 
cines puisque  l’inconnue  n’entre  qu’à  la  seconde  puissance 
dans  1 équation  proposée,  et  que  le  carré  d’une  quantité  néga- 
Iwe  est  toujours  positif.  ^ 
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CHAPITRE  IL 

RÊSOLUTIOX  ET  DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DU 
SECOND  DEGRÉ  DE  LA  FORME  x*+px+y  = 0.  — 
RELATION  DES  COEFFICIENTS  ET  DES  RACINES. 
— APPLICATIONS.  — PROPRIÉTÉS  DES  RACLNES. 


SOMMAIRE. 

224.  Équation  la  plus  générale  du  second  degré  à une  inconnue.  — 
22t>.  Comment  on  la  ramène  à avoir  l’unité  pour  coefficient  au  premier 
terme.  — 226.  Résolution  de  l'équation  x’+pa;-f-</  = 0.  Formule  à 
laquelle  on  arrive.  — 227.  Ce  qu’on  appelle  racine  d’une  équation.  — 
228.  Règle  pour  trouver  les  deux  racines  d’une  équation  du  second  de- 
gré. — 220.  Vérification  des  racines.  Équations  résolues.  — 230.  Ré- 
solution d’une  équation  algébrique  qui  montre  qu’on  devra  apprendre  à 
extraire  la  racine  carrée  d’un  polynôme.  — 231.  Discussion  des  racines 
de  l’équation  x*-f-pa!-t-q'=0.  Les  cas  principaux  répondent  aux  hy- 

P*  P*  P* 

polhèses  suivantes  — g>0;  ^ y — </  = 0.  Pourquoi , 

dans  le  second  cas  l’équation  est  impossible.  Pourquoi  l’on  dit  dans  le 
troisième  cas  que  l’équation  a deux  racines  égales.  — 232.  Examen  par- 
ticulier du  cas  où  l’équation  est  impossible.  Les  valeurs  trouvées  vérifient 


cinés  imaginaires.  Racines  réelles.  — 233.  Forme  sous  laquelle  on  peut 
écrire  une  expression  imaginaire  ^ — A.  Application  aux  racines  imagi- 
naires. Les  racines  ainsi  représentées  vérifient  l’équation.  — 234.  Dis- 
cussion relative  aux  signes  des  racines.  Conséquences  auxquelles  on 
arrive.  Une  équation  dont  le  dernier  terme  est  négatif  n’a  pas  de  racines 
imaginaires. — 2.33.  Cas  particuliers  de  l’équation  -j- px -|- q = 0. 

— 236.  Des  relations  des  coefficients  et  des  racines  — (x'-j-x‘’)  = — p. 
x'x'  = q.  Autre  manière  d’établir  la  première  relation.  Applications. 

— 237.  Une  équation  du  second  degré  ayant  des  racines  réelles,  on  peut 
connaître,  sans  la  résoudre,  le  signe  des  racines.  Si  l’équation  a une 
racine  positive  et  une  racine  négative , on  peut  dire  quelle  est  la  plus 
grande  en  valeur  absolue.  — 238.  Problème  : trouver  deux  nombres 
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connaissant  leur  somme  et  leur  produit.  Pourquoi  les  deux  solutions  se 
réduisent  à une  seule.  — 250.  Produit  maximum  que  l’on  peut  former 
en  partageant  en  deux  parties  une  quantité  donnée.  — 240.  Problème 
inverse  de  la  résolution  d’une  équation  du  second  degré  ou  composition 
d’une  équation  qui  ait  des  racines  données.  Examen  des  diverses  mé- 
thodes. — 241.  Théorème.  Sio  est  racine  de  l’équation  x*-|-p5r-f~î=  0, 
le  premier  membre  est  divisible  par  as — a, et  réciproquement.— 242.  Re- 
marque relative  à l’extension  de  ce  principe.  Son  application  aux  condi- 
tions de  divisibilité  de  a;'"±:a’”  par  x±a.  — 243.  Comment  on  déduit 
du  principe  241  la  composition  des  coefficients  de  l’équation.  — 
244.  Théorème.  L’équation  a3*-f-/w;-|-7=0  a deux  racines  et  n’en  a 
que  deux.  Restriction  à ce  sujet. 


Forme  générale  des  équations  du  second  degré. 

ÎÏ24.  Une  équation  complète  du  second  degré  peut  toujours 
être  ramenée  à la  forme 

[1]  ax* -j- ôx c = 0. 

En  effet,  on  cliasscra  les  dénominateurs,  et  l’on  fera  les  ré- 
ductions s’il  y a lieu  ; on  fera  tout  passer  dans  le  premier  mem- 
bre, et  l’on  ordonnera  le  polynôme  ainsi  obtenu,  suivant  les 
puissances  descendantes  de  l'inconnue. 

Remarque.  Ou  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  le  premier 
terme  de  l’équation  [l]  soit  positif,  puisque  l’on  peut  multi- 
plier par  — 1 tous  les  termes  d’une  équation. 

22d.  On  peut  aussi  faire  en  sorte  que  l’équation  [1]  ait  pour 
coefficient  du  premier  tenue  l’unilé  ; il  suffit  pour  cela  de  diviser 
tout  par  a,  ce  qui  donne 

x’  -f  - X = 0, 

‘ a ' O 

h c 

posant  pour  abréger  -=P.  ^ — 9^  l’tîquation  [1]  deviendra 
■finalement 

[2]  a?-\-px-\-qz=0. 
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Résolution  de  l'équation  + px  + q = C. 

286.  On  résoudrait  facilement  l’équation  3?-\-px-\-q=Q,  si 
l’on  pouvait  décomposer  son  premier  membre  en  une  tliffé- 
rencc  de  deu.\  carrés;  or,  le  carré  d’ttii  binôme  se  compose  de 
trois  parties  : du  carré  du  premier  terme,  du  double  produit 
du  premier  terme  par  le  second  terme,  et  enfin  du  carré  du 
second  tenue  (70)  ; cela  posé , on  peitt  regarder  x’  et  px  comme 
les  deux  premiers  termes  du  carré  d’un  binôme  : 

En  effet,  x*  est  le  carré  de  x,  et  px  peut  être  considéré 
comme  le  produit  de  2x  par  un  second  terme  qu’on  obtiendra 

par  conséquent  en  divisant px  par  2x , ce  qui  donne  | ; pour 
compléter  le  carré  du  binôme,  il  faut  ajouter  le  carré  de 
I qui  est  et,  pour  ne  pas  troubler  l’équation,  il  faut  retran- 
cher celte  môme  quantité  du  premier  membre  ; on  obtiendra 
ainsi  identiquement  au  lieu  de  l’é’tpiation  proposée 

»’+p*+Ç--^+g  = o, 

ou  encore  f)  ~ ~ ~ ® ’ 

or,  une  quantité  quelconque  peut  être  regardée  comme  le  carré 
de  sa  racine  carrée,  on  pourra  donc  écrire 

(»+|)’-(v/^-?)’=o, 

on  a ainsi  la  différence  des  carrés  de  x-f-|,  et  de  y; 

donc , le  premier  membre  de  l'équalion  est  identiquement  égal 
au  produit  de  la  somme  Je  ces  deux  quantités  par  leur  diffé- 
rence; par  suite,  on  a identiquement  au  lieu  de  l’équation  pro- 
posée, 

r«  (-+i-\/R  (*+i+v/R=“- 
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Mais,  pour  qu’im  produit  soit  nul,  H faut  cl  il  suffit  queTun 
des  facteurs  soit  nul , on  aura  donc 

<'t  d’autre  part 

[5]  ^+f +v/Ç— 

c’est-à-dire  deux  éijuations  à une  seule  inconnue  x , et  chacune 
du  premier  degré. 

L’équation  [4]  donne  immédiatement 


l’équation  [5]  donne 


l éunissanl  les  deux  formules  en  une  seule , on  a finalement 

[6]  y- 

La  résolution  de  l’équation  du  second  degré  x’  -f  px  -f-  y = O 
ainsi  ramenée  à celle  de  deux  équations  du  premier  degré, 
nous  montre  qu’une  équation  du  second  degré  admet  deux  va- 
leurs pour  X,  c’est-à-dire  deux  solutions;  si  d’ailleurs  on  se  re- 
porte à l’explication  de  la  remarque  du  n°  218 , on  pourra 
conclure  qu’elle  n’en  admet  que  deux.  (Plus  tard  nous  re- 
viendrons sur  ce  point.) 

Chacune  de  ces  solutions  s’appelle  une  racine  de  l’t^uation. 
En  général , 

227,  On  appelle  racine  d'une  équation  quelconque,  toute  va- 
leur ou  toute  expression  algébrique , qui,  mise  à la  place  de  l’in- 
connue, rend  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second. 

Si  l’on  observe  que  p est  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  X pris  avec  son  signe  dans  l’équation , et  que  g est  le 
terme  tout  connu  passé  dans  le  premier  membre;  si  ensuite  on 
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compare  la  formule  [5]  avec  l’équation  [2J  on  pourra  énoncer  la 
régie  générale  suivante  : 

228.  Les  racines  d'une  équation  du  second  degré  ramenée  à la 
forme  x’-|-p.v-(-q  = 0,  sont  égales  à la  moitié  du  coefficient  du 
second  terme  pris  avec  un  signe  contraire , ou  moins  la  ra- 
cine carrée  du  carré  de  cette  moitié  diminué  du  terme  tout  connu 
pris  avec  le  signe  qu'il  a dans  le  premier  membre  de  l'équation, 

220.  On  peut  vérifier,  a posteriori , les  racines  dd’équalion 

[1]  a;*+px-l-ÿ  = 0, 

en  mettant  chacune  d’elles  à la  place  de  x dans  celte  équation. 
Voici  le  calcul  pour  l’une  des  racines  ; 

(- 2 + 1 + \/?^) + ’ = ® ’ 

^ = 0; 

barrant  les  termes  qui  se  détruisent  on  trouve  l’identité 

0=0. 

Remarque.  On  pourrait  encore  faire  ce  calcul  en  mettant 
d’abord  x en  facteur  commun  dans  le  trinôme  x'-\-px  + q, 
après  quoi  l’on  substituerait  la  racine  que  l’on  veut  vérifier. 
Applications  de  la  règle  du  n°  228. 

Exemple  I.  Résoudre  l’équation 


X*— 8x-f  12  = 0^ 


= 4±v/l6— 12, 

=4±y/r, 

= 4±2. 


Prenant  le  signe  -f  on  trouve  x = 6. 

17 
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Prenant  le  signe  — on  trouve  x—2. 

VÉRIFICATION.  (Gf  — 8.6+12  = 0, 

36  — 48  + 12  = 0, 

— 12  + 12  = 0, 

0 = 0. 

On  vérilierail  de  môme  la  seconde  racine. 

Exemple  II.  Résoudre  l’équation 

9x  = x’+  14. 

Ramenons-la  d’abord  à la  forme 

X* +pa:  + ÿ = 0. 

Faisons  tout  passer  dans  le  premier  membre,  et  il  viendra 
. 9x  — X®— 14=0. 


Multipliant  tous  les  termes  par  — 1 ; ordonnant  te  polynôme 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x , on  obtient 

X’— 9x+  14  = 0, 

d'où  — 14. 

Réduisant  l’entier  en  fraction  on  a 


81  — 56 
4 


J 


OU 


Mais,  pour  extraire  la  racine  carré  d'une  fraction,  il  suffit  d’ex- 
traire la  racine  carré  des  deux  termes , Arilh.,  n°  247  ; on  aura 
donc 


par  suite,  x = 7,  x = 2. 
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Exeuple  in.  Résoudre  l’équation 

13x*— 7x  = 38, 

on  a successivement 

ISa:»  — 7x  — 38=0, 
.7  38  „ 

*-i3*-î3  = '>- 


-è-v/(è)'+-. 

. _ 7 d=  y/2Ô^ 


38 

13’ 


X = ■ 


26 
/ ± 45 


26 


a;  = 2; 


19 

13‘ 


Exemple  IV.  Résoudre  l’équalion 


2a:*  3a:  , 5 lia:’  x 1 

■3  T "*'6~^“2*^3' 


Chassant  les  dénominateurs,  transposant  et  réduisant,  on 
trouve 

3a:’4"3^ — 6=0, 

ou  x^-\-x — 2=0; 

d'où  x=\,  x=  — 2. 

Exemple  V.  Résoudre  l’équation 

a;‘  + 4a;  -|-  3 = 0 

on  trouve  x = — 3,  a:  = — 1. 

Exemple  M.  Résoudre  l’équation 

a;(a:— 5)  = 9, 

on  trouve  «=6,40 a:=— 1,40 

et  on  calculera  autant  de  décimales  que  la  question  l'exigera. 
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Remarql’e.  Dans  les  exemples  précédents , les  racines  sont  ; 
1»  positives;  2“  l’une  positive  et  l’autre  négative  ; 3“  toutes  deux 
négatives:  enfin,  4"  ces  racines  sont  incommensurables.  Nous 
verrons  bientôt  à quoi  tiennent  ces  diverses  circonstances. 

Exemple  Vil.  Résoudre  l’équation 

^ Jî  4-  C»  = 0“  -f-  2ÔC  + iTib  — c)^J a 
Appliquant  la  règle  générale,  on  trouve  successivement. 

ax*- 2x(6 -c)v^  + + c>- a’ -26c  = 0 


j2(ô- 


2(6  — c)yja  ^ ^ (6  — c)*  — a*  ^ 


a 

(6  — c)y/a 


= 0 


— cfa  _ (b  — c)*—a'^ 
a 


par  suite 


x = — V^o; 
v/a 

a + 6 — c 
X = := f 


X — 


— a-1-6  — c 


\/a  ’ 

Exemple  VIII.  Résoudre  l’équation 

X*  ax  bx=-  2a* — 5a6  + 26’, 

X*  -f  (a  + b)x  — (2o*—  5a6  + 26*)=0 , 
d’où  x = a — 2b,  x = b—ia. 

250.  Exemple  IX.  Résoudre  l’équation 

xt  — 2(a*  + 6*)x  — 3a'  — 1 2a*6  — 3a’6*  + 6a6*  = 0 ; 

on  trouve  x = a’  + 6*± y'4a‘  -f  I2a*6  + 5a’6*  — 6o6»  -j-V. 

Pour  terminer  ce  calcul  il  est  nécessaire  de  savoir  extraire  la 
racine  carrée  d’un  polynôme  dont  on  ne  voit  pas  immédiate- 
ment la  racine  ; c’cstcequcnous  apprendrons  à faire  plus  tard  : 
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Discussion  des  racines  de  l'équalion  générale  du  second  degré. 


251.  Nous  avons  ni  qu’une  équation  du  second  degré  peut 
toujours  être  ramenée  à la  forme 

[1]  a?-\-px-\-q  — a 

Los  racines  de  cette  équation  sont  données  par  la  formule  : 


[2] 


Cela  posé , trois  cas  peuvent  se  présenter,  oun 
plus  grand  ou  plus  petit  que  q , ou  bien  égal  à q. 


suivani  que 


1"  Cas. 


L’évaluation  du  radical  est  possible,  soit  exactement,  soitap- 
proxunativement,  selon  que  la  quantité  ^ — g est  ou  n'est  pas 
un  carré  parfait  ; ce  cas  ne  présente  donc  rien  de  particulier. 

2- Cas.  ^_5,<;0. 

JJ® 

Ici,  l’extraction  de  la  racine  carrée  du  nombre  négatif^  — q est 

impossible,  car,  on  ne  peut  trouver  aucune  quantité,  soit  positive, 
soit  négative,  qui  élevée  au  carré  reproduise  une  quantité  négative  ; 
en  effet,  le  carré  d’un  nombre  positif  ou  négatif,  est  un  nombre 
essentiellement  positif. 

Dans  le  cas  actuel  qui  ne  s’est  encore  présenté,  ni  en  arith- 
métique , ni  en  algèbre , l'évaluation  exacte  ou  approximative 
des  racines  de  l'équation  [1]  est  absolument  impossible.  Cette 
impossibilité  peut  d’ailleurs  être  prise  sur  le  fait  en  remontant  à 
l’équation  [I]. 

En  effet , la  condition  ^ — î < 0 
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w* 

Or,  le  carré  ^ est  loujours  positif,  donc  q est  positif,  et  comme 

il  est  plus  grand  que  on  peut  poser  ç = ^ 4"  K (K  désignant 

un  noml)rc  positif),  substituant  cotte  valeur  de  q dans  Téqua- 
lion  [1],  il  vient 

x’  -f  pa;  + ^ -f-  K = 0. 
ou  (^■^1)  = 

ce  qui  est  absurde,  alicndu  que  le  premier  membre  de  celte 
dernière  équation  sera  toujours  dilférent  de  zéro.  En  effet, 
quelque  nombre , positif  ou  négatif,  que  l’on  mette  pom'  x , 

X + 1 ne  pourra  donner  qu’un  nombre  positif,  négatif  ou  nul. 

Si  X + 1 n’est  pas  nul  > sera  positif,  et  a fortiori  sera-t-il 

positif,  après  qu’on  l'aura  augmenté  du  nombre  positif  K;  ainsi, 
dans  e*e  cas,  on  n’aura  pas  un  résultat  égal  à zéro;  si  x ^ est 

,Â> 

nul , son  carré  sera  nul  ; mais  comme  alors  il  restera  un  nombre 
positif  K , Jamais  l’équation  [1]  ne  sera  satisfaite  par  des  valeurs 
de  X soit  positives , soit  négatives. 


3*  Cas. 
les  racines 


se  réduisent  chacune  ^ 


Eficctivemcnt,  le  premier  membre  de  l’équation  [l]  devient 
X*  ■]-% , en  sorte  qu’on  peut  écrire 

(«+*)’  = 0; 


d’où 


P 

X — 2’ 
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Dans  le  cas  actuel,  il  n’y  a,  à proprement  parler , qu’une  seule 
.solution  ; néanmoins,  on  dit  que  l'équation  a deux  racines  égales, 
jiarcc  que  son  premier  membre  étant  un  cajTé  parfait  se  dé- 

l’ompose  en  deux  facteurs  égaux  à qui,  égalés  chacun 

îi  O,  donneraient  deux  fois  la  môme  valeur  — 

Cette  locution  consacrée  : l'équation  a deux  racines  égales , est 
employée,  comme  on  le  voit,  pour  conserver  la  trace  d’une 
analogie,  et  n’a  d’importance  que  parce  que  le  premier  membre 
de  l’équation  [1]  se  décompose  en  deux  facteurs  qui,  inégaux 
en  général,  deviennent  égaux  dans  un  cas  particulier. 

Examen  du  cas  où  l’équation  du  second  degré  est  impossible. 

252.  On  voit  d’abord  que  si,  guidé  par  Xinduction,  on  traite 
le  radical  — q comme  s’il  était  un  nombre,  on  obtiendra 

le  carré  de  ce  radical  en  supprimant  le  signe  indicatif  des 

P* 

racines,  ce  qui  donnera  le  nombre  négatif  j — g ; cela  posé , la 
vérification  des  valeurs  [1]  et  [2] 


se  fera  par  substitution  d’après  la  règle  ordinaire;  nous  sommes 
ainsi  conduits  à généraliser  la  définition  du  n°  (227),  et  à appeler 
les  expressions  [l]  et  [2]  des  racines  de  l’équation  proposée  ; 
toutefois,  comme  ces  racines  ne  sont  ni  positives  ni  négatives, 
une  dénomination  particulière  devient  nécessaire;  nous  appe 
lcrons  ces  racines  racines  imaginaires,  et,  par  opposition , nous 
appellerons  racines  réelles,  celles  qui  seront  positives  ou  néga- 
tives. En  conséquence,  l’équation  (à  coefficients  réels) 

a SOS  racines  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires. 
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suivant  que  la  soustraction  ^ — g est  possible  ou  impossible. 

Quant  au  cas  particulier  des  racines  égales,  il  a lieu  lorsqu’il  y 
a égalité  entre  q et  puisqu’alors  le  radical  s’évanouit. 

Forme  sous  laquelle  on  peut  écrire  les  racines  Imaginaires  d’une  équation 
du  second  degré. 

233.  Soit  l’expression  imaginaire 
[1] 

(A  désignant  un  nombre  positif  quelconque)  ; désignons  par  a la 
racine  carrée  arithméliqve  de  A ; l’expression  [1]  pourra  s’écrire 
y/ — a’,  ou  bien  encore  y/a’  x — 1 en  vertu  des  propriétés  des 
quantités  négatives.  Cela  posé,  appliquons  ici  le  principe  ordi- 
naire de  l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  produit  et  nous 
aurons 

y/ — o’  = y/o* X — 1 = y^o’  X ^ — 1 =ay/—  1. 

Cette  réduction,  qui  n’est  que  l’extension  d’un  principe  à un 
symbole  d’impossibilité,  donne  lieu  aux  transformations  sui- 
JO* 

vantes  dans  le  cas  où  ~ — q est  une  soustraction  qui  ne  peut  pas 
s’effectuer. 


les  racines  imaginaires  de  l’équation  poun’ont  alors  s’écrire 
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auquel  cas  la  présence  du  facteur  y/ — 1 rend  manifeste  Yimagi- 
mrité  des  racines;  cc  facteur  est  ce  qu’on  appelle  le  îywfto/e  des 
racines  imaginaires  de  l’équation  du  second  degré. 

Remarque.  Les  racines  imaginaires  considérées  sovs  la  forme 
précédente,  vérifient  l'équation  proposée  sous  la  condition  que  l’on 
regardera  ^ — 1 comme  quelque  chose  dont  le  carré  est  — 1,  et 
que  toutes  les  opérations  s’exécuteront  d’après  les  règles  rigoureu- 
sement établies  pour  les  quantités  réelles. 

Voici  la  vérification  de  la  seconde  racine  ; 


0 = 0. 


En  résumé , les  racines  d’une  équation  du  second  degré  sont 
réelles  et  inégales , ou  réelles  et  égales , ou  enfin  imaginaires  , 
suivant  que  l’on  a 

f-g=o; 


Diacussion  relative  aux  signes  des  racines  de  l'équalioti  + i>x  + q = 0. 

254.  Actuellement  que  nous  savons  reconnaître  si  tes  racines 
de  l’équation 

[1]  x’-fp-î?+?=0 

sont  réelles  ou  imaginaires , parlons  de  leurs  signes  dans  le  cas 
des  racines  réelles. 

1"  Cas.  q>0  et  y < 
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La  formule  générale  donne 

x=-l±sj^-q. 

Or,  la  racine  carrée  de^  esl  ^ ; donc  la  racine  carrée  du  nombre 
préalablement  diminué  de  quelque  chose  est  plus  petite 

-n  ï) 

que  par  suite , dans  la  somme  algébrique  des  deux  nombres  ^ 

— q,  c’est  le  in  emier  qui  donne  son  signe  au  résultat  ; 

si  donc  P csl  positif  dans  l’équation,  les  racines  sont  toutes 
deux  négatives;  si,  au  eontrairc,  p est  négatif,  les  racines  sont 
toutes  deux  positives.  Ces  deux  cas  se  sont  successivement  pré- 
sentés dans  les  exemples  (V ) et  (I),  du  n°  2Ï9. 

En  résumé. 

Dans  toute  équation  du  second  degré  dont  le  dernier  terme  est 
positif  et  plus  petit  que  le  carré  de  la  moitié,  du  coefficimt  du 
second  terme,  les  racines  sont  réelles  et  inégales',  ces  racines  sont 
toutes  deux  négatives,  ou  toutes  deux  positives,  suivant  que  le 
coefficient  du  second  terme  est  positif  ou  négatif. 

2*  Cas.  ?<0. 

La  différence  algébrique  C — donne  ,1a  somme  arithmétique 
^ -1-  g , Or,  la  racine  carrée  de  ? est  | ; donc  la  racine  de  ^ aug- 
menté préalablement  de  quelque  chose,  est  plus  grande  que^; 

des  deux  nombres  ^ et  -|-  q , c’est  donc  le  radical  qui 

dans  la  sommé  algébrique  donne  son  signe  au  résultat  ; or,  il 
est  pris  avec  le  double  signe  ; donc  l’équation  a une  racine  po- 
sitive et  une  racine  négative  ; en  outre , si  p csi  positif,  la  valeur 
absolue  de  la  racine  positive  est  évidemment  plus  petite  que  la 
valeur  absolue  de  la  racine  négative  ; si  p au  contraire,  est  né- 
gatif, la  racine  positive  est  plus  grande  que  la  valeur  absolue 
de  la  racine  négative.  Ces  deux  cas  se  sont  présentés,  le  premier 
dans  l’exemple  (IV)  et  le  second  dans  l’exemple  ( III ) du  n°  229. 
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En  résumé, 

Toute  équation  du  second  degré,  dont  le  dernier  terme  est  né- 
ynlif,  a ses  deux  racines  réelles  et  inégales;  l’une  négative  et 
Vautre  positive;  de  ces  deux  racines , la  plus  grande  en  valeur  ab- 
solue est  celle  dont  le  signe  est  contraire  à celui  du  coefficient  qui 
affecte  le  second  terme  de  l'équation. 

3*  Cas.  q—t 

Ici , le  radical  s’évanouit  et  les  deux  racines  se  réduisent  cha- 
cune à — donc, 

Toute  équation  du  second  degré  dont  le  troisième  terme  est 
positif  et  égal  au  carré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second 
terme , a ses  racines  égales  et  de  même  signe;  ces  racines  sont 
positives  ou  négatives,  selon  que  le  coefficient  du  second  terme  est 
négatif  ou  positif. 

Ces  deux  cas  se  présentent  dans  les  équations  suivantes  : 

x'-  — 6x-j-9=0 
x‘  + &r-j-9  = 0 


Cas  particuliers  de  réqualion  i*  + pi  + q = 0. 

233.  1"  Cas.  ÿ=0. 

Les  racines  se  réduisent  l’une  à — 5 +5  ou  à O,  et  l’autre 

2t  ^ 

' P V K 

En  effet , dans  ce  cas , l’équation  [1]  se  décompose  immédia- 
tement en  deux  facteurs 

x[x  = O 

d’où  x=0 

x-\-p=zO; 

par  suite  x — — p.  Donc, 

Toute  équation  du  second  degré,  dont  le  dernier  terme  a dis- 
paru, a une  racine  égale  à zéro,  et  une  autre  racine  égale  an 
coefficient  du  second  terme  pris  en  signe  contraire. 
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2'  Cas.  p = 0. 

Les  racines  se  réduisent  à -f  \/ — q,  et  à — \/  — <i . 
c’est-à-dire  qu’elles  sont  égales  et  de  signes  contraires.  En  effet , 
dans  ce  cas,  l'équation  [1]  se  réduit  à l’équation  incomplète 

X* g = 0 

qui  a servi  de  point  de  départ  dans  la  théorie  qui  nous  occupe. 

3*  C.VS.  P=0,  q = 0. 

Les  deux  racines  se  réduisent  chacune  à O,  ce  qui  se  Ivoit  à 
pnori  sur  l’équation  x’=0. 

Nous  résumons  dans  le  tableau  suivant  ta  discussion  complète 
de  l’équation  du  second  degré  ; 


HYPOTHÈSES. 
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(Dans  le  cas  des  racines  égales  le  trinôme  x'-{-px-\-q  est  le 
produit  de  deux  facteurs  égaux;  dans  le  cas  des  racines  imagi- 
naires le  trinôme  est  la  somme  de  deux  quantités  essentielle- 
ment positives.  ) 


Des  relations  enlre  les  coerflcients  et  les  racines  de  l'équation  i’+px  + f=o. 
Résoudre  celte  équation  c’est  chercher  deux  nombres  dont  on  connaît  la 
somme  et  le  produit. 

236.  Pour  mieux  distinguer  les  racines,  désignons  l’une  par 
x' , l’autre  par  xf , et  nous  aurons 


1°  La  comparaison  de  ces  deux  racines  fait  voir  qu’elles  ne 
diffèrent  l’une  de  l’autre  que  par  le  signe  du  radical  ; si  donc , 
on  fait  la  somme  de  ces  racines,  les  deux  radicaux  se  détruiront, 
et  il  viendra 

[1]  x'^x''==-p. 

Ainsi , 

Dans  toute  équation  du  second  degré  ramenée  à la  forme 
x’-j-  px-|-  q = O,  dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  est 
égal  à l’unité , la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  se- 
cond terme  pris  en  signe  contraire. 
ï°  Des  deux  racines  x'  et  x",  l’une  est  la  somme  de» 

deux  quantités  et  y/j— y,  et  l’autre  en  est  ta  différence; 

si  donc  on  fait  le  produit  de  ces  deux  racines , le  radical  dis- 
paraîtra encore , et  il  viendra 

[2]  x'xf—q. 

Ainsi, 

Dans  toute  équation  du  second  degré  ramenée  à la  forme 
x‘ -1- px -f  q =.  0,  dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  est 
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égal  ô l'unilé,  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme  tout  connu 
pris  avec  le  signe  qu'il  a dans  le  premier  membre  de  cette  équation. 

En  conséopience , résoudre  une  équation  du  second  degré  revient 
à trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  le  produit. 

Remarque.  Les  relations  [1]  et  [2]  dont  on  fait  un  frequent 
usage , résiütent  directement  de  la  méthode  que  nous  avons 
employée  pour  résoudre  l’équation  générale  du  second  degré , 
méthode  qui  a consisté  à décomposer  son  premier  membre  en 
deux  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à x. 

En  effet , nous  avons  trouvé  que  l’équation 

[1]  od^-\-px-\-q  = Q 


revenait  identiquement  à 


[2] 

après  quoi , nous  avons  posé  séparément  les  deux  équations  du 
premier  degré 


ces  équations  donnent  respectivement 


"--f+V 

1 

1 

II 

ou  bien  encore  — x'  = -f  | — y 

/f-» 

+ 

+ 

II 

1 

/f-. 

En  conséquence,  l’identité  [2]  peut  s’écrire 


(x  — ic’')  = 0 
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OU , en  effectuant  le  produit  indiqué , 

a:’  — {x'  -|-  x")x  -j-  x'x"  = 0. 

On  a donc  idcnliqucincnl 

[3]  x*-\-px-\-q={x  — x')  (x — x")  = x* — (x'-\-jf)x-{-x'x"z=o, 

résultat  qui  met  en  évidence  la  composition  des  coefficients 
x’-{-x",  et  x’x^  de  l'équation  [1]  au  moyen  des  racines,  ainsi 
que  ce  théorème  important  : Le  premier  membre  d'une  équation 
du  second  deqrc , ramenée  à la  forme  x’  + px  +q  = 0,  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré  en  x , formés  en 
soustrayant  chaque  racine  de  l'ineonnue. 

Exemples.  I.  Dans  l’équation  x’ -|- 5-^ — 1 = 0 le  produit  des 
racines  est  — 1,  et  leur  somme  est  — 5;  en  sorte  que  la  résolu- 
tion de  l'équation  proposée  revient  à ce  problème  ; la  somme 
de  deux  nombres  est  — 5,  leur  produit  est  — 1,  quels  sont  ces 
nombres  f 

II.  Dans  l’équation  13x’+5x — l=ü,  le  produit  des  racines 
est  — et  leur  somme  est  — , parce  que  l’équation  revient 

à x*-{--f^x — t5=0,  lorsqu’on  dégage  le  premier  terme  de  son 
coefficient. 


Les  racines  d’une  équation  du  second  degré  étant  réelles,  faire  connaître  les 
signes  de  ces  racines  sans  résoudre  l’équation. 

257.  Ixtrsque  les  racines  de  l’équation  x’+px4-î=0  sont 
réelles  ( ce  dont  on  peut  toujours  s’assurer-  en  déterminant  le 

signe  de  ^ — q quand  le  dernier  terme  de  l’équation  est  positif), 

on  peut  distinguer  le  signe  de  ces  racines  à la  simple  inspection 
des  signes  des  coefficients. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  13x*-t-5x  — 1 =0,  dont  les  ra- 
cines sont  réelles  ; leur  produit  est  négatif , donc  elles  sont  de 
signes  contraires;  par  suite.  Tune  de  ces  racines  est  positive , 
et  l'autre  négative  ; en  outre,  la  somme  de  ces  racines  est  néga- 
tive; donc,  en  valeur  absolue , la  plus  grande  des  deux  est  la 
racine  négative.  Dans  l’équation  13x* — 6x — 1=0,  la  racine 
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positive  a,  au  contraire,  une  valeur  absolue  plus  grande  que 
celle  de  la  racine  ncgalive. 

Remarque.  Il  n’y.  a pas  lieu  à discuter  les  signes  des  racines 
imaginaires  puisque , par  définition , ces  racines  ne  sont  ni  po- 
sitives ni  négatives;  ainsi,  on  commettrait  une  grave  erreur  si, 
sans  un  examen  préalable  de  la  réalité  des  racines,  on  disait  de 
l’équation  13a:*—  5x  1 = 0 : le  produit  des  racines  est  positif, 
leur  somme  est  négative , donc  les  racines  sont  positives. 


Délerminalion  de  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  le  produit. 

258.  Nous  venons  de  reconnaître  au  n°  236  que  résoudre  une 
équation  du  second  degré , c’est  chercher  deux  nombres  dont 
on  connaît  la  somme  et  le  produit  : réeiproqucmen.t , chercher 
deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur  produit , est-ce  ré- 
soudre une  équation  du  second  degré  ? 

Soient  a:  et  y les  deux  nombres  demandés  ; —p  leur  somme  ; 
cl  g leur  produit  ; nous  aurons  : 

[1] 

[2] 

multiplions  [1]  par  x,  [2J  par  — 1 ; ajôutons , et  il  viendra 
x'=z — px  — q 

ou  [3]  x’-j-px-l-y=0. 

L'n  calcul  analogue  pour  éliminer  x donne 
[4]  . ytJ^pyJ^q  — Q^ 

Ainsi,  la  recherche  de  chaque  inconnue  conduit  à une  équation 
ilu  second  degré,  mais,  chose  remarquable,  on  obtient  la 
même  équation , soit  que  l’on  élimine  x,  soit  que  l’on  élimine  y. 

De  la  première  on  lire  x = — d:  — q ; de  la  seconde 

on  tire  y=— 1±  y.  Voyons  maintenant  comment  les 
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deux  valeurs  de  x doivent  être  accouplées  avec  les  deux  valeurs 
de  y ; la  somme  des  deux  nombres  cherchés  doit  être  égale  à 
— P ; en  conséquence,  il  faudra  prendre 

ce  qui  fournit  une  première  solution  du  problème.  On  en  ob- 
tient line  seconde  en  accouplant  la  deuxième  valeur  de  x avec 
la  première  valeur  de  y , ce  qui  donne 

Or , ces  deux  solutions  n’en  font  à proprement  parler  qu’une 
seule,  puisque  les  deux  inconnues  de  la  première  ont  les  mêmes 
valeurs  que  les  inconnues  de  la  seconde  ; cette  conclusion  re- 
marquable pouvait  être  prévue  à la  seule  inspection  des  équa- 
tions [1]  et  [2]  ; en  effet,  ces  équations  restent  les  mêmes  quand 
on  y change  x en  y,  et  y en  x;  donc,  si  elles  sont  vérifiées  par 
le  couple  de  valeurs  x = a et  y = p , elles  le  seront  aussi  par  le 
couple  de  valeurs  x = p et  y = a.  De  ces  explications  résulte 
que  les  valeurs  des  inconnues  du  problème  proposé  sont  les  ra- 
cines de  la  même  équation  du  second  degré  x*  -\-px  -)-  y =0,  que 
l’on  peut  former  immédiatement,  ce  qui  donne  le  moyen  de 
calculer  rapidement  les  valeurs  de  deux  nombres  dont  on  con- 
naît la  somme  et  le  produit. 

Exsuple.  La  somme  de  deux  nombres  est  7 , leur  produit 
est  12.  Quels  sont  ces  nombres?  Ces  nombres,  3 et  4,  sont  les 
racines  de  l’équation  x’  — 7x  -|- 12=0. 

Définition.  On  dit  que  une  ou  plusieurs  équations  sont  symé- 
triques par  rapport  aux  inconnues,  lorsque  ces  équations  restent 
les  mêmes  quand  on  change  ces  inconnues  les  unes  dans  les 
autres. 

Les  équations  [1]  et  [2]  sont  symétriques  par  rapport  aux  in- 
comiues  ; il  en  est  de  même  des  équations  x-f-y =o  et  x*y*=è  ; 

18 


Digitized  by  Googl 


274  KiSOLÜTIOS  ET  WSCÜSSIOR 

x-\-y=at{a?-\-^—b\a*-\-y'=aei  x*  + ÿ*=ft,  et  ainside 
suite.  Danschacuude  ces  exemples,  les  couples  de  valeurs  sont 
en  nombre  pair  et  se  réduisent  de  moxtié. 

Rem.vbqüks.  I.  Les  valeurs  des  inconnues  dans  le  problème  pré- 

eédent  sonta:  = — 1 + ?,  et  y= 
général,  ces  valeurs  ne  sont  pas  égales,  car,  pour  qu’on  eût  x=y, 
il  faudrait  avoir  ix=—p  elx‘  = q',  par  suite  q = j,  ce  qui, 
en  effet,  est  le  cas  des  racines  égales. 

II.  Le  problème  devient  impossible,  dès  que  q surpasse  ^ ; la 
plus  grande  valeur  de  q , c'est-à-dire  du  produit  donné , est 
donc^,  auquel  cas,  les  deux  noml)res  cherchés  sont  égaux  à 

— c’est-à-dire  à la  moitié  de  la  somme  donnée.  En  consé- 
qucncc, 

230.  Pour  partager  une  quantité  donnas  en  deux  parties  dent 
le  produit  soit  le  pim  grand  possible , il  faut  la  partager  en  deux 
parties  égales.  ( Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  questi<m  de 
maxitaum.) 

Problème  inverse  de  la  résolution  des  équations  du  second  degré,  ou  maaière 
. de  composer  une  équation  qui  ait  des  racines  données. 

240.  Exemple.  Former  une  équation  qui  ait  3 et  — 2 pour 
racines. 

La  somme  des  racines  est  1 ; donc,  le  coefficient  du  second 
terme  de  l’équation  cherchée  est  — 1 ; le  produit  des  racines 
est — 6;  donc  le  troisième  terme  de  l’équation  est  — 6;  d’ail- 
leurs , le  premier  terme  est  x’  ; ainsi  l’éqitation  demandée  est 

x‘  — X — 6 = 0. 

Autrement.  Le  principe  de  la  décomposition  du  premier 
membre  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  donne  immétiia- 
tement 

(X— 3)(x-i-2)  = 0 

ou  x’— X — 6=0 
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Remarque.  A défaut  des  deux  méthodes  précédentes , on  peut 
procéder  analytiquement,  et  d'une  manière  générale,  ainsi 
qu’il  suit  : 

Soient  [1]  x’+pÆ-f  ? = 0 

l’équation  cherchée,  et  a,  p les  racines  données;  les  inconnues 
du  problème  sont  p et  9;  mais  la  substitution  des  racines 
données  dans  l’équation  [1] , donne 

[2]  a*-|-pa-|-g=0, 

[3]  P*  + pP  + 5t=0. 

A 

Four  résoudi  e ces  deux  équations  à deux  inconnues  p et  9 , re>' 
tranchons-les  membre  à membre , et  il  viendra 

d’où  p=— (a+p); 

par  suite  ? = “?• 

b'équation  cherchée  est  donc 

a:’ — (a  + p)« -f  ap =0  ; 

en  sorte  que  si  la  composition  des  coeffldents  de  l’équation  du 
second  degré,  ne  nous  était  pas  déjà  connue,  cette  méthode 
nous  l’apprendrait. 

211.  Théorème.  Si  a est  racine  de  l'équation 

[11  x*  + px+q=o 

-son  premier  membre  est  divisible  par  x — a,  e<  réciproquement.. 

Démonstration.  Le  trinôme  :c‘-\-px-Yq  sera  ou  ne  sera  pas 
divisible  par  a: — a,  suivant  que  la  division  de  ces  deux  iHdy- 
nomes  se  fera  ou  lie  se  fera  pas  exactement;  il  est  donc  naturel 
d'essayer  la  division. 

x*-\-px-\-q  I X — g 

— J* 4- ax  I a?  + o-}-p 

{a-\-p)x-\-q 
— («4-p)x+o’+rtp 
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Le  reste  de  celle  division  n’est  autre  cliosc  que  le  trinôme 
proposé  dans  lequel  on  remplace  x par  a;  donc  : 1°  Si  a est 
racine  de  l'équalion  [t],  ce  reste  est  nul;  la  division  réussit,  et 
X — a est  diviseur  du  premier  membre  de  cette  équation;  2“  si 
la  division  réussit,  le  reste  a’-j-ap+ÿ  est  nul,  par  conséquent 
a est  racine  de  l’équation  proposée , ce  qui  démontre  à la  fois  la 
directe  et  la  réciproque. 

Application.  Supposons  que  2 soit  racine  de  l’équation 
X*  — 5x-f  6=0; 

j)Our  trouver  la  seconde  racine , il  suffirait  de  diviser  x* — 5x-)-6 
par  X — 2 et  d'égaler  le  quotient  à 0,  ce  qui  conduirait  à une 
équation  du  premier  degré  à une  inconnue.  Si  la  racine  connue 
était  — 2,  il  faudrait  prendre  pour  diviseur  x — ( — 2)  oux-)-2. 
Toutefois,  il  serait  plus  simple  de  se  rappeler  que  5 est  la 
somme  des  deux  racines,  ou  que  6 est  leur  produit,  ce  qui 
ferait  connaître  immédiatement  1a  seconde  racine. 

242.  Remarque.  On  a vu  dans  les  exercices  du  livre  II , que 
si  l’on  divise  par  x — a le  polynôme  Ax" -j- Aix"~‘ -|- Aix*“* 

+ AjX"-’+ +.\„_iX-|-  A*,  le  quotient  est  un  polynôme 

entier,  et  que  le  reste  indépendant  de  x est  Ao^  + Aio*"* 

-l-A,a"-*+ +A*;  or,  ce  reste  n’csl  autre  que  le  polynôme 

proposé  dans  lequel  on  substitue  a à la  place  de  x ; donc , si  la 
quantité  a jouit  de  la  propriété  de  faire  évanouir  un  polynôme  de 

la  forme  Ax"  -|-  A,x*“'  -f  AjX*-*  -j- + , ce  polynôme  est 

exactement  divisible  par  x — a,  et  réciproquement. 

Le  tliéorèinc  précédent , qui  joue  un  rôle  fondamental  dans 
\'algèbre  supérieure,  permettrait  d’établir  les  conditioDS  de  divi- 
sibilité de  x^izo"  par  xdza. 

245.  Le  théorème  du  n°  241  reproduit  Irès-simplcmenl  la 
composition  des  coefficients  de  l’équation  du  second  degré. 

En  effet,  quand  la  division  réussit,  on  a identiquement 

{x—aXx-{-a+p)=0, 

ce  qui  donne  1*  x — a=0,  d'où  x = o (racine  déjà  connue), 

â"  X -|-a-t-/)=0,  d'oùx  = — a — p. 
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Les  deux  racines  sont  donc  a et — a — p;  la  somme  de  ces  racines 
est  — p;  quant  à leur  produit,  il  est  —a*—pa,  quantité  qui  est 
égale  à g,  puisque  le  reste  a*  -1-po  -f-y  de  la  division  précédente 
est  égal  à O par  hypothèse. 

244.  D’après  ce  qui  a été  dit  au  n®  226 , l’équation  générale 
du  second  degré  ic’+pr-f  y=0  a deux  racines  et  n’en  a que 
deux , puisque  son  premier  membre  est  décomposablc  en  deux 
facteurs  du  premier  degré  en  x,  et  que  l’un  de  ces  facteurs 
doit  être  égal  à zéro , auquel  cas  la  résolution  de  l’équation  du 
second  degré  est  ramenée  à celle  de  deux  équations  du  prm/er, 
qui  donnent  chacune  une  seule  valeur  pour  l’inconnue.  Ce 
principe  est  fondé,  comme  on  le  voit,  sur  la  manière  même  de 
résoudre  l’éijuation  ; or,  on  peut  se  demander  si  l’on  n’obtiendra 
que  deux  racines , quelle  que  soit  la  méthode  qu’on  pratiquera 
pour  résoudre  l’équation  proposée.  Pour  répondre  à cette 
question,  procédons  analytiquement;  soient  a,  p,  y trois  racines 
de  l’équation,  cherchons  les  conséquences  : 

Puisque  les  quantités  «,  p,  y sont  chacune,  par  hypothèse,  une 
racine  de  l’équation 

Æ’  + pjJ  + y = 0 
nous  aurons  les  trois  identités 

[1]  a*+pa+y  = 0 

[2]  • 

[3]  Y*+py+y  = 0. 

Retranchant  [2]  de  [1] , puis  [3]  de  [1] , il  vient  • 

[fl  («— pX“-f*P+P)=0,  . 

[5]  (a  — yX«+T+P)  = 0. 

Cela  posé , pour  que  le  produit  de  deux  facteure  soit  nul,  il  faut 
et  il  suffit  que  l’un  des  facteurs  soit  nul;  on  doit  donc  avoir  pour 
satisfaire  à l’égalité  [4]  a— p=o  ou  «+p-fp=0;  et  pour  sa- 
tisfaire à l’égalité  [5],  on  doit  avoir  a — y = 0 ou  a+Y-j-p=0; 
si  l’on  a a— P =0  on  en  conclut  que  a =p,  auquel  cas,  sur  les 
trois  racines  supposées,  deux  sont  égales  entre  elles;  on  tire- 
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rail  la  même  conclusion  à l’égard  de  oc — y=0;  si  aucun  des 
binômes  oc  — {i,  a — y n’est  égal  à 0,  c’est  qu’ alors 

[6]  a + p-fp=0 

[7]  ■ a+Y+i>=0, 

d’où  P — Y=0  ouP=y;  donc,  sur  les  trois  racines,  deux  au 
moins  sont  toujours  égales , ce  qui  prouve  qu’il  y a deux  racines 
et  qu’il  n’y  en  a que  deux. 

Remarques.  I.  La  solution  de  la  question  précédente  repose 
sur  ce  principe;  xtn  produit  ne  peut  être  nul  qu’autant  qu'un  de 
ses  facteurs  est  nul;  cela  est  toujours  vrai;  il  y a plus,  le  prin- 
cipe est  évident  dans  le  cas  des  facteurs  réels , mais  il  cesse  de 
l’élre  dans  le  cas  des  facteurs  imaginaires-,  or,  comme  nous  ren- 
voyons à des  compléments  d’algèbre  la  théorie  des  imaginaires , 
nous  ferons  observer  que  nous  avons  seulement  élalili  ce  prin- 
cipe : Une  équation  du  second  degré  à coefficients  réels  peut  ad- 
mettre deux  racines  réelles  et  n’en  admet  jamais  plus  de  deux. 

II.  Le  principe  du  n°  (241)  pourrait  servir  à démontrer  qu’une 
équation  du  second  degré  n’a  que  deux  racines  ; mais  il  exigerait 
pour  cela  des  connaissances  qui  dépassent  les  bornes  de  ce 
traité. 

III.  A chaque  racine  réelle  (a)  correspond  un  diviseur  x — a, 
du  premier  membre  de  l’équation  du  second  degfé , d’ailleurs , 
l'équation  n’a  que  deux  racines  réelles , donc  le  premier  membre 
de  /’é^ttaiion  x’-f-px  + q n’admet  qu’une  décomposition  en  fac- 
teurs réels  du  premier  degré  par  rapport  à x. 

IV.  Celte  dernière  proposition  est  analogue  à celle-ci  ; Un 
nombre  n’est  décomposable  qu’en  un  seul  système  de  facteurs  pre- 
miers. 
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CHAPITRE  III. 

I 

RÉSOLUTION  ET  DISCUSSION  DE  L’EQUATION  LA 
PLUS  GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ  àc*+ôa:-}-c:^0. 
ÉQUATIONS  IRRATIONNELLES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


SOHUAIRB. 


24i>.  Résolution  de  l'équation  ox*-|-&a;-|-c  = 0 déduite  de  l'équation 
a:*-f-p^  + 9 = 0.  — 246.  Résolution  directe  de  l'équation  précédente. 
— 247.  Règle  générale.  — 248.  Application.  — 248.  Décomposition 
du  trinôme  oa;*4-éa:+c  en  facteurs  du  premier  degré.  — 2it0.  Théo- 
rèmes. — 261.  Applications.  — 262.  Discussion  de  l'équation 
ax* -f- 6* 0 = 0 suivant  que  l'on  a 6’  — 4nc>0,  6* — 4oc<0, 
6*  — 4ac  = 0.  — 263.  ForoM  du  premier  membre  lorsque  les  racines 
sont  imaginaires.  Vérification  des  racines.  — 264.  Forme  du  premier 
’ membre  lorsque  les  racines  sont  égales.  — 266.  Condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  trinôme  de  la  forme  ax*-|-&x-)-c  soit  le  carré 
d'un  binôme. — 266.  Examen  du  cas  où  l'équation  ne  peut  pas  avoir  de 
racines  imaginaires.  — 267.  Cas  particuliers.  — 268.  Des  racines 
infinies  de  l'équation  ox* -f- éx  + c = 0.  — Comment  on  exprime 
qu’une  équation  du  second  degré  a une  racine  infinie.  Comment  on  ex- 
prime qu'elle  en  a deux.  Comment  on  exprime  que  le  trinôme  ax’-f-éx-j-o 
est  nul  quel  que  soit  æ.  — 268.  Remarque  sur  l'artifice  de  calcul  qui  a 


commun.  Application.  — 260.  Tableau  résumé.  — 261.  Des  équations 
irrationnelles  du  second  degré.  Remarques. 


Résolution  de  l'équation  oz’  -f-  hz  -f  e = 0. 

34iî.  La  résolution  de  l’équation  ÿ = 0 donne  im-  . 

médiateincnt  celle  de  l’équation  la  plus  gÂiérale  des  équations  du 
second  degré  : 

[1]  ax*-t-&r-f-c=0,  ' , ' 
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puisque  dans  la  formule 


il  suffit,  d'après  ce  qui  a été  dit  au  n»  223,  de  remplacer/» 
par  I > cl  g par  Voici  le  calcul  : 


2«  V ® 


b , /6*  Aac 


X- 


— b±\/b' — Aac 

' 2Ô  ■ 


Résolution  directe  de  l’équation  précédoile. 

246.  Le  raisonnement  qui  a été  fait  au  n*  2i6  pour  ré- 
soudre l’équation  g=0  s’applique  identiquement  à 

l'équation  [1]  ; ox*  et  bx  pcu\cnt  être  regardés  comme  les  deu.x 
premiers  termes  du  carré  d’un  binôme.  En  effet , ox*  est  le 
carré  de  xy'o,  et  bx  peut  être  considéré  comme  le  produit  de 

2x\/â  par  un  second  terme  qu’on  obtiendra  par  conséquent  en 
_ b 

divisant  bx  par  Ixyfa,  ce  qui  donne  pour  compléter  le 
carré  du  binôme,  il  faut  ajouter  le  carré  de  ^ qui  est  , et 

pour  ne  pas  altérer  l’équation  on  diminuera  le  premier  membre 
de  celte  même  quantité,  en  sorte  qu’il  viendra  successivement  : 

b*  6* 
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par  suile  : 1® 
2® 


Chacune  de  ces  équations  du  premier  degré  donne  une  racine 
et  n’en  donne  qu’une , savoir  : 


par  suite 


— é + V'é’  — Aac 
2a  ’ 


X = 


— b — — 4ac 

2a 


* = 


— b±^b'  — \ac 

2Ô  ’ 


résultat  conforme  à celui  du  n®  943. 

En  conséquence , 

247.  Règle.  Les  racines  d'une  équation  du  second  degré ^ ra- 
menée à la  forme  ax*-l-bx  + c = O,  sont  égales  au  coefficient  de 
la  première  puissance  de  x pris  en  signe  contraire,  plus  ou  moins 
la  racine  carrée  du  carré  de  ce  coefficient,  moins  quatre  fois  le 
produit  du  coefficient  de  \* par  le  terme  tout  connu;  le  tout  divisé 
par  le  double  du  coefficient  de  x’. 

Appliquons  cette  règle  îi  quelques-uns  des  exemples  qui  ont 
déjà  été  traités  d’après  la  règle  du  n®  228,  qui  n’est  plus  qu’un 
cas  particulier  de  celle  du  n®  247. 

248.  Application.  Résoudre  l’équation 

«•—84: -1-12  = 0 

8±v'64-48 

* ô » 


«'  = 6,  x"  = 2. 
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Résoudre  l’équaiion  13a^— 7x— 38  = 0. 

7±v^49  — (4.13X  — 38) 


26 


a?=  • 


7±45 


26  ’ 


19 

x'=2,  *"  = — 

Résoudre  l'équation 

ax* — {2(6  — c)v^}x-}-{(6 — c)' — a’j=0, 

2(6 — c)\fâ±\jA[b — cfa — 4.  a\(b — c)‘  — a’| 


X = 


2a 

^ — a-\-b  — c 

~ ’ Ta  ■ 


Décomposilion  du  trinôme  ox’  + bx  4-  c en  Tactears  du  premier  degré. 
840.  Reprenons  l'équation 


Réduisant  l’entier  c en  fraction  sous  te  radical  et  extrayant  La 

racine  carrée  des  deux  termes  de  la  fi  action  ^ ^ il  vicni 

4a 


V 2v/â  / \ 2<J  a 2y/a  / 

Divisant  chaque  facteur  par  \fâ,  et,  pour  ne  rien  changer,  multT- 
pliant  par  o le  produit  de  ces  facteurs,  on  obtient 


\ ^2a  2a  ) \ 2a  ) 

ou,  en  désignant  par  x!  et  x"  les  racines  de  l’équation  [1] , 
o(x  — »')(x — x") = 0. 
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EfTectuant  la  multiplication  indiquée,  on  a 

o[«* — af')x  -f  x'al'\  = O ; 

en  conséquence, 

ax*-\-bx-\-c=(^x — xf){x—iif)-=<ui?—{x'-\-af')ax-\-aifx'’=0. 
De  là  les  deat  théorèmes  suivants  : 

230.  1“  Le  premier  membre  de  toute  équation  du  second  degré 
ramenée  à la  forme  ax*  + hx  4*  c = 0 est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs du  premier  degré  formés  en  soustrayant  chaque  racine  de 
l'inconnue,  et  le  tout  multiplié  par  le  coefficient  du  premier 
terme, 

2°  Le  coefficient  b du  second  terme  de  l'équation  est  égal  à la 
somme  des  racines  prises  en  signes  contraires,  multipliée  par  le 
coefficient  du  premier  terme;  le  terme  tout  connu  est  égal  au  pro- 
duit de  ces  mêmes  racines  par  le  coefficient  du  premier  terme. 

231.  Applications.  I.  Dans  l’équation 

13a^  — 5x  — 1 = 0 

5 est  la  somme  des  racines  multipliée  par  13:  donc  cette  somme 
est  — 1 est  le  produit  des  deux  mômes  racines  multiplié 
par  13,  donc  ce  produit  des  racines  est  — ^cs  résultats  s’ac- 
cordent avec  ce  qui  a été  dit  au  n'  228  où  l’on  divisait  préa- 
lablement par  13  tous  les  termes  de  l’équation  afin  de  rame- 
ner le  premier  terme  à avoir  pour  coefficient  l’unité.  D’après 
cela,  l'équation  proposée  qui  a scs  racines  réelles  a une  racine 
positive  et  une  racine  négative;  la  première  est  celle  dont  la 
valeiu"  absolue  est  la  plus  grande. 

11.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  le  trinôme 

Cx‘-l-lla:-l-3. 

Cherchons  les  racines  de  l'équation 


6x*-t-  lla:-f3  = oi 
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Parsuitc,  &c>+ ll«+3  = 6(a;4-i)(® + i). 

= 3(x  + i)2.(ar4-i), 

= (3a:  + l)(2«  + 3). 

UI.  Décomposer  X*  — 9 en  facteurs  du  premier  degré. 

Les  racines  de  l’équation  x* — 9 = 0 sont  x'  = 3,  x"  = 3,  par 
suite , X* — 9 = (x  — 3)  (x  + 3),  ce  qu’on  pouvait  apercevoir  im- 
médiatement puisque  X*  — 9 est  la  différence  de  deux  carrés. 


OîKiusion  de  l'équation  ax>  + &x+  e=0. 


2dS . Les  racines  de  l’équation  générale  du  second  degré  sont  : 


[1] 


x' 


— é-j-y/fc*  — 4gg 
2a 


[2] 


2a 


. 1.  Si  c est  positif,  4oc  est  positif;  par  suite,  6* — 4ac  est  une 
soustraction  arithmétique,  et  donne  lieu  aux  trois  hypothèses 
é* — 4ac>0,  é’  — 4oc<0,  6* — 4ac  = 0. 

l"  Cas.  é*— 4oc>0. 

II.  Les  racines  sont  réelles  et  inégales;  la  valeur  absolue  du 
radical  est  plus  petite  que  la  videur  absolue  du  nombre  b ; donc 
le  signe  des  racines  dépend  du  signe  de  b.  Si  b est  positif, 
l’équation  a ses  deux  racines  négatives , et  la  valeur  absolue  de 
chacune  d’elles  vérifie  l’équation 

a[ — x)*  -f-  ô( — x)  c = O, 

ou  ox* — bx  -\-c  = 0. 

Si  b est  négatif,  l’équation  a scs  deux  racines  positives. 

2*  Cas.  — 4oc<0. 

III.  Les  racines  sont  imaginaires;  l’évaluation  des  racines  est 
donc  impossible , soit  exactement , soit  approximativement , en 
sorte  qu’il  n’existe  aucun  nombre  susceptible  de  satisfaire  à 
l’équation. 
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Forme  du  premier  membre  de  l’équation  lorsque  les  racines  sont  imaginaires. 

îiiîS.  IV.  L'impossibilité  que  nous  venons  de  signaler  peut 
être  prise  sur  le  fait  en  remontant  à l'équation  [1]. 

En  effet , la  condition  5*  — 4oc  < O donne 


( K désignant  une  quantité  positive);  par  suite,  l’équation  [1] 
devient 


ce  qui  est  absurde , attendu  que  le  premier  membre  de  celle 
dernière  équation  ne  sera  jamais  nul  (même  raisonnement 
qu’au  n“  251).  En  conséquence,  lorsque  les  racines  de  l'équation 
ax’-j- b.\-f-e  = O son < imoÿ»nairej<,  son  premier  membre  est  un 
carré  parfait  augmenté  d'une  quantité  essentiellement  positive. 

V.  Le  premier  membre  de  l'équation  [l]ync' pourra  jamais 
s’évanouir,  avons-nous  dit,  tant  qu'on  attribuera  à x des  va- 
leurs positives  ou  négatives , mais  ce  qu’on  ne  pourra  pas  obte- 
nir avec  des  nombres  réels , on  l’obtiendra  aveepes  expressions 
imaginaires  : 


et  c’est  pour  cela  que,  par  analogie,  on  continue  à les  appeler 
racines  de  l’équation. 


d’où 


‘wr’-|-êar-f-^4-K=0, 


ou  [3] 


— — 4ac 

2a 


ou 


— 5 ± y/  4ac  — 5*  — ï 
2a 


f 
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Voici  le  calcul  dans  lequel  on  remplace  K par  sa  valeur  * 


K“+i7s)’+'‘=“’ 


/2aa;  -|-  b\*  , 4ac  — 6* . 

\ 2v/â  / ~ 


(2ac  + 6)*+4a4?  — 6*  = 0, 

4a’x*  + 4al(x  + 6’  + — 6* = O , 

4aV  4-  4aôx  -f  4oc  = 0, 
ia^ax'  -j-  èa?  + c)  = 0 , 


l’  1 fr— » 1 A 

=0, 

2«  ) 
, l ô‘— 2ôs/4rtc— 

2a 

4ac+b^  _6»4_6y/4ac— 6*v/— 1 

4a* 

* 2a 

4ac — 2t*-|-26v^  4ac — 6*\/^^-|-4a(’' 

4-eJ_ 

)=0. 

\ 4a 

Barrant  tous  les  termes  qui  se  détruisent,  on  trouve 

0 = 0, 

3' Cas.  6’ — 4ac  = 0. 

VI.  Dans  ce  cas  particulier,  les  racines  se  réduisent  chacune  ît 
— par  suite  de  l’évanouissement  du  radical. 

Forme  du  premier  membre  de  l’équation  dans  le  cas  des  racines  égales. 
234.  Puisque  6* — 4oc=0 

on  en  déduit  que  ^ — 


Digilized  by  Google 


DE  l’ÉQDATIOS  la  plus  GÉNÉRALE  DD  SECOND  DEGRÉ.  287 
par  suite , le  premier  membre  de  l’équation  prend  la  forme 

oa:*-f-6a:+;^  = 0, 


Ainsi,  h 'premier  membre  de  l'équation  ax’  + bx  + c =0  est  un 
carré  parfait  lorsque  ses  deux  racines  sont  égaleset  demême  signe; 

xv/ô  + ^=0, 
b 

et  par  suite,  x = — 

Rimarqcb.  On  dit  que  V équation  a ses  deux  racines  égaies  par 
les  mêmes  raisons  qu’au  n“  231,  3".  En  conséquence , 

28JS.  Pour  qu’un  trinôme  du  second  degré  soit  le  carré  d'un 
binôme,  il  faut  et  ilxuffit  que  le  carré  du  coefficient  du  second 
terme  diminué  du  quadruple  produit  des  coefficients  des  termes 
extrêmes  soit  égal  à zéro.  (Nous  retrouverons  cette  condition 
plus  tard.) 

E.xbuples.  Le  trinôme  x*— 6p:  + 9 est  un  carré  parfait;  mais 
il  n’en  est  pas  de  môme  de  Sjÿ— qx  + l,  parce  qu’on  n’a  pas 
9 — 4. 5. 1 = 0. 

Cas  où  l’équalion  01=  + bi  + c = 0 n’a  pas  de  racines  imaginaires. 

2S6.  Soit  maintenant  c<0. 

Ici  l’équation  a son  dernier  terme  négatif,  donc  la  somme 
arithmétique  + 4oc  se  présente  sous  l’apparence  d’une  diffé- 
rence 6* — 4oc;  par  suite  l’équation  a ses  deux  racines  réelles; 
et  d’ailleurs , dans  la  somme  dont  se  compose  le  numérateur 
de  chacune  des  fractions  [1]  et  [2],  le  radical  donne  son  signe; 
et  comme  le  dénominateur  est  dans  tous  les  cas  de  la  discus- 
sion un  nombre  positif,  l’équation  a une  racine  positive  et  une 
racine  négative.  Si  b est  positif,  la  racine  négative  a la  valeur 
absolue  la  plus  grande,  et  le  contraire  a lieu  si  6 est  négatif. 
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287.  Cas  PARTICULIERS.  1"Cas.  c = 0. 

I.  Les  racines  se  réduisentà  x = 0,  x= — 

En  effet,  l’équation  [1]  se  décompose  immédiatement  en 
deux  facteurs. 

(oa;  + ^)®  = 0; 

par  suite,  ax-\-b=0,  d’où  x=—^, 

et  a;  = 0. 


2*  Cas. 


Les  racines  se  réduisent  à x'-. 


^ — 4ac  — \/—Aac, 


2a  ’ 2a 

appliquant  ici  les  principes  d’ariihmétique  relatifs  à l’extrac- 
tion de  la  racine  caifée  des  fractions,  on  peut  écrire 


semblablement 


En  effet,  l’équation  [1]  se  réduit  à l’équation  binôme  flœ*-f-c=0, 
qui  donne  immédiatement 


X 


3' Cas.  6 = 0 et  c = 0. 


n.  Les  racines  se  réduisent  chacune  à 0,  ce  qui  s’accorde 
avec  l’équation  oa:*=0. 

En  résumé,  il  y a toujours  un  parfait  accord  entre  les  racines 
et  l’équation  d’où  on  les  a tirées. 


Des  racines  infinies. 

2d0.  Dans  tout  ce  qui  précède  on  a dù  supposer  que  a n’était 
pas  nul,  sans  quoi  on  n’aurait  pas  eu  d’équation  du  second 
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degré;  cherchons  maintenant  les  conséquences  auxquelles  con- 
duirait l’hypothèse  de  «=  O. 

Reprenons  l’équation  ox*  + fro:  c = 0, 

ainsi  que  les  valeurs 

[1] 


••  --.V  * * 

i’?- 


V-  K ^ V*  * ♦ ' ' 


_6-|-v/y-4ae 
^ ~ 2a  ’ 


[2] 


X = 


— b — y/y—  jac 


I.  Si  0=0,  les  racines  x’  et  x'  prennent  la  forme 


. . , X ' i ■ “v 

V V>:iC'' 


X = ^ , 


' V 

■ il. 


■ T.  . «’Tl 

■ ^ * v'  -î^.7  r-  * 
. -■'î 


J A* 


La  question  est  donc  de  savoir  ce  que  représente  Quand 
on  a séparé  ainsi  les  signes  du  radical , on  entend  par  y/é*  la 
valeur  arithmétique  de  cette  quantité.  Si  b est  positif,  ^ a 
pour  valeur  absolue  -j-ft;  mais  si  b est  négatif,  y/^  a pour 
valeur  absolue — b,  car  c’est  alors — b et  non  pas-j-ô  qui  repré- 
sente une  valeur  positive.  Cela  posé , si  b est  positif , ta  première 

racine  x'  prend  ta  forme  g,  cl  la  seconde  racine  x*  prend  lu 
forme  — ^ ; si , au  contraire , b est  négatif,  la  première  racine 

prend  la  forme  — et  la  seconde  prend  la  forme 

1"Cas.  0 = 0 6>0. 

2b 

II.  La  forme — — indique  une  impossibilité  pour  cette  ra- 
cine. En  effet,  puisque  o = 0,  l’équation  ox* -|- éx -f  c = 0 
s’abaisse  au  premier  degré , et  elle  n’a  pas  deux  racines , mais 

elle  en  a une  — | qui  est  fournie  par  l’équation  6x-f-c  = 0. 

19 
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Or,  on  peut  s’assurer  que  dans  ce  cas  l’indélemiination  n'est 
qu’apparente. 

Avant  de  faire  o = 0 dans  la  formule  [1],  multiplions  haut 
et  bas  par  — b — y' 6*  — Aac,  et  il  viendra 

^ ( — b \Jb^  — 4ac)  ( — b — \Jli‘  — 4ac) 

2a( — b — 6*  — 4ac) 

Mais  le  numérateur  est  le  produit  de  la  somme  algébrique  des 
quantités  — b et  ^b‘ — 4oe,  par  la  différence  algébrique  de  ces 
mêmes  quantités,  ce  qui  donne  la  différence  des  can  és,  et  pai 
conséquent  6’  — (6’  — 4oc);  celte  expression  se  réduit  à 4ac, 
en  sorte  que  nous  aurons 


af  = 


4flc 


2o(— é — v'6>  — 4oe) 


Sous  celle  forme  on  reconnaît  que  l’hypothèse  de  a = 0,  fait 
évanouir  les  deux  termes;  supprimant  donc  ce  facteur,  nous 
pourrons  écrire  , 

4c 


X = 


2( — b — y/é’  — 4ac) 


Enfin , faisant  l’hypoUièsc  de  a = 0,  il  viendra 


X 


2*  Cas. 


4c  4c 

'■^  — b — b)~^b'' 

a s=  0,  6 < 0. 


c 

■fi’ 


26 

ni.  La  première  racine  *'  = ~ -ô’  seconde  prend  la 
forme 

0 . ' 
Pour  montrer  que  l'indétermination  n’est  qu’apparente, 
multiplions  les  deux  termes  de  af  par  — y/V  — 4ac,  cl 
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nous  aurons  successivement 

» * » • j‘ 

^ ( — b — y/ 6*  — <ac)( — é-f-y/ft* — 4ac)- 

~ 2a(— ô + y/6*  — 4ac)  ’ 

. fr*  — (b'  — 4ac) 

‘ 2a( — ft  -{■  ' 

4o£ . 

2o( — 6 + — 4ac)  ’ 

divisant  par  a,  et  faisant  ensuite  a=0,  nous  aurons 

2(-6+v/^)’ 

4c c 

~2(,—  b + b)~~  b’ 

26 

IV.  La  forme  — représenterait  l’infini  négatif  ou  i’infini 

positif,  selon  que  l’on  aurait  h positif  ou  négatif,  si  l’on  pou- 
vait faire  converger  a vers  O en  prenant  successivement  des 
valeurs  plus  petites  que  toute  quantité  donnée. 

3*  Cas.  o = 0,  6 = 0. 

V.  Dans  ce  cas  la  racine  prend  la  forme  — et  en  effet 

O Os 

dans  ce  cas  l’équation  [t]  se  réduit  à c = 0,  c’est-à-dire  qu’elle 
est  impossible.  ^ 

Si  l’on  faisait  cette  double  hypothèse  dans  les  formules  primi- 
tives, elles  prendraient  toutes  les  deux  la  forme  malgré 
l’impossibilité  de  l’équation.  Ainsi , quand  on  trouvera  la  forme 
g pour  les  deux  racines,  on  remontera  à l’équation. 

Si  l’on  avait,  en  outre,  c=0,  il  y aurait  une  véritable  indé- 
termination, et  on  pourrait  attribuer  à x telle  valeur  qu’on 
voudrait. 

En  effet,  dans  ce  cas,  l’équation  se  réduit  à 0=0. 
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VI.  La  réciproque  est  vraie.  Si  dans  une  relation  de  la  forme 
3X*-f-l)X  + c = 0,  X est  susceptible  déplus  de  deux  valeurs,  on 
peut  en  conclure  que  a = 0,  b = 0,  c = 0,  auquel  cas  la  relation 
est  vraie,  quelque  soit  x.  ^ 

En  effet,  soient  w,  n,  p,  trois  valeurs  de  x,  on  aura  les 
identités 

[1]  am*  + f>m  + c = 0,  -, 

[2]  «n*  -f  = 0, 

[3]  «p»  + ép+c  = 0; 

Otant  [2]  de  [1],  on  aura'  - 

[-4]  (m  — n)(am  + an  + b)  = 0; 

Otant  [3]  de  [1],  il  viendra 

[5]  . ’ (m— p)(a»i  + qp  + i)  = 0; 

»i  — n et  m — p,  ne  peuvent  être  nuis,  donc 

[6]  am  + on  + 6 = O,  . 

s 

[7]  • am  + <ip  + * = 0> 

Otant  [7]  de  [6],  on  aura  . ... 

a(n— p)  = 0; 

or,  n — p n’est  pas  nul,  donc 

a = 0. 

Substituant  cette  valeur  dans  Tune  des  égalités  [6]  et  [7],  on 
en  conclura  que  & = 0;  portant  les  valeurs  a = 0,  b — 0 
dans  [1],  on  en  conclura  que  c = 0;  donc,  en  résumé,  a=0, 
0 = 0,  c — 0.  ^ 

Vn.  Remarque.  Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  obsen’é  au  n°  S44, 
le  raisonnement  précédent  qui  se  fonde  sur  la  condition  de 
l'évanouissement  d’un  produit  exige,  pour  être  général,  que 
le  principe  que  l’on  a invoqué  soit  étendu  au  cas  des  facteurs 
imaginaires.  ■ " < 
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VIII.  En  résumé,  pour  exprimer  qu’une  équafion  du  second 
degré  de  la  forme  ax^-^-bv  -\-c=:0  a une  ou  deux  racines  infi- 
nies , on  posera  « = 0 da  is  le  premier  cas , et  a = 0,  b — 0 
dans  le  second. 

) ■ 

IX.  Pour  exprimer  que  le  trinôme  oa:* -f  ôo; -j- e est  nul, 
quel  que  soit  x,  on  posera  a=0,  é = 0 et  c = 0. 

SiiO.  Remarque.  Il  est  important  de  bien  saisir  l'esprit  de 
f artifice  de  calcul,  qui,  dans  le  cas  de  a=.0,  nous  a servi  à 

trouver  la  vraie  valeur  x=z  — ^ , qui,  de  prime  abord,  était  de 

la  forme  11  ne  pouvait  y avoir  aucune  réduction  entre  la 

quantité  engagée  sous  le  radical  et  le  tenue  indépendant  <le  ce 
radical , tandis  que  les  réductions  peuvent  se  faire  dès  qu’on 
est  parvenu  à la  diRérence  Je  deux  expressimis  débarrassées 
de  radicaux;  et  comme  le  facteur  introduit  au  dénominateur 
ne  peut  pas  s'évanouir  dans  les  mômes  'circonstances  que  le 
numérateur  primitif,  il  s'ensuit  que  l’irrationnalité  introduite 
au  dénominateur  ne  présente  aucun  inconvénient;  d'ailleurs 
l’hypothèse  de  a = 0 a permis  de  tout  évaluer 

Le  même  artifice  de  calcul  pourrait  servir  s’il  y avait  deux 
radicaux  au  lieu  d’un.  Il  suffirait  alors  de  multiplier  cl  de  di- 
viser par  la  somme  ou  par  la  différence  algébrn]ue  des  mêmes 
radicaux. 

Exemples.  i/A_— _y^j 

Dans  le  premier  cas , on  multipliera  et  on  divisera  par 
-f*  dans  le  deuxième  cas,  on  multipliera  et  on  divisera 
par  v'A  — v'B,  et  l’on  aura 

A— B A— B 

D(v'À  -f-  v'B)  ’ v'Â  — y/'B' 


* Quelquefoli  pour  trouver  la  vraie  valeur  *=—|,  on  développe  s/b^—iac 

en  une  suite  illimilée  de  termes;  mais  celte  mélhode,  pour  être  rigoureuse, 
exige  que  l’on  connaisse  la  théorie  des  iMtt. 
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Tableau  résumé. 
S60.  <KC*-f- &a:-[-c  = 0, 


— b 6*  — 4ac 


2a 

, 1"Cas. 

c>0. 

fc*— 4(^<;>0 1 

[>• 

tî-' 

- y ' • , 

6*— 4or<0 

( x'  et  x"  imaginaires.  Le  premier  membre  de  l’équa- 
1 lion  est  la  souunc  de  deux  quantités  positives. 

6* — 4ac=o| 

1“  i>0{x'  = x"<0 
,2»  6<0jx'=x^>0j 

/ Le  premier  inemlire  de 
! l’équation  est  un  carré 
[ parfait. 

N 

2*  Cas.  ’ 

• c<0. 

fx'>0.  1"  6>0, 

[ x"<0.  2“  6<0, 

x'  >x"  (en  valeur  absolue), 
x' > x"  (en  valeur  absolue). 

Cas  PARncüUERs.  1"Cas.  c = 0, 

x'  = 0.  !•  ô>0, 

x’<0. 

1 h 

1 x"=— 2«  é<0, 
. a 

x">0. 

2*  Cas. 

6 = 0. 

fl"  c>0,. . . a;'  et  imaginaires,  '• 

2"  c < 0 I ^ Q x' = x"  (en  valeur  absolue) . 


3*  Cas.  6=r0  et  <r=0, 

<x'=x‘'=0. 
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4*  Cas.  a=0. 

t x'— - 

1“  ô>0)  b 

{ a/'= — OD. , 

f a/  = — 00  , . 

2"  = - 

5*  Cas.  a=0  6 = 0.  ' 

\x'  et  af  inQnis, 

6"  Cas.  a = 0,  6 = 0,  c = 0, 

) 

j X arbitraire. 

Des  équations  irrationnelles  du  second  degré. 

201.  On  peut  avoir  à résoudre  des  éqtialions  qui  renferment 
des  radicaux  du  second  degré  sousles^jucls  se  trouve  placée  l’in- 
connue qu’on  veut  déterminer.  Ces  cejuations  pourront  être 
résolues  toutes  les  fois  que  l’équation  rationnelle  à laquelle  on 
sera  conduit  par  l’évanouissement  des  radicaux,  sera  du  second 
degré , ou  pourra  se  ramener  h une  équation  du  second  degré. 

Exemple.  I.  Résoudre  l’équation 

[1]  — 5 = 5.  . , . 

Faisons  passer  le  second  radical  dans  le  second  membre, 
autrement  dit,  isolons  l’un  des  radicaux,  le  premier,  par 
exemple , dans  l’un  des  membres , et  nous  aurons 

\/x  = 5— 5. 

Élevant  les  deux  membres  au  carré,  il  vient  successivement  : . 
^ a;  = 25  — lOy/x  — 6-|-a:  — 5, 

20=1(V»  — 5* 

2 — ^x  *— — *5 , 
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élevant  encore  au  carré  et  réduisant,  on  obtient,  réductions 

faites 

a:=9.  ■ . . 

VÉRinCATION.  v'9+v'9 — 6 = 5, 

3 + 2 = 5. 

E\KMrtB.  II.  Résoudre  l'équation  ^ 

v'ix+f +v^3x— I8=v'7a:+1 . 

D’après  ce  qui  précède,  nous  aurons  successivement  , 
2a;+7+3x— I8  + 2v'6x*— I5x  — 126=7«  + 1, 

[2]  5x*—27x— 162=0, 

d’où  x'  = 9,  x"  = — 

VÉRIFICATION.  Calculons  la  valeur  de  chaque  radical  pour 
x = 9. 

l.es  valeurs  respectives  de  ces  radicaux  sont 
5,  3,  et  8. 

Or,  5+3  = 8,  donc  9 satisfait  à l’équation  proposée.  Les 
valeurs  respectives  dos  mêmes  radicaux  pour  x = — ^ sont 

I2y'=l  et 

or,  le  troisième  radical,  au  Heu  d’être  la  souiwe  des  deux  pre- 
miers, en  est  la  différence.  Cela  vient  de  ce  qu’ayant  chassé  les 
radicaux  par  une  élévation  au  carré , l’équation  rationnelle  [2] 
serait  la  même  quels  que  fussent  les  signes  de  ces  radicaux  ; 
on  ne  peut  donc  compter  sur  les  solutions  trouvées,  qu  après 
avoirvéritié  directement  qu’elles  satisfont  à l’équation  proposée. 
En  effet , si  on  fait  toutes  les  combinaisons  auxquelles  donnent 
lieu  les  signes  des  radicaux  on  trouve  les  quatre  équations  : 

V2x  + 7 + v/3x— 18  = v'7x  + l;  . 

v/2x  + '7  — v/3x  — 1 8 = v'7x  + ï ; 

— V''^  + 7+y/3x— 18  = v^7x  + l: 

— v/2x  + 7 — v'Sx  — 1 8 = y/7x  + l" 
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qui  conduiraient  toutes  à la  même  équation  finale.  Or,  x—9 
satisfait  h la  première;  ar= — ^ salisfait  à la  troisième,  et 
aucune  de  ces  solutions  ne  satisfait  ni  à la  deuxième  ni  à la 
quatrième.  Une  observation  du  même  genre  s’applique  au  pre- 
mier exemple. 

Remarque.  Ces  dernières  obscrvalious  font  voir  que  la  méthode 
de  résolution  précédente  peut  devenir  illusoire  ix)ur  des  équa- 
tions irrationnelles  correspondantes  à certaines  combhiaisons 
de  signes  des  radicaux.  En  oflet , la  seconde  et  la  quatrième 
équation  sont  étrangères  aux  racines  trouvées,  en  sorte  que,  par 
rapport  h la  question  proposée,  elles  n’admettent  aucune  solu- 
tion positive  ou  négative,  et  même  imaginaire. 
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CHAPITRE  IV. 

RESOLUTION  DE  QUELQUES  PROBLÉUES  DU  SECOND 
DEGRÉ  — PRORLÈMES  DES  LUMIÈRES.  — DES  RA- 
DICAUX DU  SECOND  DEGRÉ.  — DIVISION  D’UNE 
DROITE  EN  MOYENNE  ET  EXTRÊME  RA1S(K«. 


SOMMAIRE. 

262.  Résolution  de  quelques  problèmes  dépendants  d'une  équation  incom- 
plète du  second  degré.  — 265.  Résolution  de  quelques  problèmes  dépen- 
dants d’une  équation  complète  du  second  degré.  — 264.  Problème  des 
lumières.  Discussion  du  problème.  On  distingue  trois  cas  principaux  : 
a>b,  a<b,  a = b.  — 268.  Remarque  sur  les  solutions  négatives 
infinies  et  imaginaires.  — 266.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 
— 267.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison.  Discussion. 


Problèmes  dont  la  solution  dépend  d’une  équation  incomplète  du  second 

degré. 

202.  Problème  1.  La  superficie  d’un  rectangle  est  de  216  mètres 
' carrés;  la  base  est  les  \dela  hauteur , quelles  sont  les  dimensions 
de  ce  rectangle  ? 

Soit  X la  hauteur  du  rectangle;  — en  sera  la  base;  or,  la  géo- 

niélrie  enseigne  que  la  superficie  d’un  rectangle  s’obtient  en 
multipliant  la  mesure  de  la  base  par  la  mesure  de  la  hauteur; 
on  aura  donc 

[13  XX  y =216, 
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équation  qui  donne  successivement  : 


2x*  = 216X3, 

a;«  = = 108  X 3 = 324. 

I 

Les  dimensions  d'un  rectangle  étant  essentiellement  posi- 
tives, nous  rejetterons  la  r:x:inc  négative  de  l’équation  [1] 
puisqu’elle  n’est  susceptible  d’aucune  interprétation.  Cette  der- 
nière observation  montre  pourquoi  dans  l’interprétation  des 
solutions  négatives,  nous  avons  dit  d’une  manière  reslricrtec , 
qu’en  changeant  a:  en  — ar  dans  l’équation  du  problème,  on  avait 
la  traduction  algébrique  d’une  question  possible  et  à peu  près 
scmblaljle  à la  question  proposée.  Reportons-nous,  par  exemple, 
au  problème  du  testament,  qui  a été  résolu  au  problème  XIV, 
n’  127 ; soit  x le  bien  du  père;  y la  pai’t  de  chaque  enfant , et’s 
leur  nombre.  On  a trouvé 

x = a(» — 1)*;  y=a{n — 1)  et  c=n — 1. 

Or,  pour  n<;i , par  exemple,  » — 1 est  négatif;  il  en  est 
de  môme  de  y;  changeant  y en  — y,  et  s en  — z,  on  a 

f 

x = a(l — «)*;  y = a(y—n)  et  s = l — n; 

ces  valeurs  satisfont  aux  équations  du  problème , et  cependant 
l’interprétation  n’est  pas  possible , puisque  le  nombre  des  en- 
fants est  fractionnaire , ce  qui  est  absurde. 

Vérification  du  problème.  La  hauteur  étant  île  18  mètres , 
la  base  qui  est  les  § sera  de  12  mètres;  et,  en  effet,  18  fois  12 
font  216,  en  sorte  que  la  superficie  rectangulaire  est  de  216 
mètres  carrés. 

Problème  II.  La  somme  des  carrés  de  deux  nombres  est  a ; leur 
rapport  est  celui  denà  m;  quels  sont  ces  nombres  1 
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tttCD 

Soit  X l’un  des  nombres,  — sera  l’aulre,  el  nous  aurons 

fl 


successivement  : 


=“■ 


I I ^ 

^ H — r = 


^ = 


w’-fn*’ 


%nx / g 


VÉRIFICATION.  Les  deux  nombres  sont  évidemment  entre  eux 
dans  le  rapport  de  »n  à n ; reste  à vérifier  la  seconde  condition. 


(Vs^)'+(V54^)’  '■ 

m'a  I n’a  _ a(m’-f-n’) 

~ »i’  ’n*  + «*  wi’  n’  * 

Application  numériqür.  Soit  80  la  somme  des  deux  nombres, 
et  2 le  rapport  de  ces  nombres. 

Posons a = 80,w=2,»=l  et  nous  aurons 


Vs^=*- 


Problèmk  III.  Trouver  trois  nombres  connaissant  leurs  produits 
deux  à deux. 

Soient;  le  produit  du  premier  par  le  deuxième  ; p'  le  produit  du 
deuxième  par  le  troisième , et  p'  le  produit  du  troisième  par  le 


V 
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premier  ; x désignant  le  premier,  ^ sera  le  deuxième  ; — sera 

le  troisième,  et  comme  le  produit  du  deuxième  par  le  troisième 
est  p' , on  aura  successivement  : 


x'  et  x"  désignant  le  deuxième  et  le  troisième  nombre  cher- 
chés , on  aura 

J P PP  v'pp'p" 

^-x-^pp’f-  P"  ’ î 

..  t/'  pY  y/ÿÿ? 

X \Ipp‘p”  p 

Application  numérique. 

Soient  12  le  produit  du  premier  par  le  deuxième  ; 

15  te  produit  du  deuxième  par  le  troisième; 

20  le  produit  du  troisième  par  le  premier; 

posons  p = 1 2 , p’  = 15 , p"  = 20,  cl  nous  aurons  respectivement 
4,  3,  5 pour  les  nombres  cherchés.  • . 

Deuxième  application. 

Soient  10  le  produit  du  premier  par  le  deuxième  ; 

1 1 le  produit  du  deuxième  par  le  troisième  ; 

5 le  produit  du  troisième  par  le  premier. 

Posons  p = 10 , p'  = 1 1 , p"  = 5 et  nous  aurons  à moins  d’un 
centième,  2,13;  4,69;  2,35. 
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VÉRIFICATION.  _ 

2,13  X 4,69=9,9897  (nombre  très-près  de  10) 
4,69X2,35=  11,0215 
2,35  X 2,13  = 5,0055. 

Problème  IV.  Trottver  quatre  nombres  connaissant  le  produit  p, 
du  premier  par  le  deuxième;  le  produit  p',  du  deuxième  par  le  troi- 
sième; le  produit  p",  du  troisième  par  le  quatrième;  enfin,  le  pro- 
duit p",  du  quatrième  par  le  premier. 


Soit 


X le  premier  nombre  cherché; 


P_ 

X 

p'x 

p 

pf 

p'x 


sera  le  deuxième, 
sera  le  ü'oisième , 
^ sera  le  quatrième. 


Le  produit  du  quatrième  par  le  premier  esta;x^,el  comme 

px 

ee  produit  doit  être  égal  à />*,  nous  poserons 


[1] 

ce  qui  se  réduit  à 


PP  =PP  • 


Cette  dernière  égalité  étant  indépendante  de  l’inconnue,  cela 
indique  que  ; 1»  aucune  valeur  de  x ne  peut  y satisfaire  si  pp" 
n’est  pas  égal  àp’/i";  et  que  2”  toute  valeur  de  a:  y satisferas!  pp' 
est  égal  à p'f.  Dans  le  premier  cas , le  problème  est  impossible, 
et  dans  le  deuxième  il  est  indéterminé. 


Remarque.  On  peut  résoudre  l’équation  [1]  mécaniquement 
par  rapport  à x sans  supprimer  ce  facteur  et  il  viendra 

ppl'x=^p'p'’x 


[2]  Ippf —p'p")x  = 0 ; 


d’où 


X 


0 

PP"—l^P* 
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si  l’on  a pjf  — p’p"  ^0  ar  = 0 , 

si  l’on  a pp"  — p'p"  = 0 

Dans  le  premier  cas , le  second  nombre  cherché  est  - = ? 

OC  V 

ou  l’infini  ; donc  le  problème  est  impossible;  dans  le  deuxième 
cas,  l’équation  [2]  devient  OXa:  = 0,  donc  le  problème  est  in- 
déterminé. 

Applications  numériques.  p=l,  p'=2,  p"=3,  p“’  = 4, 
on  en  déduit  pp" — p'p"= — 5 et  le  problème  est  impossible  ; 

p = 3,  p'  = 2,  p"  = 4,  p"  = 6; 

d’où  pp"  — p’p" =0  et  le  problème  est  indéterminé. 

En  effet , soit  fait  au  hasard  a;  = 1 ; les  trois  autres  nombres 
seront  respeclivcment  3,  ^ et  6 , et  l’on  voit  que  le  produit  des 
deux  nombres  extrêmes  est  6 comme  on  le  demande. 

Problèmes  dont  la  solution  dépend  d’une  équation  complète  du  second  degré» 

H63.  Problème  1.  Le  produit  cfun  nombre  par  9 surpasse  son 
carré  de  li  ; yuel  est  ce  nombre  ? 

Soit  X le  nombre  ; l’équation  sera 

[i]  9a:  = a;* -f- 1 4 ; 

d’où  x'  = 7 

a/' = 2. 

VÉRiriaTioN.  7 X 9 = 63 

7’ = 49 

Différence 14 

2X9  = 18 

2*=  4 

Différence 14 

Problème  H.  Trouver  un  nombre  dont  le  eœré  multiplié  par  13 
surpasse  de  38  le  produit  de  ce  nombre  par  7. 
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L’équation  du  problème 

[1]  13a;*=7a;  + 38, 

donne  j;'  = 2,  a:"= — f§. 

Le  nombre  2 répond  directement  au  problème.  Le  nombre 

répond  à la  transformée  en  x : 

[2]  13x*  = 38  — 7x, 

qui  est  la  traduction  du  problème  : 

Trouver  un  nombre  dont  le  carré  multiplié  par  13  soit  surpassé 
par  38  du  produit  de  ce  nombre  par  7. 

Problème  HL  La  différence  de  deux  nombres  est  5 ; leur  produit 
est  9 ; quels  sont  ces  nombres  ? 

Soit  a:  le  plus  fp'and;  x — 5 sera  le  plus  petit;  par  suite, 
il  viendra  successivement  : ’ 

x{x  — 5)=9, 

— 5x  — 9 = 0, 

5 + v^  _„_5-v/6T 
^ = — 2 , X = — 2—1 

x'  = 6,40  x'  = — 1,40. 

(à  moins  d'un  centième). 

Vérification.  Le  plus  grand  nombre  étant  6,40,  le  plus  petit 
sera  1,40;  ces  deux  nombres  diffèrent  de  5,  cl  leur  produit  8,96 
est  très-près  de  9,  ainsi  que  l’exige  le  problème. 

La  seconde  solution,  — 1,40,  au  lieu  de  répondre  è l’équa- 
tion x(x—5)=9  répond  à — x( — x — 5)=9,  ou  àx(x-|-5)=9, 
et  il  est  h remarquer  qu’elle  répond  au  problème  proposé  ; seu- 
lement X,  au  lieu  de  désigner  le  plus  grand  des  deux  nombres, 
désigne  au  contraire  le  plus  petit.  En  effet,  le  plus  petit  étant 
1,40;  le  plus  grand,  qui  doit  le  surpasser  de  5 sera  6,40,  et  cette 
nouvelle  solution  est  évidemment  la  môme  rpie  l’autre.  Ainsi, 
quoique  le  problème  admette  une  valeur  posilive.et  une  valeur 
négative,  ces  deux  v.aleurs  fournissent,  chacune  en  particulier, 
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la  inêmc  solution  du  problème  proposé  qui,  par  conséquent, 
n’en  a qu’une. 

Remarques.  I.  Le  problème  précédent  pourrait  être  résolu 
au  moyen  des  deux  équations  ; 

X — y = 5 
xy  = 9. 

La  méthode  par  substitution  donne  æ=6,40,  et  par  suite 
y — — 1,40,  a;  et  y désignant  les  deux  nombres  cherchés. 

IL  La  question  généralisée  donne  lieu  au  problème  suivant  : 

Problème  IV.  La  différence  de  deux  nombres  est  a ; leur  produit 
est  b , quels  sont  ces  nombres? 

Les  équations  sont  : 


[1] 

[2] 

Éliminons  y; 


[3] 


x—y=a,- 
xy  — b. 


yz=x—a, 
x{x — a)  = b. 

X* — ax — 6=0. 


Le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négatif,  par  suite  les 
racines  sont  réelles  ; donc , 

Connaissant  la  différence  et  le  produit  de  deux  nombres,  on 
peut  toujours  trouver  ces  nombres,  soit  exactement,  soit  approxi- 
mativement. 


IIL  Si  au  lieu  de  la  différence  des  deux  nombres,  on  donne 
leur  somme,  les  équations  du  problème  seront  : 

[1]  x-\-y=a, 

[2]  xy  = b. 

Ici,  toute  élimination  est  inutile;  nous  savons  qu’à  cause  de 
la  symétrie  des  équations , les  valeurs  des  inconnues  sont  ,les 
racines  de  l'équation 

[4]  s’  — 02 + 6=0, 

20 
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dans  laquelle  le  coefficient  de  z est  la  somme  donnée  prise  en 
signe  contraire,  et  le  troisième  terme  le  produit  donné  pris 
avec  son  signe. 

Or,  l’équation  [4]  n’a  pas,  comme  l’équation  [3]  son  der- 
nier terme  négatif;  donc,  scs  racines  peuvent  être  imagi- 
naires; d’ailleurs,  la  valeur  y/j— ft,  prouve  que  le 

fl* 

produit  donné  ne  peut  pas  surpasser  c’est-à-dire  le  carré  de 

la  moitié  de  la  somme  donnée.  Il  y a donc  entre  cette  question 
et  la  précédente  une  différence  importante  à signaler;  l’une 
est  toujours  possible , tandis  que  l’autre  est  subordonnée  à la 

O*  • • 

condition  que  — à est  positif. 

IV.  La  résolution  des  équations 

x—y  — a, 
xy  = b, 

est  implicitement  renfermée  dans  celle  des  deux  équations 
x + y = a, 
xy  = b\ 

car,  si  dans  le  premier  cas,  on  change  y en  — y,  il  vient 

Æ~-(— yl  = «, 

—xy  = b\ 

( x-l-y  = a, 

j !.. 

(.  xy  = — b\ 

en  sorte  que  y,  imc  fois  trouvé,  il  suffira  de  le  prendre  avec  un 
signe  contraire. 

V.  Le  système  fondamental  des  équations 

x-\-y  — a, 
xy—  b 

a été  résolu  à l'aide  d’une  équation  du  second  degré  qu’il  serait 
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facile  d’éluder;  il  suffil,  pour  cela,  de  déduire  la  valeur  de 
x — y des  deux  équations  proposées;  à cet  effet,  élevons  au 
carré  les  deux  membres  de  la  première,  et  retranchons-en  le 
quadruple  de  la  seconde,  il  viendra 

(j:  — y)‘=a*  — 

d’où  X — y = ± y^o*  — ib. 

En  sorte  que  le  système  proposé  [1]  peut  être  remplacé  par 
[ x-\-y  = a. 

( » — y = ±v'a*  — 46, 

d’où  = + . 

y — ^a  — Jy'a’  — 46. 

Problème  V.  Quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  de  sa  racine 
carrée,  vaut  210? 

Soit  X le  nombre,  l’équation  du  problème  sera 

[1]  x-\-y/x=i\0, 

isolant  le  radical,  il  vient  y/x=210 — x, 

élevant  au  caiTé , et  résolvant  l’équation  rationnelle  qui  en 
résulle;  on  trouve  successivement 

*•  — 421a: -f  44100  = 0, 

x = 44100, 

x = ^-i±V. 

x'  = 196,  **=225.  r 

Li  vériiication  prouve  que  196  répond  au  problème  proposé. 
Quant  à 225,  qui  est  plus  grand  que  210,  il  est  la  solution  de 
cet  autre  problème  : 

Quel  est  le  nombre  qui,  diminué  de  sa  racine  carrée  vaut  210? 
En  effet,  l’évanouissement  du  radical  par  l' élévation  au  carré, 
prouve  que  l’on  a résolu  l’équation  multiple  x±y/2=2t0; 
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dès  lors  on  ne  doit  pas  s'étonner  de  trouver  la  réponse  à deux 
problèmes  corrélatifs. 

Problème  VI.  Une  somme  de  360  fr.  doit  être  distribuée  égale- 
ment  entre  plusieurs  personnes;  quatre  d’entre  elles  se  retirent 
au  moment  du  partage,  ce  qui  augmente  la  quote-part  des  autres 
de  3 /r.  Combien  ces  personnes  étaient-elles  primitivement? 

Soit  X le  nombre  cherché. 

360 

— eftt  été  la  part  de  chacune  des  personnes  si  aucune  ne 
360 

se  fût  retirée. j est  la  part  de  chacune  des  personnes  qui 

sont  restées;  or,  cette  part  l’emporte  sur  la  précédente  de  3 fr.  ; 
on  a donc  l’équation 


[1] 


360  _360 

X — 4~  X 


d’où 


3x‘—12x  — 1440  = 0. 


Supprimant  le  facteur  3,  qui  est  commun  h.  tous  les  termes, 
il  vient 


[2]  x’—4x  — 480=0. 

Cette  équation  a une  racine  positive  et  une  racine  négative; 
sa  résolution  donne  ar'  = 24,  x"  = — 20. 

Ainsi , il  y avait  24  personnes  comme  il  est  facile  de  le  véri- 
fier; quant  h la  racine  négative,  les  nombreux  exemples  que 
nous  avons  traités,  joints  à la  simplicité  de  la  question  pro- 
posée, permettent  d’apercevoir  immédiatement  que  le  nombre 
20  répond  au  problème  dans  lequel  les  mots  se  retirent  et 
augmente  se  trouvent  respectivement  remplacés  par  ceux-ci  : 
surviennent  et  diminue.  Si  ce  langage  des  quantités  négatives, 
qui  finit  par  devenir  aussi  familier  que  celui  des  quantités 
positives , par  suite  du  fréquent  usage  qu’on  en  fait  dans  les 
diverses  parties  des  mathématiques,  pouvait  ici  laisser  quelque 
doute  dans  l’esprit  du  lecteur,  on  reprendrait  sur  la  question 
actuelle  la  plupart  des  explications  que  nous  avons  données  à 
l’égard  du  problème  du  n’  148  ; ainsi , 
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La  transformée  devient  successivement  : 


360 

— X — i 


360  _ 360 

— X 


360  _ 
a;  -|-4 


Changeant  le  signe  de  chaque  terme,  ce  qui  revient  à tout 
multiplier  par  — 1,  il  vient 


360  _ 360 
x-\-A  X 


Comparant  cette  équation  , aetuellement  traductible  en  lan- 
gage ordinaire,  avec  l’équation  [I]  du  problème  proposé  : 

360  360  , „ 

4——^—  3* 

X ‘ 


On  voit  sans  peine  que  4 personnes  sont  survenues  pour  par- 
ticiper au  partage  des  360  fr.,  ce  qui  a diminué  de  3 fr.  la  part 
de  chacune  des  20  personnes,  entre  lesquelles  devait  d'abord 
avoir  lieu  la  distribution. 

Problème  VII.  Un  voyageur  court  après  un  autre;  celui  qui  est 
devant,  a aujourd'hui  a lieues  d'avance;  il  fait  aujourd'hui  b 
lieues,  et  chaque  jour  c lieues  déplus  que  la  veille;  l’autre  fait 
régulièrement  d lieues  par  jour.  Trouver  C époque  et  le  lieu  de  la 
rencontre  des  deux  voyageurs. 

Supposons  qu’ils  se  rencontrent  dans  x jours. 

Fæ  voyageur  qui  est  devant,  fait  aujourd’hui  b lieues;  domain 
b-{-c;  après  demain  le  jour  suivant,  6-f*3c....;  le 

dernier  jour  + Ces  divers  chemins  forment  une 

progression  par  différence;  leur  somme  est  donc  égale  au  pre- 
mier, plus  le  dernier,  le  tout  multiplié  par  la  moitié  du  nombre 
des  chemins  parcourus  {Arith.,  n*  108),  ce  qui  donne 

[26  + (a; — l)ctx 

2 ■ 
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L’autre  voyageur  faisant  d lieues  par  jour,  fera  dx  lieues  ei> 
X joiïrs  ; or , ce  chemin  surpasse  l'autre  de  a lieues , on  aura 
donc  l’équation 


[Il  dx 
qui  donne 


et  par  suite, 

[2]  <r: 


-f-  (j: — l)e 


,a;  + a. 


id  — lb  + c , 2a  „ 

! — x-\ — 0, 

c c 


— 26  + e ± y/ (2rf  — 26  + e)'  — 8ac 
2c 


Applicalions  aumériques  du  proldèmc  précêdenl. 

PnoBi.ÈME  VIII.  Un  voyageur  court  après  un  autre;  celui  gui 
est  devant  a aujourd'hui  20  lieues  d'avance;  il  fait  une  lieue  au- 
jourd’hui, et  chaque  jour  une  lieue  de  plus  que  la  veille;  l'autre 
fait  régulièrement  1 lieues  par  jour.  Trouver  l’époque  et  le  lieu  de 
leur  rencontre. 

Posons  a = 20,  6=1,  c = l,  d = 7,  et  la  formule  [2]  don- 
nera x'  = 5,  æ"=8.  Il  y aura  donc  deux  rencontres,  l’une  dans 
5 jours  et  l’autre  dans  8 jours. 

Eln  effet,  pendant  6 jours  l’im  des  voyageurs  fera  5 fois 
7 lieues  ou  35  lieues,  et  l’autre  en  fera  1 -f-2+3-4-4-f-5ou  15; 
ainsi  le  premier  aura  fait  20  lieues  de  plus  que  le  second;  il 
l’aura  donc  atteint.  Le  si.xième  jour  il  le  dépassera,  car  il  fera 
7 lieues,  et  l’autre  6,  ce  qui  fera  une  lieue  d’avance.  I>e  septième 
jour  ils  feront  7 lieues  chacun , ce  qui  fera  encore  une  lieue 
d’avance  ; mais  le  huitième  jour  celui  qui  avait  dépassé  l’autre 
ne  fera  que  7 lieues,  tandis  que  celui-ci  en  fera  8 ; il  sera  donc 
lui-mèrae  atteint.  Ainsi,  ces  voyageurs  se  rencontreront  une 
seconde  fois  le  huitième  jour,  ainsi  que  l'indique  la  solution 
du  problème.  Il  est  d’ailleurs  facile  de  voir  que  ces  rencontres 
auront  lieu  l'iinc  à 15  lieues  et  l’autre  à 36  lieues  en  avant  de 
celui  qui  est  devant. 

Problème  IX.  Un  voyageur  court  après  un  autre  ; celui  qui 
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est  DEBRitKB  est  de  5 lieues  en  retard;  il  fait  5 lieues  aujourd'hui 
et  chaque  jonr  une  lieue  déplus  que  la  veille-,  l'autre  fait  rétju- 
lièrement  6 lieues  par  jour.  Trouver  l'époque  et  le  lieu  de  leur 
rencontre. 

Cet  énoncé  diffère  de  cehii  du  problème  VTI,  en  ce  que  celui 
des  deux  voyageurs  qui  était  devant  est  actuellement  derrière  , 
en  sorte  que  la  quantité  qui  représentait  l’excès  du  chemin  de 
l’un  surràutrc,  représente  encore  le  même  excès,  mais  avec  cette 
difTérencc  que  celui  qui  avait  le  moins  de  chemin  à faire , en  a 
maintenant  le  plus  à parcourir.  Pour  exprimer  ces  conditions 
à l’aide  des  quantités  négatives,  on  posera  a= — 5,  6 = 5, 
c = 1,  d = 6,  et  la  formule  [2]  donnera  af  = 5,  x"  — — 2. 

Le  nombre  5 répond  directement  au  problème;  car,  celui 
qui  est  en  arrière  de  5 lieues,  fera  en  6 jours  5+6-f  7+8  + 9 
ou  35  lieues;  celui  qui  fait  6 lieues  par  jour  fera  30  lieues  en 
5 jours,  ce  qui  donne  bien  5 lieues  de  différence. 

Quant  au  nombre  2,  ob.servons  d’abord  que  a ayant  changé 
de  signe , l'équation  [1]  devient 

, 26  + (x — i)c 

dx  = —l^ ~.x  — a; 

puis,  changeant  a:  en  — x,  et  faisant  les  transformations  de 
signes  nécessaires  h la  traduction  en  langage  ordinaire,  il  vient 


. 26 — (x  + l)<?  , 

dx  = ^ . X + O. 

Actuellement , toute  la  difficulté  consiste  à trouver  dans  le 
terme 

26  — (x+l)c  _ 

2 


[3] 


la  somme  des  termes  d’une  progression  par  différence , dont 
le  nombre  des  termes  est  x,  et  dont  la  raison  est  c;  il  faut  donc 
que  le  dernier  terme  soit  égal  au  premier  plus  ou  moins  (x — l)c; 
décomposant  le  numérateur  de  la  fraction  [3]  en  deux  parties , 
dont  l’une  soit  — (x — l)c,  on  trouve 

26  — 2c  — (x — l)e 
2 

ou  • + . ar. 

2 


I 
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Sous  ccttc  forme  on  reconnaît  la  somme  des  termes  d’une 
progression  par  différence,  dont  les  termes  sont  b — c,  b — e — c, 
b — e — 2c,  b—e — 3c,....  b — c — (a: — l)c;  et  comme  le  voyageur 
donl  il  s’agit  fait  b lieues  aujourd’hui , et  chaque  jour  c lieues 
de  plus  que  la  veille , il  s’ensuit  <pie  c’est  hier  qu’il  a fait  b — c 
lieues,  avant-hier  b — c — c,....  c’est-à-dire  que  la  solution  [2] 
ne  représente  pas  le  temps  gui  s'écoulera  jusqu’à  la  rencontre 
dos  deux  voyageurs,  mais  bien  celui  qui  s’est  écoulé  depuis 
ccttc  rencontre.  En  résumé , il  y a deux  rencontres  : l’une  aura 
lieu  dans  5 jours,  et  l’autre  a eu  lieu  il  y a deux  jours.  La  pre- 
mière aura  lieu  35  lieues  en  avant  du  point  où  le  premier  est 
aujourd’hui;  la  seconde  a eu  lieu  à 7 lieues  en  arrière  du  point 
où  le  premier  est  aujourd’hui. 


Problème  des  lumières. 

264.  Deux  lumières  d'intensités  différentes  sont  placées  aux 
points  A c/  B;  trouver  sur  la  droite  indéfinie  AB , un  point  éga- 
lement éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Soit  .\B=  d.  Désignons  par  o,  b les  intensités  respectives  des 
lumières  A,  B à Tunité  de  distance. 

D’après  un  principe  de  physique,  l’intciisilé  de  la  lumière  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance , ce  qui  veut  dire  que 

si  la  distance  devient  double,  triple,  quadruple l’intensité 

devient  4 fois,  9 fois,  16  fois plus  petite. 

A CB 

a h 

Cela  posé,  soit  C le  point  inconnu  également  éclairé,  dési- 
gnons AC  par  X,  d’où 

CB=d — X. 

A la  distance  1,  l’intensité  de  la  lumière  reçue  de  la  lumière 

est  a;  à la  distance  2,  elle  est  7 ; à la  distance  3 elle  est  ^ — 

4 y 

enfin,  à la  distance  x,  elle  est  — 

a;* 

Semblablement,  l’intensité  de  la  lumièreB  est^  àladistance2. 

4 
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^ à la  distance  3, à la  distance  d — ar  ; or,  ces  inten- 

9 [a^xy 

sités  doivent  6trc  égales;  l'équation  du  problème  est  donc 
a b 


[»] 


X*  (d — a;)*' 


Résolvant  cette  équation  d’après  la  règle  ordinaire,  on 


trouve 

[2] 

(a  — b)x'- 

— iadx-\-a^  — 0. 

d’où 

d{a±f/âb) 
a — b 

Mais 

}/âb=^aX^b 

et 

a=^ax/â; 

par  conséquent. 

ad-^ab 

peut  s’écrire  /â'^\/â±:/âX}/b  ou  ^{\fâ±\fb)\ 


d’ailleurs,  le  dénominateur  a — 6 peut  être  regardé  comme  la 
différence  de  deux  carrés,  {\jaf — (v^é)*,  et  par  suite,  comme  le 
produit  de  par  — y/ô;  en  conséquence,  la  valeur  de 

X devient 


T31 

^ {^/a-\-^b){<iâ—^fb)' 

Si  l’on  prend  le  signe  + du  radical  le  facteur  commun 
y/«  disparait  ; si,  au  contraire,  on  prend  le  signe  — , c’est 
le  facteur  y/a  — y/é  qui  disparait , en  sorte  que  la  double  valeur 
de  X revient  à 


d’où 


_dy^ 

yja±yjb 

a-x  = ^; 
^a±^b 
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séparanl  les  deux  solutions,  on  obtient 


1"  Solution. 


x’  = (l 


d — x'  = d 


v/ô+v'è’ 


2*  Solution. 


f 


x"  — d 


\Ja — 


d—x"=  — d 


V'ffl 
v'a — 


Remarque.  On  peut  encore  obtenir  la  formule  [3]  en  extrayant 
la  racine  carrée  des  deux  membres  de  l’équation  [l],  ce  qui 
l’abaisse  immédiatement  .au  premier  degré.  On  obtient  de  la 
' sorte 


par  suite 


^ 

X d — X 

\ja±\/b 


Discussion.  Trois  cas  principaux  sont  à distinguer  \ a> b, 
a<C.b,  a=  b, 

1"  Cas.  o>-ô. 

La  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  petite  que  d,  parce  que  le 

dénominateur  de  la  fraction  _ est  év  idemment  plus  grand 

que  le  numérateur,  donc  il  y a entre  les  deux  himicresun  point 
C qui  répond  directement  au  problème  proposé  ; d’ailleurs, 
comme  on  a é<o,  on  a aussi  v'a-f-v/é<  II*  fraction 

y**  _ est  donc  plus  grande  que  ^ ; par  suite,  la  valeur  de  x' 
v'a+v't» 

est  plus  grande  que  ce  qui  montre  que  le  point  également 
éclairé  est  plus  près  de  B que  de  A , c’est-à-dire  de  la  lumière 
qui  a la  plus  faible  intensité,  ce  qui  doit  être. 

\ 
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üi  valeur  de  d — x*  esl  aussi  positive  et  plus  petite  que  ^ d,  ce 
qui  s’accorde  avec  le  résultat  précédent 

A C~~  B 

La  valeur  de  x"  est  positive,  mais  elle  est  évidemment  plus 
grande  que  d,  ce  qui  apprend  qu’il  y a un  second  point  G'  égale- 
ment éclairé  par  les  deux  lumières,  et  situé  au  delà  du  point  B. 


A B G' 

Quant  à la  valeur  de  d — x",  elle  est  négative,  et  l’on  voit  qu’en 
môme  temps  la  distance  BG'  est  portée  en  sens  contraire  de  la 
distance  BC;  ainsi,  le  changement  de  signe  correspond  an 
changement  de  sens,  comme  nous  l’avons  déjà  vu  ailleurs. 

2'  Cas.  a <5. 

La  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  petite  que  donc  il  y a 
entre  A et  B un  point  G"  également  éclairé,  et  plus  près  de  A 
que  de  B.  La  valeur  d — x*  est  aussi  positive  mais  plus  grande 
que  i d. 


AC"  B 

Quant  à la  valeur  de  x"  elle  est  négative,  mais  la  valeur  de 
d — x"  est  positive,  car  elle  revient  à d elle  est  en 

y' 6 — 

môme  temps  plus  grande  que  d\  ainsi  pour  la  construire,  il 
faut  prendre  une  distance  BC"  dans  le  même  sens  que  BG"  et 
plus  grande  que  d. 


G A B 

ce  qui  montre  qu’il  y a au  delà  de  la  plus  petite  lumière  par 
rapport  à la  plus  grande  un  second  point  G"  également  éclairé; 
d’où  il  suit  que  la  valeur  négative  de  x"  correspond  à l’opposi- 
tion de  sens  de  BC"  par  rapport  au  sens  primitif  de  BC". 

3*  Cas.  0 = 6. 

Dans  ce  cas  particulier , x'  = d — x'  = |;  ainsi,  il  ya,  comme 
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il  élail  facile  do  le  prévoir,  un  point  C"  également  cdairc,  et 
situé  au  milieu  de  la  droite  AB,  à égale  distance  des  deux 
lumières. 


A C"  B 

Les  valeurs  de  x"  et  de  d — x"  deviennent  infinies;  donc,  dans 
ce  cas,  il  n’y  a plus  de  second  point  également  éclairé.  Toute- 
fois, si  la  différence  a — b des  deux  intensités  au  lieu  d'être 
rigoureusement  nulle , différait  très-peu  de  0 , il  y aurait  un 
second  point  également  éclairé  situé  du  côté  de  la  lumière  dont 
Tintensilé  est  la  moindre,  mais  à une  très-grande  distance  ; et 
quand  celte  différence  des  intensités  est  nulle  ce  point  s’en 
va  à l’infini. 

En  résumé,  il  y a toujours  deux  points  également  éclairés 
lorsiiue  les  deux  lumières  éclairent  inégalement  ; l’un  de  ces 
points  est  entre  les  deux  lumières  ; et  l’autre  sur  leur  prolonge- 
ment, du  coté  descelle  qui  éclaire  te  moins.  Enfin,  dans  le  cas 
très-particulier  où  les  deax  lumières  éclairent  également,  le 
seul  point  qui  soit  également  éclairé  est  équidistant  des  deux 
lumières  données. 

La  figure  suivante  renferme  les  points  précédemment  délcr- 
minés  dans  chacune  des  hypothèses  que  l’on  vient  de  faire. 


C'  A G"  C"'  CB  G' 

Kemarooes.  I.  l.,a  ré'solution  immédiate  'de  l’équation  [-2J  a 
donné 

d{a  ± \/âb) 

(«—*)  ' ■ 

Si,  dans  celte  formule  on  suppose  a=  &,  on  trouve,  en  sépa- 
rant les  racines  : 


Mais,  dans  ce  cas,  le  coefficient  a — 6 de  x*  dans  l’équation  [-2] 
devient  nul,  et  l’on  retombe  sur  la  discussion  de  celle  particu- 
larité qui  a été  faite  au  n"  (2S8)  ; d’après  cela,  l’une  des  racines 


Digilized  by  Google 


PROBLÈME  DBS  LUMIÈRES.  317 

est  infinie,  el  l’autre,  prise  sur  l'équation  même,  est  égale 
h — ^ f ““  facteur  commun  qui  amène  le 

symlKile  d’indétermination  il  se  trouve  mis  en  évidence  dans 
l’expression  [3]  : ce  facteur  est  — V^6. 

II.  Si  en  même  temps  que  a = d,  on  suppose  que  d = 0,  la 

valeur  de  x'  se  réduit  à 0,  et  celle  de  x”  à A la  valeur  x'  = 0 

correspond  un  point  également  éclairé  et  situé  dans  les  lumières 

elles-mêmes  ; quant  à x"  elle  indique  que  le  point  cherché 

peut  être  pris  arbiti-airemcnt  sur  la  droite  AB,  ce  que  l’on 

vérifie  sur  l’équation  [1]  qui  devient  une  identité  — ,=  Il  est 

clair,  en  effet,  que  le  point  également  éclairé  qui,  d’abord, 
était  entre  les  deux  lumières  A et  B,  doit  coïncider  avec  ces 
lumières  elles-mêmes,  puisqu’elles  se  sont  rapprochées  jusqu’à 
n’en  plus  faire  qu’une  seule.  Quant  au  point  situé  en  dehors 
de  A et  de  B,  il  peut  être  placé  où  l’on  voudra , puisque  les 
deux  lumières  ayant  la  même  intensité  éclairent  partout  éga- 
lement. 

III.  Quand  on  suppose  seulement  d = 0 , tonies  les  valeurs 
s’évanouissent,  et  cependant  l’équation  du  problème  devient 

CL  b CL b 

, ou  -^j-  = 0,  ce  qui  exigerait  que  x fût  infini;  il  y a 

donc  ainsi  contradiction  apparente  entre  les  conséquences 
déduites  des  formules,  et  les  conséquences  déduites  de  l’équa- 
tion qui  est  la  traduction  immédiate  du  problème  proposé'. 
Mais , dans  ce  cas,  aux  points  trouvés  les  intensités  des  lumières 
deviennent  infinies,  et  il  n’y  a pas  lieu  à les  mesurer. 

IV.  Si  l’on  suppose  seulement  à = 0,  ona  x'  = x"  = d et 
à — a!  = d — x"  = 0,  ce  qui  place  les  deux  points  également 
éclairés  au  point  B.  Mais,  comme  il  n’y  a plus  de  lumière  en  ce 
point,  cette  circonstance  du  calcul  échappe  à l’interprétation. 
Si  l’on  concevait  seulement  que  l’intensité  de  la  lumière  B di- 
minuât progressivement , les  deux  points  également  éclairés  se 
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i-approchcraient  de  plus  en  plus  du  point  B.  Ce  cas  extrême 
n’est  donc  qu’une  liinile  donnée  par  le  calcul.  On  voit  par  là 
qu’il  y a parfois  dans  les  problèmes  des  circonstances  qui  échap- 
pent à l’interprétation  du  calcul  algébrique.  Cela  lient  à ce  que 
l’algèbre  ne  traduit  jamais  rigoureusement  que  les  conditions 
qui  sont  susceptibles  d’ôtre  représentées  par  une  équation. 

Remarques  sur  les  solutions  négat'.ves,  infinies  et  imaginaires. 

1263.  Les  caractères  d’impossibilité  que  possède  l’idgèbre  se 
traduisent  par  les  symboles 

x = — A, 

a:  = oo , 

ar:=  A-j-Bv^ — 1. 

Ces  symboles  compares  entre  eux  donnent  lieu  aux  considé- 
rations suivantes  : 

1'  Une  solation  négative  indique  que  le  problème  proposé 
exprimé  par  l’équation  est  impossible,  mais  que  la  valeur  ab- 
solue du  nombre  trouvé  répond,  en  général,  à un  problème 
corrélatif  dont  la  traduction  algébrique  est  l'équation  que  l’on 
obtient  quand  on  a changé  le  signe  de  l’inconnue  dans  l’équa- 
tion qui  a fourni  la  valeur  négative.  Ainsi,  c’est  par  des  ren- 
versements d’opérations  que  se  fait  la  correction  du  problème. 

2°  Une  solution  infinie  indique,  en  général,  que  le  problème 
exprimé  par  l’équation  est  impossible , mais  qu’en  changeant 
un  tant  soit  peu  la  valeur  de  certaines  données  de  la  question, 
riinpossibilité  disparaît  immédiatement,  ce  qui  n’a  pas  lieu 
dans  les  solutions  négatives;  seulement  l’inconnue,  d’infinie 
qu’elle  était,  devient  finie  et  très-grande. 

3”  Une  solution  imaginaire  indique  que  le  problème  exprimé 
par  l’équation  est  impossible.  Si  l’on  change  x en — x,  au  lieu 
d’une  solution  de  la  forme  ar = A -|-  B \f — 1 , on  en  anra  une  do 
la  forme  x=— A— B V^.  tout  aussi  impossible  que  la  pre- 
mière. Si  l’on  change  un  tant  soit  peu  les  relations  de  gran- 
deur entre  certaines  quantités  qui  entrent  dans  l’énoncé  du 
problème , le  symbole  n’en  restera  pas  moins,  en  génénd, 
dans  l’expression  de  l’inconnue,  et  le  problème  continuera  à 
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ôlre  impossible.  Ije  problème  ne  deviendrait  possible  qu’autanl 
.que  la  modification  de  l’énoncé  aurait  pour  clTel  de  rendre 
positive  la  quantité  dont  il  faut  extraire  la  racine  carrée.  Cela 
peut  SC  présenter  ainsi  dans  des  cas  très-particuliers;  mais  on 
ne  peut  pas,  pour  l'interprétation  des  solutions  imaginaires, 
prescrire  une  règle  comme  pour  les  solutions  négatives;  et  en- 
core, dans  ce  dernier  cas,  rencontre-t-on  souvent  des  problèmes 
pour  les  solutions  négatives  descjucls  il  est  impossible  d’arriver 
à une  interprétation. 

En  résumé,  les  trois  symboles  cC impossibilité  que  possède 
l’algèbre,  ont  chacun  un  caractère  propre , et  c’est  ce  que  nous 
voulions  faire  remarquer. 


Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 

SCC.  Dans  la  résolution  des  équations  du  second  degré , et 
plus  particulièrement  dans  celle  du  problème  des  lumières , 
nous  avons  eu  quelques  c,ilculs  de  radicaux  du  second  degré  à 
exécuter.  ‘ 

En  général , ces  opérations  peuvent  se  faire  d’après  les  seuls 
principes  de  l’arithmétique , tant  que  les  radicaux  sont  réels. 
Nous  insisterons  seulement  sUr  un  point. 

On  peut  faire  entrer  un  facteur  sous  le  radical  en  l’élevant  au 
carré,  et  réciproquement  on  peut  faire  sorti*  un  facteur  carré  hors  , 
du  radical  en  extrayant  sa  racine. 

Exemple.  a\fb  = y/c^. 

Si  on  avait  à calculer  7 ^2,  h moins  d’un  centième,  par 
exemple,  il  ne  faudrait  pas  omettre  la  transformation  qui  don- 
nerait alors  ^49x2  = \/98. 

Les  radicaux  sont  semblables  ou  dissemblables,  suivant  que  la 
quantité  soumise  au  radical  est  ou  n’est  pas  la  même. 

Des  l'adicanx  dissemblables  en  apparence  peuvent  souvent  se 
ramener  à des  radicaux  semblables  en  faisant  sortir  tous  les 
facteurs  carrés. 

Exemple.  Les  radicaux  , 

2)/\î^b, 
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reviennent  à 

3av^4X2x6’X6Xc*.  2v/9x2xa*xô, 

ou  à 3av^4x*’Xc*Xv'2x6,  2v'9Xa*X v/2 X <», 
cl  par  suite  aux  radicaux  semblables 

üabc^ib,  6a^2b. 

Ix's  radicaux  semblables  sont  naturellement  soumis  aux 
mêmes  règles  de  réduction  que  les  termes  semblables. 

Tels  sont  les  principes  généraux  qui  régissent  les  calculs  des 
radicaux  carrés  que  nous  supposons  réels. 

Nous  n’avons  pas  ici  ù nous  occuper  des  radicaux  imagi- 
naires. 

Le  calcul  des  radicaux  du  second  degré  se  trouvera  implici- 
tement compris  dans  le  calcul  des  radicaux  d’un  degré  quel- 
conque qu’on  trouvera  complètement  exposé  plus  tard.  Voici 
néanmoins  quelques  exemples  : 

8 -f- 3 v'ô' = (8 -f  3)  v/^  = 1 1 v'îi'. 


8v/a'  — 3\/flï  = (8  — 3)  v'^= 


8 v/ô' X 3 v^a'’ = (8  X 3)  X v^o’’= 24  = 24y/a^ 


8v^o'  : 3v'a’  = ?^ 
3v/a’ 


Remarque.  H est  souvent  utile  dans  les  calculs  d’approxima- 
tion de  faire  disparaître  les  radicaux  qui  se  trouvent  dans  le 
déTtominateur  d’une  fraction.  Un  exemple  suffira  pour  complé- 
ter la  transformation  dont  nous  avons  parlé  au  n”  S<}9. 


Soit  la  fraction 


1 

l-|-*/2-|-v'3-Hv'5’ 


Posons  1 -j-  ^*2  -f  0,  il  viendra 


1 
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Multipliant  haut  et  bas  par  a — ^5,  on  aura 

a — v'5 . 

O*  — 5 ’ 


or, 

et  par  suite 
ou 

posons  encore 
et  il  viendra 


d’où 


cl  par  suite 


O*  = 6 + v'â  (2  + 2 v'â)  + 2 \/3  ; 
g — y/S 

1 + v'2(2  + 2v'3)  + 2v'3’ 

O — v/5 

l+2V3+v^2(2  + 2v/3)’ 
1-|-2v/3  = o', 
g — 

g'+v/2(2+2v/3)’ 

•(g  — s/5)  (g’  — y/2[2  + 2^/3l). 
g-*— 2(4  + 12  + 8v/3)  ’ 

(g-y/5)(g'-v^2[2  + 2^]) 
(l9+12v'3) 


Multipliant  haut  et  bas  par  19—12^3,  le  problème  sera 
résolu. 

Les  méthodes  d'approximations  décimales  que  nous  avons 
données  en  arithmétique,  pennettent  de  calculer  l’expression 

proposée  avec  un  degré  d’approximation  marqué  par 


■ Résolution  d’un  problème  de  géométrie  par  le  secours  de  l’algèbre. 

2C7.  Problème.  Diviser  «ne  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison,  c'est-à-dire  en  deux  parties  telles,  que  l'une  x soit  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  l’autre  partie. 

k' K B 


21 
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Soit  AB=a  la  ligne  donnée , et  ÂD  = a-,  nous  aurons 

[1]  a'.x  ::  X : a — x, 

d’où  [2]  x' = a(a — x)  ; 

et  par  suite  [3]  x*-{-ax  — a* = 0. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  : 


La  quantité  soumise  au  radical  est  essentiellement  positirc ; 
donc  les  racines  sont  réelles;  cette  même  quantité  est  plus 

Û*  O 

grande  que  donc  le  radical  est  plus  grand  que  ^ P-**!"  suite , 

la  première  solution  est  positive , tandis  que  la  seconde  est 
négative.  Au  reste,  puisque  le  dernier  terme  de  l'équation  [3] 
est  négatif,  on  pouvait  prévoir  que  les  racines  seraient  réelles 
et  de  signes  contraires. 


Construction  de  la  racine  positive. 

\ 

Occupons-nous  d’abord  du  radical. 

La  valeur  de  ce  radical  est  l’hypoténuse  d’un  triangle  rec- 
tangle dont  les  côtés  de  l’angle  droit  sont  a et  ^a.  Élevons  donc 
à l’extrémité  B de  la  droite  donnée  une  perpendiculaire  BQ 
égale  à la  moitié  de  AB,  et  joignons  le  point  À au  point  0. 
Pour  retrancher  J a ou  BO  de  l'hypoténuse  AO,  décrivons 
du  point  0 comme  centre  avec  OB  pour  rayon  un  arc  de 
cercle  BC  jusqu’à  sa  rencontre  G avec  AO;  ainsi  AC=AO— BO, 
donc  AC  est  la  valeur  de  x\  enfin,  prenons  sur  AB,  AC'=AC, 
ce  qui  se  fait  en  décrivant  de  A comme  centre  avec  AC  pour 
rayon  un  arc  de  cercle,  et  la  droite  donnée  sera  divisée  au 
point  C'  comme  on  le  demande , c’est-à-dire  que  l’on  a la  pro- 
portion 

AB:  AC'  ::  AC;  CB, 
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ainsi  que  l’on  peut  le  démonti'cr  a posteriori  par  la  géométrie; 
donc  la  racine  positive  convient  directement  aux  conditions  du 
problème  proposé. 


loterprélation  de  la  solution  négative. 

La  valeur  de  a^'  peut  s’écrire  / 

Pour  construire  sa  valeur  absolue , au  lieu  de  diminuer  AO 
de  BO,  il  faut  lui  ajouter  BO;  prenons  donc  sur  le  prolonge- 
ment de  BO,  OD  = BO,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  achevons 
la  circonférence  qui  a O pour  centre  et  OB  pour  rayon,  et  pro- 
longeons AO  jusqu’à  sa  rencontre  avec  cette  circonférence. 

AD  représentera  I -f  + nous  avons  donc  x"= — AD. 

Pour  interpréter  cette  solution  négative,  changeons  x en  — x 
dans  l’équation  [2],  il  viendra 

ar»î=a(a-f-fl:), 
qui  admet  la  solution  positive  x = AD. 

on  aura  donc  ÂD*=ABx(AB-f  AD), 

ce  qui  donne  la  proportion 

AB  : AD  ::  AD  : AB-f  AD. 

L’examen  du  dernier  terme  fait  voir  que  la  longueur  AD  doit 
s’ajouter  à AB;  à cet  effet,  on  prendra  à partir  du  point  A et  en 
sens  contraire  de  AB  une  longueur  AC"  égale  à AD,  ce  qu’on 
peut  faire  en  décrivant  du  point  A comme  centre,  avec  AD 
pour  rayon,  nn  arc  de  cercle  qui  ira  couper  la  droite  AB  en  un 
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point  C"  tel  que  l’on  aura  BC"=AB  + AD,  et  la  proportion 
précédente  deviendra 

AB  : AC"  ::  AC"  : BC"; 

le  point  C"  satisfait  donc  à la  condition  que  le  segment  AC"  est 
moyen  proportionnel  entre  la  ligne  entière  et  cette  même  ligne 
augmentée  de  AC",  ainsi  qu’on  pourrait  le  démontrer  par  la 
géométrie.  On  a donc  résolu  un  problème  corrélatif  du  problème 
proposé. 


Les  deux  problèmes  peuvent  être  confondus  dans  un  même 
énoncé  : 

Trouver  sur  une  droite  AB,  indéfiniment  prolongée,  un  point  tel 
que  sa  distance  au  point  A soit  moyenne  proportionnelle  entre  sa 
distance  au  point  B et  la  ligne  AB. 

On  voit  encore  ici  ce  que  nous  avons  si  souvent  remarqué, 
que  le  changement  de  signe  correspond  au  changement  de  sens. 

Remarque.  Si , supposant  le  point  cherché  en  E au  delà  du 
point  B , on  mettait  le  problème  en  équation  en  représentant 
AE  par  x,  on  aurait  BE  = *—o,  et  l’équation  du  problème  de- 
viendrait 

x*=za(x — a). 


or,  les  valeurs  de  x sont  imaginaires,  ce  qui  semblerait  indi- 
quer, dans  la  question,  une  impossibilité  qu’on  ne  pourrait  pas 
faire  disparaitre  par  un  simple  changement  de  sens.  C’est  qu’en 
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effet,  on  écrit  une  absurdité  en  admettant  que  A.E,  qui  est  plus 
grand  à la  fois  que  AB  et  que  BE,  puisse  être  moyen  propor- 
tionnel entre  ces  deux  longueurs;  on  toU  donc  que  l’imagina- 
rité  est  ici  amenée,  par  une  fausse  hypothèse,  sur  la  position  du 
point  qui  implique  en  elle-même  une  contradiction. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  fait  voir  comment 
on  peut  traiter  par  l’algèbre  certains  problèmes  de  géométrie. 
(Voir  les  Exercices.) 
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CHAPITRE  V. 

DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  RÉDUCTIBLES  AU  SECOND 

DEGRÉ. 


SOMMAIRE. 


268.  Résolution  de  l’équation  générale  as'+pœ’+Ç — 0.  — 260.  Dis- 

P*  • P*  A • 

oussion.  Examen  des  trois  cas  principaux  : -j— q<0>  9>0î 


£ — q = 0.  Remarques.  — 270.  Autre  manière  de  discuter  1 équation 

bicarrée.  Tableau  résumé  de  la  discussion.  — 271.  Applications.  Dé- 
composition du  premier  membre  en  facteurs  du  premier  degré.  Composer 
une  équation  bicarrée  ayant  des  racines  données.  Résoudre  1 équation 
a:*  — 1 z=0.  Autre  méthode  par  la  décomposition  du  premier  membre 
en  deux  facteurs  réels  et  en  deux  facteurs  imaginaires  du  premier  degré. 
— 272.  Résolution  de  quelques  équations  binômes  réductibles  au  se- 
cond degré. 


Résolution  et  discussion  de  l’équation  générale  x*  + px’  -1-  q — 0. 

208.  Jusqu’ici,  nous  n’avons  résolu  que  des  équations  du 
premier  et  du  second  degré.  Les  premières  n’ont  qu’une  racine 
cl  les  secondes  n’en  ont  que  deux,  c’est-à-dire  que  le  nombre 
des  racines  ne  surpasse  pas  le  degré  de  l'équation.  Les  applica- 
tions conduisent  quelquefois  à des  équations  d’un  degré  supé- 
rieur au  second.  Parmi  ces  équations,  on  en  rencontre  qui 
peuvent  être  facilement  résolues,  par  suite  de  leur  dépendance 
avec  les  équations  du  second  degré.  Tel  est  l’objet  de  ce  chapitre. 

Les  équations  du  quatrième  degré,  qui  ne  renferment  que  des 
puissances  poires  de  l’inconnue,  sont  comprises  dans  la  formule 

[1]  a:‘-t-px*-|-gr  = 0; 

on  les  nomme  équations  bicarrées. 
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t Posons  [2]  «*=y, 

l’équalion  [1]  deviendra 

y’+py+î=o, 

d’où 

Mais  x*=y  donne  «=±v^y;  mettant  pour  y ses  deux  valeurs, 
on  aura  finalement 


[3]  ar  = ± ' 

/p* 

4 

ce  qui  fournit  les  quaire  valeurs  suivantes,  égales  deux  à deux 
et  de  signes  contraires  : 

*'  = + 

v/-f+v 

/F"». 

♦ 

si'  = — 

\/-l+V 

a*  = + 

Æ\ 

X"z=  — 

260.  Discdssion.  Si  le  radical  intérieur  est  imaginaire,  les 
quatre  racines  sont  imaginaires  ; car  la  racine  carrée  d'une 
quantité  imaginaire  ne  peut  pas  être  réelle,  puisque  toute 
quantité  réelle,  élevée  au  carré,  donne  une  quantité  réelle  et 
positive. 

1"  Cas.  Soit  donc  ^ — ?<0. 

Dans  ce  cas,  on  a 9 >^  » et  par  conséquent  q positif.  Les 
racines  sont  toutes  les  quatre  imaginaires. 

2'  Cas.  Ç_y>0. 
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Le  radical  intérieur  est  réel  ; mais  ce  n’est  pas  assez  pour  que 
les  racines  de  l’équation  [1]  soient  réelles,  il  faut  encore  que 
toute  la  quantité  soumise  au  radical  extérieur  soit  positive.  Il  y 

a donc  lieu  de  comparer  la  valeur  absolue  du  radical  — q 

avec  la  valeur  absolue  de  — afin  de  pouvoir  tenir  compte  en- 
suite des  signes  de  ces  quantités,  pour  apprécier  le  signe  défini- 
tif de  la  somme  ou  de  la  différence  algébrique  soumise  au  radi- 
cal extérieur. 

P* 

Cela  posé,  si  q est  négatif,  — q est  plus  grand  que  ; 
par  conséquent  — 9 est  ptus  grand  que  la  valeur  absolue 

de  ^ , auquel  cas , le  signe  du  radical  intérieur  détermine  le 

signe  de  la  quantité  soumise  au  radical  extérieur.  Il  suit  de  là 
que  les  deux  premières  racines  x'  et  a!'  sont  réelles,  et  que  les 
deux  autres  aT  et  x"  sont  Imaginaires.  . 

Mais  si  q est  positif,  la  valeur  absolue  de  — q sera  plus 
petite  que  la  valeur  absolue  de  — auquel  cas,  ce  sera  le  signe 

de  ^ qui  l’emportera  sous  le  radical  extérieur.  Si  donc  p est 

positif,  les  quatre  racines  sont  imaginaires,  et  si  p est  négatif,' 
elles  sont  toutes  réelles. 

3*  Cas.  • ^ — g = 0. 

Ijë  radical  intérieur  s’évanouit.  I^es  deux  racines  x',  x"  devien- 
nent égales  entre  elles,  cl  il  en  est  de  même  des  racines  a;*  et  a;*’  : 

x"  = x'\  = — 

Ainsi  les  racines  sont  imaginaires  si  p est  positif,  réelles  si  p 
est  négatif,  et  nulles  si  p = 0. 
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En  résumé,  les  racines  d'une  équation  bicarrée  sont,  ou  toutes 
reelles,  ou  toutes  imaginaires,  ou  bien  deux  sont  réelles  et  tes 
deux  autres  sont  imaginaires.  Ces  racines  sont  toujours  égales 
deux  à deux  et  de  signes  contraires.  Celle  dernière  circonslance 
lienl  à ce  que  l’équalion  [1]  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  l’inconnue.  Si  donc  une  quanlité  quelconque  a salis- 
fait  à celle  équalion,  — a,  y salisfera  aussi,  puisque  les  puis- 
sances paires  de  — a donnent  les  mômes  résultats  que  les  puis- 
sances paires  de  -f-  a. 

Remarques.  I.  Puisque  les  racines  de  l'équation  bicarrée  sont 

égales  deux  à deux  lorsque  l’on  a ^ = ç,  on  voit  que  les  quatre 

racines  ne  seront  égales  qu'autant,  qu’avec  celte  condition,  on 
aura  p — 0,ce  qui  entraîne  q=Q.  En  elTet,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion [1]  se  réduit  à x*=0.  On  voit,  d’ailleurs,  que  l’équation  [I] 
ne  peut  jamais  avoir  trois  racines  égales. 

II.  Soit  p = 0.  Les  quatre  racines  sont  imaginaires  si  ÿest  posi- 
tif; il  y en  a deux  de  réelles  et  deux  d’imaginaires  si  j est  négatif. 

Si  q = 0,  deux  racine^  sont  nulles;  les  deux  autres  sont 
imaginaires  ou  réelles,  suivant  que  p est  positif  ou  négatif. 

Autre  manière  de  discuter  l’équation  bicarrée. 

270.  L’équation  en  y,  c’est-à-dire  en  **,  est  une  équation  du 
second  degré,  et  les  racines  de  l’équation  bicarrée  sont  précisé- 
ment les  racines  carrées  des  racines  de  cette  équalion  du  second 
degré. 

1'  Si  les  racines  de  l’équation  du  second  degré  sont  réelles, 
et  si  q est  positif,  elles  sont  de  môme  signe  ; toutes  deux  néga- 
tives si  P est  positif,  et  toutes  deux  positives  si  p est  négatif. 
Dans  le  premier  cas , les  quatre  racines  cherchées  sont  imagi- 
naires, et  dans  le  second  elles  sont  réelles. 

2°  Si  q est  négatif,  Icsjacines  de  l'équation  du  second  degré 
sont  réelles  : l’une  est  positive  et  l’autre  est  négative  ; par  con- 
séquent l’équation  bicarrée  a deux  racines  réelles  et  deux  raci- 
nes imaginaires. 

3*  Si  les  racines  de  l’équation  du  second  degré  sont  égales,  les 
racines  de  l’équation  bicarrée  seront  aussi  égales  deux  à deux. 
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Tableau  résumé. 

P*  * P* 

1“  Cas.  ^ — î<0  ou  ff>^ 

quatre  raciues  imaginaires. 

P*  P* 

2*  Cas.  Ÿ>0 

* ^ ( a;  , X"  imaginaires. 

fp>  0 quatre  racines  imaginaires, 

^ ^ (p  < 0 quatre  racines  réelles. 

P*  P* 

3*  Cas.  g = 0 S'=4 

!>>0  = 

P<o{j,  = ^,jréels. 

par  suite  î ^ J = ^'  = = 0- 

S71.  Applications.  Ezsmple  I.  Résoudre  l'équation 
[13  ce*— 25a;*+ 144=0, 

nous  aurons  succcssircmcnt 
®*=y, 
y«—25y+ 144  = 0, 

y =16, 

y = 9, 

œ*=16,  d’où  ®=±:4, 

*■  a^=  9,  d’où  x=±3. 

Ainsi  les  racines  cherchées  sont  + 4,— 4, +3, —3. 
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Remarque.  Puisque  l’équation  [1]  est  du  second  degré  en  a?, 
le  premier  membre  de  cette  équation  revient  à 

(x*— 16)  (a:*— 9), 

ctparsuitcà  (x — 4)  (x  + 4)(x— 3)  (x+3). 

Réciproquement,  pour  composer  une  équation  bicarrée  dont 
les  racines  sont  3 et  4 , nous  poserons 

x»=9,  x*=16, 

parsuite  (x*  — 9)(x*  — 16)=x* — 25x’  + l44  = 0. 

Autrement.  Soit  x* + pa:’ + g = 0 , l’équation  cherchée.  3 est 
racine , donc  mis  à la  place  de  x on  a une  équation  du  pre- 
mier degré  à deux  inconnues  p et  g;  la  substitution  de  la 
racine  4 donne  une  seconde  équation , et  par  suite  le  calcul  se 
termine  sans  difficultés. 

Exemple  II.  Résoudre  l’équation  [l]  x* — 1=0. 

On  peut  appliquer  la  formule  [3]  en  observant  que  p=0,  et 
queg= — 1;  mais  on  peut  aussi  résoudre  l’équation  par  la 
décomposition  du  premier  membre  en  facteur  du  premier  de- 
gré. A cet  effet,  on  remarquera  que  si  on  multiplie  a-(-  é 
par  a— o"  aura  la  somme  des  carrés  donc, 

réciproquement,  pour  décomposer  une  somme  de  deux  carrés 
a’  -}-  b’  en  deux  facteurs  imaginaires , on  se  servira  de  la  formule 

O*  -f  6*= (a -f  6 v/=î)  (a— 
lyaprès  cela,  l’équation  [1]  donne 
(a:‘)«-l=0, 

(x*-l)(x«-f  1)  = 0, 

(X  — 1)  (X -f  1)  (X  — s/=î)  (X -f  v'^)  = 0; 

cela  posé,  égalons  successivement  chaque  facteur  à Eéro,  et  il 
viendra  : 

X — 1 = 0 x'=l, 

x-4-l=0, x"=— 1, 

x_v/=î=o, x“=^, 

x-}-v^^^  = 0, x^^= — — 1. 
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Reharqües.  I.  Nous  nous  sommes  appuyé  sur  ce  qu’un  produit 
renfermant  des  facteurs  imaginaires,  ne  peut  être  nul  qu’au- 
tant  que  l’un  de  ses  facteurs  est  nul  ; nous  avons  déjà  eu  occa- 
sion de  dire  que  ce  principe  serait  justifié  dans  la  théorie  (1er. 
imaginaires. 

II.  Si  l’on  roulait  vérifier  les  racines  imaginaires  de  l’équa- 
tion [1]  on  en  ferait  la  substitution,  en  ayant  soin  d’exécuter  les 
opérations  d’après  les  règles  rigoiu-euseinent  établies  pour  lc,s 
quantités  réelles;  toutefois,  à celte  convention  on  a en  soin 
d’ajouter  que  le  carré  de  ^ — 1 est  — 1 . ( Rem.  du  n®  233.  ) 

Exemple  III.  Résoudre  l’équation 

X* — (26c-f-4a’)Æ*-j-6*c*  = 0, 
y*  — (2ôc-l-4a’)y  -}-6V  = 0, 

y = bc  2a’  ± 2a^a'  -j-  bc , 

par  suite  a;  =±;  V 6c-i-2a’±2av^a’-j-6c. 

Équations  binômes  réductibles  au  second  degré. 

272.  Exemple  I.  Résoudre  l’équation 

«*—1=0.  ‘ . 

On  a successivement  : 

(«-t:i)(«-i)=o, 

«-}-i=o,  «'= — 1; 

X — 1=0,  «*=-fl. 

Exemple  R.  Résoudre  l’équation 
«•-{-1  = 0, 

On  a successivement  : 

(«-fv^)(«-v/=ï)=o, 

«-j-\/— 1 =0;  « — — 1 = 0, 

«”=-|-v^. 
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Exeuplb  III.  Résoudre  l'équation 

a:*— 1=0, 

— 1 est  divisible  par  ar— 1 (84),  on  peut  donc  poser 
(x-l)(a;*  + x + l)  = 0, 

ce  qui  donne  pour  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité  : 
ar'  = l, 

2 ' 

^ - 2 


333 


Nous  engageons  le  lecteur  à faire  la  vérification  des  deux  ra- 
cincsimaginaires  par  leur  sulislitulion  dans  l'équation  proposée. 

Exemple  IV.  Résoudre  l’équation 
a:>  + l=0. 

Changeons  a;  en  — x dans  l'équation  a;* — 1 =0,  et  il  viendra 
a:* + 1=0;  donc  les  racines  de  x*+l=0  sont  lés  racines 
changées  de  signe  de  l’équation  a^ — 1 = 0;  par  suite,  il  viendra  : 

a:’  = — 1, 

•__l_v/3v/=î 

ar  — A y 


1+^/3  ydl 
a;  — 2 

Remarque.  On  pourrait  encore  résoudre  l’équation  proposée 
en  divisant  son  premier  membre  par  ar  + 1 . 

Exemple  V.  Résoudre  l'équation 

a:‘+l  = 0. 

Divisant  tout  par  a:*  il  vient  : 

**  + i=o. 
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Posons  x-{--  = z{z  étant  une  inconnue  auxiliaire)  ; il  viendra 
successivement  : 

**+à==’-2; 

z«  — 2 = 0, 
s==fcv'2, 

cc 

Résolvant  successivement  les  deux  équations,  renfermées  dans 
cette  dernière , on  trouve 

a/=  iv'2-f-v'ïv^- 

«'=  y/lv/^î. 

a:"  = — 3 \/2  + >/î  ^ — 1 • 

a?"=— y/|v/^. 

Exexplk  VI.  Résoudre  l’équation 

a:»  — 1=0; 

la  décomposition  du  premier  membre  en  deux  facteurs , 'donne  ; 

(x  — + + 1)=0. 

Occupons-nous  de  l’équation 

[1]  1 =0; 

Cette  équation  complète  du  quatrième  degré  peut  être  résolue  h 
l’aide  des  équations  du  second  degré.  En  effet , 

Divisant  par  x^,  il  vient 

**  + « + 1 + ^ + ^ = 0, 

ou  [2]  + 1=0. 

ar  ' * a?  ' 
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Posons  [3]  = 

d’où  ®*-j-p=s*  — 2, 

l’équation  [2]  deviendra 

- . » s*  ^ 2 *1“  Z -{"  1 — 0 1 

ou  s'  + s — 1 = 0;  ’ , ■ 

les  racines  de  cette  équation  sont  réelles',  ces  racines  sont  : 

-i  + v^ 

" — 2 ’ 

-1-V^  . - . 

“ — 2 

Z étant  connu,  l’équation  [3]  servira  à trouver  les  quatre  valeurs 
de  X. 

Les  racines  sont  : 

x'  =1, 

...  -l+v^  + v'lO  + 2y/5v^ 

a,  = , 

, _1  4-v/5— v'l0  + 2v'5v/^ 

» 4 > 

_1  —v/ô+v'lO  — 2v/5\/^ 

gIT—  , , _ ^ , 

_ _i_^/5_v'i0  — 2V5v/=^ 

x^  =' — ■ ■ ' ■ ■■■--  ^ ■■  ■ « 

Exemple  VII.  Résoudre  l’équation 
a:» -fl  =0; 

les  racines  sont  respectivement  les  mêmes  que  les  précédentes 
changées  de  signe. 
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É0UATIO!(S  RÉDUCTIBLES  AU  SECOND  DEGRÉ. 

Exemple  VllI.  Résoudre  l'équation 

x‘ — 1 = 0, 

le  binôme  — 1 est  la  différence  de  deux  carrés , par  suite  on 
peut  écrire  : 

(x’+l)(a;’  — 1)=0; 

ce  qui  ramène  la  question  à résoudre  isolément  les  équations 
a:’  + 1 = 0 et  a;’  — 1=0. 

Exemple  IX.  Résoudre  l’équation 

35“— 1 = 0; 

(a:‘4-l)(a5‘  — 1)  = 0. 

Donc 

Les  équations  binômes  seront  résolues  plus  tard  dans  toute 
leur  généralité  à l’aide  des  lignes  trigonométriques.  Les  exem- 
ples fort  simples  que  nous  venons  de  traiter  suffisent  pour 
mettre  en  évidence  toute  la  fécondité  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée , de  préférence  à toute  autre , dans  la  résolution 
de  l'équation  générale  du  second  degré , et  qui  consiste  à dé- 
composer le  premier  membre  en  facteurs  du  premier  degré; 
comme  d’ailleurs  il  est  en  général  superflu  de  donner  plusieurs 
solutions  d'une  même  question , nous  nous  contentons  d’in- 
diquer les  autres  méthodes  de  résolution  dans  les  exercices  du 
livre  VII.  Quant  à la  résolution  complète  de  l’équation  du 
quatrième  degré  qu’il  nous  a été  possible  de  résoudre,  elle 
■ipparlient  à la  classe  des  équations  réciproques  dont  l’étude  est 
<iu  domaine  de  Valgèbre  supérieure. 
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CHAPITRE  VI. 

DE  L’EXTRACTIOÎV  DE  LA  RACIXE  CARRÉE  D’U^E 
QUANTITÉ  EN  PARTIE  COMMENSURABLE  ET  EN 
PARTIE  INCOMMENSURABLE.  — DISCUSSION  DES 
SIGNES. 


SOMMAIRE. 

273.  TraosformatioD  que  l’oa  peut  se  proposer  de  faire  subir  à des  ex- 
pressions de  la  forme  ±yA±v^.  — 274.  Résolution  de  l'équation 
V A-}-v/B=v^-|-V''y,  oc  et  ÿ désignant  des  quantités  commensurables.  — 
278.  Discussion  (relative  aux  signes)  delà  formule  + ^>^8  = 


+ 


• — 276.  Applications. 


875.  La  résolution  des  équations  bicarrées  nous  a conduils  à 
des  expressions  de  la  forme 

Pour  concevoir  le  genre  de  transformations  dont  ces  expres- 
sions sont  parfois  susceptibles,  formons  le  carré  de  s/2  -fV3,  et 
nous  aurons 

(v^±V^)*=5±v/2?; 
donc,  réciproquement 

V^5±ÿlï=v^±v/3; 

en  sorte  que  s’il  fallait  calculer  par  approximation  la  racine 
carrée  de  5d:y^24,  il  serait  plus  commode  dé  calculer  séparé- 

22 
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ment  la  racine  carrée  de  2,  la  racine  carrée  de  3,  puis  d’en  faire 
la  somme  ou  la  différence.  Il  pourrait  môme  arriver  qu’il  n’y 
eût  qu’un  radical  à calculer,  ce  qui  serait  encore  plus  simple. 

Exemple.  (l2dby/3)’  = 147±24v'3; 

réciproquement,  v^l47±:24v'4=12±v/3. 

On  ne  pourrait  pas  prendre  un  trinôme  irrationnel  parce  que 
le  carré  de  ce  trinôme  renfermerait  deux  radicaux  distincts. 

274.  Posons  donc,  s’il  est  possible, 

[1]  v/A+v^  = v^  + v/ÿ, 

% 

a:  et  y désignant  des  quantités  commemurables  qu’il  s’agit  de 
déterminer,  d^’élévation  au  carré  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion [1]  donne 

[2]  A-fv/B  = ar-|-y-l-2v/^, 

or,  cette  équation  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  qu’il  y aiu*a  égalité 
entre  les  quantités  commensurables  d’une  part,  et  les  quantités 
incommensurables  d’autre  part. 

Démontrons  ce  principe. . 

Soit,  en  général, 

[1]  P-}-V^  = M-hv^. 

P,  Q,  M,  N,  désignant  des  quantités  commensurables,  et  v^N 
désignant  des  quantités  incommensurables. 

Si  l’on  n’a  pas  P = M et  Q = N,  l’équation  [1]  donnera  ; 

v/Q  = (M-P)-f-v/N, 

d’où,  en  élevant  au  carré. 


[3]  Q = {M-P}'*-fN-f2(M-PVN. 


SL  M est  différent  de  P,  on  peut  tout  diviser  par  2(M — P),  et 
tirer  la  valeur  de  y .V,  ce  qui  donne 


y/N 


Q — (M-P)‘-N 
2(M  — P)  ’ 
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cc  qui  est  impossible,  car  une  quantité  incommensurable  ne 
peut  pas  être  égale  à une  quantité  commensuralile  ; cette  impos- 
sibilité cesse  si  M = P,  puisqu'alors  la  division  par  M — P n’est 
plus  permise;  mais,  dans  ce  cas,  l’irrationnalité  disparaît  d’elle- 
méme , et  l’équation  [3]  se  réduit  à Q = N ; donc,  finalement, 

P=M, 

Q = N, 

pui' suite,  ^Q  = y/N. 

Gela  posé,  l’équation  [2]  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  _ 

[4]  A + v^  = x + y-f-y/4xÿ. 

Nous  en  conclurons  successivement  : 


[5] 


é x-t-y  = A, 
( v'4iÿ=;v/B, 


(a;-t-y=A, 
( ‘iry  = B; 


Les  valeurs  des  inconnues  sont  donc  les  racines  de  l'équation 


■— Aa  + 


B 


=0. 


Ces  racuics  sont 


A-hVA'-B 

à > 


y= 


A— v'A‘— B 


Or , X et  y ne  peuvent  être  rationnels  qu’à  la  condition  que 
A’ — B sera  un  carré  («arfait.  Uuand  cette  condition  ne  sera  pas 
remplie,  le  problème  proposé  sera  impossible. 


Soit 

d’où  [6J 


A*  — B = C*, 

v/Â^^=C, 
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( C désignant  la  valeur  absolue  du  radical  ),  alors  on  aura 

._A  + C 

X-  2 ’ 

A— C 

y=-T~> 

cl  la  formule  cherchée  sera 

PI  v'ï+7î=\/^  + V^- 

Remarque.  Le  premier  membre  de  celle  égalité  est  suscep- 
tible de  quatre  délcrminalions,  si  on  considère  le  radical  exté- 
rieur et  le  radical  intérieur  dans  toute  leur  généralité,  c'est-à- 
dire  avec  le  double  signe.  Le  second  membre  est  pareillement 
susceptible  de  quatre  valeurs,  en  admettant  le  double  signe 
pour  chaque  radical,  il  faut  donc  examiner  comment  les  com- 
binaisons de  signes  se  correspondent.  Tel  est  l’objet  de  la  dis- 
nission  suivante  : 

87S.  Discussion.  La  formule  [7]  prise  dans  toute  sa  généra- 
lité donne  

[8]  ±v'A±y/B  = ±y/^±y/5^. 

Cela  posé, 

1"  Les  deux  radicaux  du  second  membre  doivent  être  de  même 
signe  quand  le  radical  y'B  a le  signe  -f-  dans  le  premier  membre. 

En  effet,  l’équation  [5]  v/4xÿ=v''B  a été  élevée  au  carré,  par 
cxmséquent  les  deux  membres  après  celle  élévation  au  carré 
sont  essenliellemenl  positifs,  mais  ils  devaient  avoir  le  même 
signe  auparavant,  donc  si  v^B  est  positif,  ^Axy  doit  avoir  le  signe 
-|-  ; mais  \/Âxij  provient  du  double  produit  de  \Jx  par  yjy  ; ce 
double  produit  aura  le  signe  -j-  ou  le  signe  — , suivant  que  les 
radicaux  yjx,  y'ÿ  seront  pris  avec  le  même  signe  ou  avec  un 
signe  contraire,  donc  si  y/B  a le  sigile  -(-,  <Jx  et  y/ÿ  doivent 
avoir  le  même  signe  ; si  au  contraire  a le  signe  — , ils 
doivent  être  de  signes  contraires  ; donc 

1*  ± V^A-f-v^B  = ±(y/i-t-y/ÿ); 

2“  ± V^A  — y/B  = ±(y/x— y/ÿ). 

< 
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Dans  le  pi  emicreas,  si  on  prend  le  signe  + dans  le  premier 
membre , il  faudra  prendre  le  signe  -|-  dans  le  second  ; si , au 
contraire  r on  prend  le  signe  — , il  faudra  prendre  le  môme 
signe  dans  le  second  membre. 

Dans  le  deuxième  cas,  si  on  prend  le  signe  du  premier 
membre , il  faudra  prendre  le  signe  ou  le  signe  — dans  le 
second,  suivant  que  x sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  y\ 
avec  le  signe  — du  premier  membre  il  faudra  prendre  le  signe 
— ou  le  signe  ■}-  dans  le  second.  Ainsi,  en  prenant  pour  x la 
plus  grande  des  deux  quantités  trouvées,  on  aura  les  quatre 
combinaisons  suivantes  : 

+ v/â+Tb = + y/ïp + , 
-A-+7b=-v/^-V^^  -, 

+ vïr^  = + y/^-v/^, 
-vA-3-î=_v/ÏS+y/î^. 

Remarques.  1.  Si  la  quantité  .A’ — B n’était  pas  un  carré,  mais 
qu’elle  fût  positive,  la  formule  [8]  conduirait  à 

dans  ce  cas  la  transformation  ne  ferait  rien  gagner,  puisque  cha- 
cun des  radicaux  est  de  même  forme  que  le  radical  primitif. 

Si  A*  — B était  négatif,  les  deux  radicaux  trouvés  porteraient 
sur  des  quantités  imaginaires.  Cette  question  se  trouve  donc 
comprise  dans  la  théorie  des  imaginaires. 

II.  La  formule  [9],  appliquée  à deux  expressions  conjuguées, 
c’est-à-dire  à deux  expressions  qui  ne  düTèrent  que  par  le  signe 
de  conduirait  à une  réduction.  On  trouve , en  effet , 

v''A-fv'B  -f  A — v'B  = i A-t-v'V^ , 

V A -f  V B — V A — y/B  = A Va  — v^A’^B. 
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276.  Applications.  Exemple  I.  Extraire  la  racine  carrée  <ln 
nombre  94-j-42  y 5. 

Faisons  entrer  42  sous  le  radical,  et  nous  aurons,  en  indiquant 
la  racine  cherchée, 

V 94  -|-  y/ 8820. 

Nous  avons  désifrué  par  C la  valeur  absolue  du  radical  y' A’ — B ; 
c'est  donc  par  la  détermination  de  celle  valeur  qu’il  faut  com- 
mencer quand  on  cherche  à séparer  deux  radicaux  superposés. 
Dans  l’exemple  actuel 

A = 94,  B = 8820,  A* — B = C*  =(94)*  — 8820  = 16  ; 
par  suite  C = 4;  la  formule  [7]  donne  donc 

= 7-l-y/45  = 7-f  3y/5. 

En  effet , (7  -f  3 y'ô)’  = 49  -1-  42  -|-  45  = 94  -f  42  y 5. 

' Exemple  B.  Transformer  l’expression 

v/np  -f-  2m’  — 2m  ^np  m*. 

L’application  de  la  formule  donne 

A = «p-f-2m*,  B=4m*(np-|-»n*),  A’  — B=n’p*,  C = np; 

par  suite  l’expression  proposée  devient  y/np  -f-  m*  — m,  en  ap- 
pliquant ici  la  troisième  des  formules  provenant  des  quatre 
combinaisons  de  signes. 

Exemple  III.  Réduire  l’expression  composée. 

V'ôc  -f  2b\/bc^  + \ bc—2b^bc^, 

en  supposant  que  l’on  ne  prenne  que  la  valeur  positive  de  cha- 
que radical. 

Calculons  la  valeur  de  A’  — B = C*,  il  viendra  : 
é*c*— 4ô^5c  — é’J=C’, 
ou  [I]  6^25— c)’  = C’; 
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or,  C désigne  la  valeur  absolue  du  radical  y^A*— B,  il  faut  donc, 
en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  l’égalité  [1], 
distinguer  les  deux  cas  : 

1°  C = é(26  — e)  si  1b  — c>0; 

2*  C = é(c — 1b)  si  c — 

* * s.  ’ ' 

1"  ^bc  + 1b>Jbc^^=zb-[-\/b’,b  — c), 

bc  — Ib^bc  — t^=zb  — \/b{b  — c); 

2“  \!bc  -f  26  = y/6(e  — b) b, 

yjbc  — 1b  yjbc  — 6*  = y/  b[c — b)  — b\ 

en  sorte  que  dans  le  premier  cas  la  somme  cherchée  est  1b  , 
tandis  que  dans  le  second  ello  est  2 y/b{c — b). 

On  voit  par  là  combien  il  était  nécessaire  de  distinguer  les 
deux  valeurs  de  C.  , 
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CHAPITRE  VII. 

UÉSOLUTION  D’UiVE  ÉQUATIOX  DU  SECOND  DEGRÉ 
A DEUX  INCONNUES,  CO^LNÉE  AVEC  UNE  ÉQUA- 
TION DU  PREMIER  DEGRÉ. 


SOMMAIRE. 

U77.  Définilioiis.  Ce  qu'on  appelle  termes  du  second  degré  dans  une  équa- 
tion à plusieurs  inconnues.  Ce  qu'on  appelle  équation  du  second  degré  à 
plusieurs  inconnues.  Exemples.  Équation  la  plus  générale  du  second 
degré  à deux  inconnues.  — 278.  Résolution  des  deux  équations 
Cx*  -|-Di/-|-E3:-j-F=  0 et  y=ica;-{-b.  — 279.  Appli- 
cations. — 2Ô0.  Problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence 
de  leurs  carrés  soit  égale  à y,  et  que  la  différence  de  leurs  produits  res- 
pectifs par  deux  nombres  donnés  a et  b soit  égale  à S.  Discussion  com- 
plète de  cette  question  qui  sert  de  type  dans  la  discussion  des  problèmes 
les  plus  compliqués  du  second  degré.  Tableau  résumé.  Remarques  ser- 
vant de  complément  à la  discussion.  — 281.  Problème  dont  la  solution 
dépend  de  la  résolution  de  plusieurs  équations  du  premier  degré  combi- 
nées avec  une  équation  du  second. 


Résolution  d’une  équation  du  second  degré  combinée  avec  une  équation 
du  premier  degré. 

477.  Définition.  On  appelle  terme  du  second  degré,  dans  une 
équation  à plusieurs  inconnues,  un  terme  qui  renferme  deux 
fadeurs  inconnus,  tels  que,  par  exemple  : 3x*,  ay*,  bxy,  26’ys...,  . 
et  l’on  appelle  équation  du  second  degré  à plusieurs  inconnues, 
une  équation  qui  renferme  un  ou  plusieurs  termes  du  second 
rlcgré. 
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Les  équations  suivantes  sont  chacune  du  second  degré  à deux 
inconnues  : 

— y’ — 9 = 0,  Ax? — y — 7 = 0, 
xy-\-ax — by  — e=0. 

La  seconde,  quoique  du  second  degré,  est  du  premier  degré 
en  y.  La  troisième  est  du  premier  degré  en  x,  du  premier  degré 
en  y,  et  du  second  degré  en  x et  eu  y quand  on  suppose  à la 
fois  X et  y inconnues. 

L’équation  la  plus  générale  du  second  degré  à deux  incon- 
nues est  Ay* -(-Bxy-(-Cx*-|-Dy-|-Ex-f-F  = 0,  A,  B,  C,  D, 
E,  F désignant  des  quantités  quelconques,  positives  ou  néga- 
tives. L’équation  la  plus  générale  du  premier  degré  à deux  in- 
connues est  Mx-l-Ny  = P;  M,  N,  P désignant  des  quantités  po- 
sitives ou  négatives  ; en  sorte  que  le  système  d’équations  qui 
nous  occupe  sera  généralement  représenté  par 

Ay*-l-Bxy-l-Cx*-f-Dy-f Ex-fF  = 0,  Mx-l-Ny  = P. 

* <' 

Nous  nous  sommes  déjà  occupés  de  deux  systèmes  d’équations  • 
fort  importants,  qui  ne  sont  que  des  cas  particuliers  dn  précé- 
dent ; ces  systèmes  sont  : 

fx-j-y  = o rx  — y = o 

( xy  = & ( xy  = 6 

Dans  le  système  général,  on  pourra  toujours  résoudre  l'équa- 
tion Mx  -f-Ny  = P,  par  rapport  à y,  comme  si  x était  connu. 
Dans  ce  cas,  cette  équation  prendra  la  forme  y=ax-fè,  a et  6 
désignant  des  quantités  quelconques,  positives  ou  négatives. 

278.  Occupons-nous  donc  de  résoudre  les  équations  : 

[1]  Ay*-f  Bxy-|-Cx*-f-Dy-f  Ex-f-F  = 0, 

[2]  y — ax-\-b. 

Substituons,  dans  [1] , la  valeur  de  y,  et  nous  aurons  une 
équation  à une  seule  inconnue  x.  Il  est  d’ailleurs  facile  de  voir 
à priori  que  celte  équation  finale  est  du  second  degré. 

Cela  posé,  soient  « et  oé  ses  racines  ; en  les  substituant  altema- 


Digitized  by  Googli 


346  RÉsoLcnoN  n’cm*  iQüxTios  dü  second  degré 

Uvement  dans  l'équation  [2] , on  en  déduira  chaque  fois  une  ^ 
valeur  correspondante  p,  p'  pour  y;  en  sorte  que  le  système 
proposé  admettra  les  deux  couples  de  valeurs  : 

(X  = d f«=a' 

(y  = p ly  = P'. 

Ces  solutions,  réelles  ou  imaginaires,  sont  les  seules  que  l’on 
puisse  obtenir,  puisque  l'équation  finale  est  du  second  degré, 
et  qu’une  équation  du  second  degré  a deux  racines  et  jamais 
plus. 

270.  Applications.  Exemple  1.  Résoudre  le  système  d’équa- 
tions ; 

[1]  **-)-y*-fy— 14=0, 

[2]  y-f-l=0. 

[2]  donne  y=l-f-ar. 

Substituant  dans  [1] , il  vient 

— 6 = 0, 

d'où  a'  = 2,  a/'  = — 3; 

par  suite  y' =3,  y"=  — 2. 

Les  deux  solutions  communes  aux  équations  proposées  sont 
donc  . . 

fa:'=2  Ca/'=  — 3 

|y'  = 3 ly"  = — 2. 


Exemple  R.  Résoudre  les  équations  : 


[1]  ar*  — 2xy-f-2y*-|- 4x  — y = 9, 

[2}  3x  — 2y  = 4. 


L'équation  [2]  donne 
C3]  •«? 


ay  + 4 
3 ■ 
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Substituant  celte  xaleur  dans  l’é<|uation  [t] , on  trouxe,  ré- 
ductions faites, 

[4]  10y*-f7y=17, 

d’où  ■ y'  = l, 

/ = -l,7;  - . 

par  suite,  l’équation  [3]  donne  : 

af  =2 , 
a/' =0,2. 

Les  deux  solutions  communes  aux  équations  proposées  sont 
donc 

tj/=2  fa/'  = 0,2 

ly'  = l ty"=_l,7. 

Remarque.  La  méthode  générale  par  substitution  est  quelque- 
fois remplacée  avec  avantage,  soit  par  la  méthode  de  réduction, 
soit  par  des  méthodes  détournées.  A cet  égard,  tout  dépend  de 
la  sagacité  et  de  l’habitude  de  celui  qui  opère. 

Exemple  111.  Résoudre  les  équations  : 

[1]  3a:-t-5y  — 71  = 0, 

[2]  3ary  — 5y'  — 7 = 0. 

Multiplions  [1]  par  y et  retranchons  membre  à membre,  il 
viendra 

lOy*  — 71y-f7  = 0, 

d’où  fy'  = 7 fy"  = 0,l 

par  suite  (a:'  = 12  (ar"=23,5. 

280.  Problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence  de 
leurs  carrés  soit  égale  à q,  et  que  la  différence  de  leurs  produit  s 
respectifs  par  deux  nombres  donnés  a et  b,  soit  égale  à S. 

Soient  x le  premier  de  ces  nombres  et  y le  scæond,  les  équa- 
tions du  problème  seront  ; 

[1]  ’ a;»  — y*  = gr, 

[2]  ax — ùy=S. 
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Cherchons  l’équalion  finale  en  x. 

L’équalion  du  premier  degré  donne 


Substiluant  celle  valeur  dans  l’équalion  [1] , on  trouve,  tou- 
tes réductions  faites, 

[4]  («»  — — 2oSx+ S’+6*ç=0, 


d’où  [5] 


X = 


nS±  VS’  — 9(tt’— 
a’— 6* 


Poi’tanl  celle  valeur  dans  [3],  il  vient 


[6] 


6S  — &’) 

a’  — 6’ 


Notre  substitution  des  deux  valeurs  de  x,  dans  l’équation  [3], 
'montre  que  les  signes  des  radicaux,  dans  les  formules  [5]  et 
[6] , sont  coordonnés,  ce  qui  veut  dire  que  l’on  doit  prendre  en 
même  temps  dans  la  valeur  de  x et  dans  la  valeur  de  y,  soit  le 
signe  supérieur,  soit  le  signe  inférieur. 

Si  a/,  x"  désignent  les  valeurs  de  x,  et  si  y"  désignent  les 
valeurs  de  y,  les  deux  solutions  du  problème  seront  : 


1"  solution 


aS+ VS»-y(g’-6»; 

, èS4-VS’— y(o’— è*! 

a’  — 6* 


I„  oS  — VS*  — y(a‘ — b*) 

^ ~ a’  — 6’ 



_ 6S — ay'^S’ — q{a* — 6*). 

y — ■ a’— è* 

Discussion.  Ces  expréssions  sont  affectées  d’un  radical.  Si  la 
quantité  soumise  è ce  radical  est  négative,  le  radical  est  imagi- 
naire. On  ne  pourra  rien  faire  dés  expressions  trouvées  il  n’y 
aura  pas  de  solution. 

Si  la  quantité  soumise  au  radical  est  positivé,  ce  radical  est 
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réel,  auquel  cas  il  y a lieu  d’examiner  si  les  valeurs  trouvées 
sont  positives  ou  négatives. 

Il  y a donc  deux  cas  principaux  à considérer  : 

1"  Cas.  s*— î(a*— 

Il  n‘y  a pas  de  solution,  puisque  le  radical  est  imaginaire.  Ce 
cas  ne  peut  sc  présenter  qu'autant  qu’on  a a>6,  sans  quoi  la 
quantité  soumise  au  radical  serait  positive. 

2'  Cas.  S*— ç(a*  — 6’)>0. 

Les  valeurs  sont  toutes  réelles;  reste  à chercher  leurs  signes, 
et  comme  elles  sont  exprimées  par  des  fractions,  il  faut  exami- 
ner le  signe  de  chaque  terme.  Or,  le  dénominateur  commun 
est  «’ — 6*;  on  doit  cxamkier  si  l’on  a o>6.ou  a <6. 

1“  ff>6.  Le  dénominateur  est  positif; ît' 61-/ sont  positifs; 
donc  d'abord,  dans  ce  cas,' il  y a toujours  une  solution.  Uuant 
à x",  il  faut  comparer,  <lans  le  numérateur,  le  terme  «S  avec  le 
terme  6v^S* — 6’)  ; oV,  le  radical  est  plus  petit  que  ou 
que  S,  et  comme  b est  plus  petit  que  a,  le  terme  VS’— 
est  plus  petit  en  valeur  absolue  que  le  terme  oS;  donc  la  valeur 
de  x"  est  positive. 

Quant  à y',  (>onr  connalire  son  signe,  il  faut  comparer  le 
ferme  6S  avec  le  terme  av^S’— 7(0* — 6*);  or,  le  facteur  b du 
premier  est  plus  petit  que  le  facteur  a du  second,  tandis  qu’au 
contraire,  le  facteur  S est  plus  grand  que  le  facteur  — ç(«’— 6’); 

il  y a donc  incertitude  au  premier  abord. 

Pour  que  le  numéraleur  soit  positif,  iLfaul  que  l’on  ait 

[7]  &S>ov'S>— 7(a‘  — a*), 

ce  qui  donne  successivement 

6»S*>a*S*— 0*5(0*  — a*),  . ■ 

0*5(0*— a’)>S*(o’— a*), 

«’?>s*. 


d’autre  part,  l’inégalité  S’— 5(0* — a*)>0  donne  5<ÿ^^, 
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Jonc,  pour  que  y"  soit  positif,  il  faut  qu’on  ait 

S S* 

«**^’’*^a*— 6*' 

S’  S* 

ce  qui  est  possible  parce  que  ^ est  plus  petit  que  ainsi, 

dans  le  cas  actuel,  il  y a deux  solutions. 

S*  ' ' 

Mais,  si  l’on  a ÿ<  l'inégalilé  [7]  se  renverse  el  y"  est  n«^- 

gatif.  Dans  ce  cas,  la  seconde  solution  ne  répond  plus  directe- 
ment au  sens  de  l’énoncé. 

/ S* 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  condition  cnlraine  a 

S* 

plusfortcraisonrinégalitéy<^f-^;  donc,  dans  ce  cas,  iln’ya 

5 proprement  parler  qu’une  condition  au  lieu  de  deux. 

S’ 

Dans  le  cas  paiticulier  ou  ? = l’inégalité  [7]  se  trans- 
forme en  égalité  et  l’on  a ^”  = 0;  d’ailleurs  la  seule  condition 
y = — suffît  pour  la  réalité  du  radical. 

2"  àc^b.  Pour  plus  de  commodité,  nous  écrirons  les  deux  so- 
lutions ainsi  qu'il  suit  ; 

— aS  — év'S'-f  9(5*  — O* 

— 6S  — av'S‘-f  y{6*  — O*) 

5*  — a’ 

, — aS4-5v''^'  + ?(^— “’) 

l ’ 

2”  Solution  < 

I — 5S-fav/S*4-y(5*  — a»)  : 

^ ^ — a* 

Dans  le  cas  actuel,  la  seule  condilion  a<  ô suffît  pour  la  réa- 
lité du  radicid  quel  que  soit  y,  et  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  sont 
toutes  deux  négatives.  Comme  b est  plus  grand  que  a cl  que  le 
radical  est  plus  grand  que  S,  la  valeur  de  x*  est  positive.  Quant 
il  yf  il  faut  chercher  si  le  ternie  ay^S’-f-yCé*  — a*)  peut  être  plus 
grand  que  ôS. 


X = 


1"  Solution 
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'[8]  ' av'S*+ÿ(6*-«')>5S,- 

ce  qui  donne  successivemenl 

a*S*  + a»ÿ(6*  — o*)>6’S’, 
aV(5‘  — a*)>(i*  — a’)S*. 


9>T.- 


^Viiisi,  si  celle  condition  est  remplie, 'y*  est  positif  et  les  valeurs 
des  deux  inconnues  sont  positives  dans  la  seconde  solution.  ‘ 


.S* 


Si  l'on  a l’inégalilé  [8]  sc  renverse,  ij"  est  négatif  et 


aucune  des  ilcux  solutions  ne  répond  dii'eclenicut  au  problème. 


Si 


S* 


?=Hi.  y"=o- 


3“  a=.b.  Cette  condition  suffit  pour  la  réalité,  car  le  radical 
se  réduit  à y^S’  ou  à S,  par  suite  les  valeurs  prennent  la  forme 


1"  Solution 


2oS 


2*  Solution 


'i 


y' = 5. 

^ O 


La  première  solution  est  impossible.  Quant  à la  seconde,  il  y 
a lieu  de  cliercher  à faire  disparaître  l'indétermination  qui  tient 
è une  seule  hypothèse.  ^ " 

La  valeur  de  ar"  est  '*  * ' ’ ‘ 


— nS  + 5v'S‘+ç(5'— o‘)  . 
^ » 


multipliant  haut  et  bas  par  — «S  — 6 y'S*  + (6’ — o‘) , ce  qui 
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donne  au  numérateur  la  différence  de  deux  carrés  il  \ ient  suc- 

cessiveinent 

o*S‘-6*[S’4-?(6*— «’)] 


x’  = 


(6*  — O*)  [—  oS  — 6 v'S’  + gC**—  a*)]  ’ 
S*(o»  — 6’)  — 6V(y— O*) 


(é* — a*j  [— aS  — 5 v'^*  + g (**-“ 

;■  (6«— a»}(6V4-S*') 

— (5» — fl‘)  [«S  -I-  6 v'S»  + 7 (5*—  o')]‘  - 

Supprimant  le  facteur  commun  6’  — o*  qui  pour  a = b annule 
les  deux  termes,  puis  faisant  I hj  pollièse  particulière  on  obtient 

a‘g  + S‘. 

on  trouverait  pareillement  - > . - 

,'r  — — S* 

» 2oS  ■ 

En  effet,  si  l’on  remonte  à l’équation  . • ' 

' («*— ô*)a:*  — 2«Sa;-|-S’  + é’g=0, 

et  que  l’on  y fasse  a = 6,  elle  se  réduira  à l’équation  du  pre- 
mier degré 

— 2aSx  + S’  + o’g  = 0 , 


qui  donne 
et  par  suite 


x = 


2aS  ’ 


a’g  — S’. 
2«S  ’ 


y= 


résultats  conformes  aux  précédents.  Ainsi,  il  n'y  a qu’une  seule 
solution. 

3' Cas.  S«— g(«*— 6’)  = 0.  > 

Le  radical  s’évanouit  et  l’on  trouve  . , V ' 

V — — • 

, . 6S  . / ■ - : . 
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ainsi,  les  deux  solutions  sont  réelles  et  ég^alcs , positives  ou  né- 
gatives suivant  que  l’on  a o>6  ou  a<;6. 


Tableau  résumé. 


S* 


1“Cas.  s*— 7(0’— <é)<0,  OU 

Solutions  imaginaires. 

2' Cas.  S’— 7(0*  — 5^>0,  ou  7<^,^-^. 


1*  «>  6 : 


2*  «<6  : 


3*  a=b\ 


9 = 


f ^'>0, 

( y'  >0; 

S*. 

( •K*>0, 

a’’ 

1 y’>0; 

-S*. 

( x->0; 

■ÿ’ 

( y*<0; 

■i’- 

( xr>0. 

0’’ 

( y'  = o. 

t y'  <0; 

s*. 

( x*>0, 

< y*>o; 

■ S’, 
•â*’ 

i^>o, 
( y'  <0; 

( a:’>0, 

a’’ 

l y"  = 0. 

h 

Il  II 
8 8 

S*. 

( ^>0; 

a*’ 

\ y“>o; 

S*. 

( ^>0; 

0*’ 

\ /<0; 

S*. 

( ar’>0; 

a’  ’ 

U''  = 0; 

23 
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3'  Cas.  S’  — q(a‘  — 6’J  = 0 ou  ? = 


V a>b; 
2*  o<5; 


( a;'=ir">0, 
( y’=y">0; 
{ x'  = x"<0, 
i y'=ÿ"<0; 


Remarques  sur  le  problème  précédent. 

Remarques.  I.  Dans  la  discussion  des  problèmes  du  second 
degré,  la  première  chose  à faire  est  de  se  débarrasser,  quand  il 
y a lieu,  des  cas  d’imaginarilé,  parce  que  l'imaginarité  dis- 
pense, dans  la  résolution  des  problèmes,  tic  toute  recherche 
ultérieure,  tandis  que  la  plupart  du  temps  les  cas  de  réalité  se 
subdivisent  en  plusieurs  autres. 

Cette  méthode  d’exclusion  pourrait  aussi  s’appliquer  aux 
solutions  négatives,  quand  on  cherche  seulement  les  solutions 
directes  comme  nous  l’avons  fait. 

S* 

II.  Dans  le  cas  d’imaginarité  les  équations 

[1]  = 

[2]  or  — ^=S, 

sont  impossibles. 

En  effet,  élevons  les  deux  membres  de  l’équation  [1]  au 
carré;  multiplions  ceux  de  l’équation  [2]  par  — (a* — 6*),  puis 
ajoutons  membre  à membre,  nous  obtiendrons,  toute  réduc- 
tion faite, 

(bx — «y)*  = S*  — g(a* — 6^, 

et  comme,  par  hypothèse,  le  second  membre  est  plus  petit 
que  0,  on  aurait 

(è«  — «jr)*<0, 

ce  qui  est  absurde. 

III.  Le  primo  du  second  cas  a fourni  pour  y"  une  valeur  néga- 
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tive  quand  on  a supposé  g ; changeant  alors  le  signe  de  y 
dans  les  équations  du.  problème , on  a les  équations 


[A] 


x'  — y*  = q, 
ax-\-^  = ÿ>. 


qui  admettent  la  solution  x",  y"  en  valeur  absolue , et  qui  sont 
la  traduction  d’un  problème  corrélatif  : 

Trouver  deux  nombres  dont  la  différence  des  carrés  soit  égale 
à q,  et  dont  la  somme  des  produits  respectifs  par  deux  nombres 
donnés  a et  b,  soit  égale  à S. 

Le  secundo  du  même  cas  a fourni  pour  x'  et  pour  / des  valeurs 
négatives  ; changeant  alors  les  signes  de  x et  de  y dans  les  équa- 
tions du  problème,  on  a 


[B] 


x'—y'  = q, 
by — <tr  =S, 


qui  sont  la  Iraduciion  d’un  problème  identique  avec  le  proposé, 
mais  dans  lequel  la  soustraction  des  provluits  doit  être  inverse 
de  ce  qu'on  l'a  supposée  dans  la  mise  en  équation. 

Dans  cette  même  partie  de  la  discussion,  y*  est  négatif  quand 
S* 

on  a y ce  qui  donne  encore  lieu  à la  remarque  III. 

t 

IV.  La  discussion  du  problème  (SDO)  pourrait  être  rendue 
plus  générale  ; il  suffirait , pour  cela  , d'admettre  des  valeurs 
négatives  pour  les  quantités  données. 

Par  exemple,  le  système  [A]  précédemment  trouvé  : 


x‘  — y’  = y, 

ox-f-  5y  = S, 

correspond  au  cas  où  l’on  prendrait  b négatif;  le  système  [B] 


x*  — y’  = y, 
by  — ox  = S, 

correspond  au  cas  où  l'on  prendrait  a et  6 négatifs. 

Les  cas  de  q négatif  et  de  S négatif,  ne  présenteraient  pas  plus 
de  difficultés. 


by  CjOOgIc 


356  HÈSOLUnON  d’l'me  équation  du  second  degré 

V.  Les  équations  x*—y^=q, 

ax  — 6y  = S, 

peuvent  s’écrire  y*  — x* = — y, 

5y— ox  = — S; 

et  en  les  comparant  sous  cette  forme  aux  équations  précé- 
dentes, on  reconnaît  qu'elles  peuvent  s’en  déduire  en  chan- 
geant X en  y,  y en  x,  a en  é,  5 en  a,  y en  — y,  et  S en  — S ; si 
donc  on  rapporte  tout  le  calcul  à y au  lieu  de  le  rapporter  à x 
on  obtiendra  la  valeur  de  y en  faisant,  dans  la  valeur  de  x,  les 
changements  précédemment  indiqués,  ce  qui  donne 

— 6S  ± av/S’  + y(5*— o‘) 

— O* 

Or,  une  difficulté  se  présente;  on  a deux  valeurs  pour  y 
comme  on  avait  eu  doux  valeurs  pour  x,  de  manière  qu’en  les 
combinant  on  aurait  quatre  solutions  au  lieu  de  deux  ; mais  les 
valeurs  de  x et  de  y sont  liées  par  l’équation  du  premier  degré 
ax  — by  = S,  et  si  on  les  substituait  dans  cette  équation  elle 
devrait  être  satisfaite;  il  faudrait  donc  que  le  radical  disparût 
par  l’évanouissement  de  son  coefficient  après  la  réduction,  car, 
en  général,  une  quantité  irrationnelle  ne  peut  pas  se  détruire 
avec  une  quantité  rationnelle  ; les  coefficients  du  radical 
dans  ax  et  dans  by  se  trouvent  égaux , et  la  nécessité  de  la  dis- 
parition du  radical  détermine  le  choix  du  signe  ; il  faut  ici  qu’il 
ait  le  môme  signe  dans  x et  dans  y à cause  du  signe  — inter- 
posé entre  les  termes  ax  et  by. 

On  peut  remarquer,  en  môme  temps,  que  les  parties  ration- 
nelles doivent  sc  détruire  de  leur  côté , ce  qui  donne  une  véri- 
ücation. 


Résolution  de  plusieurs  équations  du  premier  degré  combinées  avec  une 
équation  du  second  degré. 

Util.  Les  problèmes  conduisent  quelquefois  à la  résolution 
de  plusieurs  équations  du  premier  degré  combinées  avec  une 
équation  du  second.  La  méthode  générale  consiste  encore  dans 
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remploi  de  l’élimination  par  subslilulion,  et  on  reconnailra 
sans  peine  que  \' équation  füuUe  est  du  second  degré. 

Exemple.  Trouver  trois  nombres  connaissant  leur  somme  S,  la 
somme  S'  de  leurs  produits  respectifs  par  des  nombres  donnés 
a,  b,  c,  et  la  somme  S*  de  leurs  carrés. 

Les  équations  du  problème  sont 


[1] 

a?  + y + = = S, 

[2] 

ax-\-by-\-cz  = S', 

[3] 

s*  = S"; 

s étant  supposé  connu,  [1]  et  [2]  donnent 

_ _ô(S_s)  + (S'-«) 

X = T , 

a — O 

a(S  — 3)  — (S'— CS) 

^ a — b 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  [3],  ce  qui  donnera  • 
une  équation  du  second  degré  en  z.  Les  valeurs  s',  s"  une  fois 
trouvées,  on  les  substituera  dans  celles  de  x el  de  y,  et  le  pro- 
blème sera  résolu. 
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RKSOLUTIOK  DE  PLDSIEUES  ÉQUATIONS 


CHAPITRE  VIII. 

RÉSOLUTION  DE  PLUSIEURS  ÉQUATIONS 
A PLUSIEURS  INCONNUES. 


SOUIAIRB. 

28Ü.  Résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à deux  inconnues. 
Méthode  générale.  Exemples  qui  prouvent  que  celte  méthode  générale 
peut  quelquefois  être  remplacée  avec  avantage  par  des  méthodes  dé- 
tournées. — 283.  Application  de  ce  qui  précède  à la  résolution  de 
quelques  problèmes. 


Résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à deux  inconnues. 

5Ï82.  Soient  les  équations  les  plus  générales  du  second  degré 
à deux  inconnues 

[1]  ax'  + tey-f  + + 

[2]  a'x--\-h'xy-\-c'y*-\-dy-\-('x-\-f  = (i\ 

ordonnant  cos  équations  par  rapport  à x,  il  vient 

[3]  ox’  + (6y  + e)x  + cy’  + dy-f /■=0, 

[4]  o'i»  + (6'y  + Oa;  + c'ÿ‘  + d'y  + r = 0 ; 

tirant  la  valeur  de  x de  l’équation  [3]  comme  si  y était  connu, 
et  lu  substituant  dans  l’équation  (4]  on  aura  une  équation  àunc 
seule  inconnue  y ; par  suite  on  en  déduira  les  valeurs  de  x.  Mais 
l'équation  qui  résultera  de  cette  élimination  sera  une  équation 
irrationnelle  que  l’on  peut  éviter.  A cet  effet,  on  multipliera 
respectivement  [1]  et  [2]  par  a'  et  par  a;  on  retranchera 
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membre  à membre,  et  il  viendra 

[5]  [(o5'  — ba')y  -\-<uf  — ea']x  + (oc'  — ca')y’  + {ad'  — da')y 
+ (ar-/à')=0. 

Résolvant  celte  équation  par  rapport  à x,  puis  la  substituant 
dans  l’une  des  équations  [1]  et  [2] , [1]  par  exemple , on  aura 
une  équation  & une  seule  inconnue  y ; cette  équation  une  fois 
résolue,  on  déterminera  facilement  les  valeurs  correspondantes 
de  X. 

Mais  ici  l’équation  finale  n’est  plus  du  second  degré. 

En  effet,  la  valeur  de  x,  tirée  de  l’équation  [6],  est  de  la 

orme  faction  sera  élevée  carré,  puis- 

que X entre  à la  seconde  puissance  dans  cliacune  des  équations 
proposées  ; le  carré  de  cette  fraction  introduira  donc  y*  au  dé- 
nominateur, ^ et  au  numérateur,  en  sorte  que  la  substitution 
de  X conduira  linalement  à une  équation  du  quatrième  degré 
de  la  forme 

aŸ-\-bÿ^-\-c^-\-dy-\-ey-\-f=0 
qu’on  ne  sait  pas  résoudre 

Nous  nous  bornerons  donc  à traiter  des  cas  particuliers. 

Toutefois,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  observé , l’habitude  du 
calcul  suggère  souvent  des  méthodes  détournées  ou  artifices  de 
calcul  préférables  aux  méthodes  générales. 

Exemple  I.  Résoudre  les  équations. 

[1]  x>-l-2y* -4(a?-t-y)-l-3  = 0, 

[2]  y*  — 2xy-l-2(x-f-y)  — 2 = 0; 
ôtant  [2]  de  [1]  il  vient 

[3]  (x-j-y)*  — 6(x-f-y)-f  5=0; 

prenant  la  somme  x-j-y  pour  inconnue  aiuxiliaire,  l’équation  [3] 
est  une  équation  du  second  degré  qui  donne  x-|^y  = 5 et 
X -j-  y = 1 ; par  suite  [1]  et  [2]  peuvent  être  remplacées  par 

fy*  — 2xy-|-8  = 0, 
t x + y = b, 
r y*  — 2xy=0, 

l 


< 
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Exemple  II.  Résoudre  les  é<iuations 

[1]  ar’-f-y*— 5xy  + 35t=0, 

[2]  )xy  + 2(a:— y)— 14=0, 

[1]  ajouté  au  triple  de  [2]  donne 

(x— y)»  + 6(x  — y)  = 7; 

piu'  suite,  les  systèmes  à résoudre,  sont 

f xy—M  r xy=  28 
tz  — y=  1’  (a:  — y = — 7‘ 

Application  de  ce  qui  précède  à la  résoluUon  de  quelques  problèmes. 


885.  Problème  1.  La  somme  de  deux  nombres  est  a';  leur  pro- 
duit est  b*;  quels  sont  ces  nombres ^ 

Les  éipiutions  du  problème  sont  : 

[1]  a’  + y*  = o«, 

[2]  , xy  = 6*.  - 

b' 

L’équation  [2]  donne  y = - > 


substituant  cette  valeur  dans  [1],  il  viendra 

[3]  a;‘— a’x*+6'  = 0. 


Résolvant  cette  équation  bicarrée , on  obtient 
x = ±\/ . 


Cela  posé,  voyons  si  la  condition  nécessaire  et  suRisanle 
pour  qu'on  puisse  séparer  les  radicaux , se  trouve  ici  rempUe. 
I^  quantité  soumise  au  radical  extérieur  peut  s’écrire 

|a’±iv^a‘  — 46‘, 


ou  .i  a’  ± v^J{a*  — 46‘), 

d'après  ce  princi|>e  d’arithmétique , qüe  la  racine  carrée  d'un 
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produit  est  égale  au  produit  des  racines.  Or,  d'après  ce  qui  a été 
dit  au  n*  27 A,  on  trouve  : 


c’est-à-dirc  un  carré  parfait  ; par  suite,  on  peut  écrire 
a:  = db  j(v^a'  -|-  2é’±  v^a*  — îé*). 

Quant  h la  valeur  de  y,  on  l’obtient  immédiatement,  puisque 
les  équations  [1],  [2]  sont  symétriques  en  \ et  en  y;  ainsi 

y = ± ^ (v/a’  -|-  26*  ± v'a*  — 26*). 

Remarques.  I.  Les  inconnues  a:  et  y ont  chacune  quatre  valeurs  ; 
il  semble  donc,  au  premier  coup  d'œil,  que  les  équations  [1  ] et  [2] 
doivent  admettre  seize  solutions  ; mais  le  produit  xy  est  le  carré 
de  6,  et  par  conséquent  positif;  il  faut  donc  que  le  radical  y^a* — 26 
ail  des  signes  contraires  dans  les  valeurs  de  x et  de  y,  et  que  les 
signes  qui  précèdent  les  crochets  soient  les  mêmes.  D’après 
cela,  on  aura 

X = ± J (y/o*  -i"  26*  ± y' a*  — 26*), 

y = ± ^ (y/a*  + 26*  T y^o*  — 26*), 

sous  la  condition  de  la  correspondance  des  signes.  On  prendra 
à la  fois  dans  les  deux  formules  les  signes  supérieurs,  ou  les 
signes  inférieurs,  ce  qui  donne  lieu  à quatre  solutions;  mais  ce 
nombre  peut  être  lui-même  réduit.  En  effet,  les  équations  [1] 
et  [2]  sont  symétriques  en  x et  en  y ; si  donc 


est  une  solution , 


i 

{ 


X = a 
y = p 
x = p 

y =» 


en  est  une  autre;  et  comme  ces  deux  solutions  n'en  font  qu’une, 
les  quatre  solutions  ci-dessus  sc  réduisent  finalement  h deux , 
savoir  : 

x = ±i(v'o*-t-26*-f-  y^o* — 26*), 
y = ± l(y/?+26*  — y^o*— 26*). 
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II.  On  peut  appliquer  à la  résolution  des  équations  [1]  et  [2] 
une  métliode  moins  directe  que  la  précédente,  mais  qui  a l’a- 
\antagc  de  fournir  les  inconnues  sans  radicaux  superposés. 
Voici  le  calcul  : 

[1]  a:^  + y*  = o’, 

[2]  xy  = b‘, 
ajoutons  à [1]  le  double  de  [2],  il  viendra 

(x  + y)*  = «*  + 2é*, 

d’où  [3]  x-\-y  = ±\ja*-\-ibi‘. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à trouver  deux  nombres,  con- 
naissant leur  somme  et  leur  produit. 

Ces  deux  nombres  sont,  comme  nous  l’avons  vu  au  n°  S38, 
les  racines  d’une  même  équation  : 

3’  qr  (v'o*  -f-  26*)a  -f-  ** = 0» 

d’où 

|mr  suite,  on  retombera  sur  les  formules  précédemment  trouvées. 

lit.  Au  lieu  de  se  borner  ù ajouter  à l’équation  [1]  le  double 
de  l’équation  [2],  on  pourrait  aussi  la  retrancher;  on  aurait 
alors 

(x  + y)«  = a‘  + 2ft*, 

{x  — y)*  = o’  — 26*; 

par  suite,  x + y = ± v^a’  + 26*, 

X — y=-±:^a* — 26*; 

la  question  se  trouve  ainsi  simplifiée,  autant  que  possible,  puis- 
qu’elle est  ramenée  à trouver  deux  nombres , connaissant  leur 
somme  et  leur  différence. 

En  conséquence, 

X = ± j(v/a>4-26*  ± V'a*  — 26*), 

y = — 26*), 
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formules  qui,  d’après  la  discussion  précédente,  se  réduisent 
à celles  que  l’on  a déjà  trouvées.  Ainsi , finalement , les  valeurs 
des  inconnues  s(Mit  : 

f a;  = + f + 2à* + iv^o* — 26*, 

{ y = + y(^  + 2b^  — ya?—2t^i 
f a?  = — 4v'a‘-H2à‘— 2à*. 

I y = — i v'a’  + 2à*  + I y/a*  — 26*. 

Üiscussioa.  1“  Soient  a et  à tous  deux  positifs  et  a>  V2.  Le 
premier  système  donne  des  valeurs  réelles  et  positives  pour  x 
et  pour  y;  le  second,  des  valeurs  réelles,  mais  négatives. 

2°  Si  l’on  a a < à^/2,  les  valeurs  de  x et  de  y sont  imaginaires 
dans  les  deux  systèmes,  auquel  cas  le  problème  proposé  est 
impossible. 

S*  Si  l'on  a a=b^2,  le  premier  système  donne  des  valeurs 
réelles  et  positives  ; le  second,  des  valeurs  réelles  mais  néga- 
tives. 


Pboblëhe  n.  La  différence  des  carrés  de  deux  nombres  est  a ; 
leur  produit  est  b ; quels  sont  ces  nombres  ? 

Les  équations  du  problème  sont  : 

[1]  X*  — y‘  = 0, 

[2]  xy  = b, 
leur  résolution  donne 

U=Véa-l-Va»-Hà* 

( ^=Vio-iv/a‘-j-4à* 

( y=V^ 

»=— V'îa  + i\/a*  + -l*‘ 
y=-v'-4o  + iv/?T4P 
( x=— Vlfl— Wo*-l-4à* 

[4]  7 — 

{ y=_v/_ia-^v/a’+‘»». 
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Discussion.  1*o>0;  les  solutions  [1],  [3]  sont  réelles;  l'une 
composée  de  valeurs  positives,  l’autre  de  valeurs  négatives.  Les 
solutions  [2],  [4]  sont  composées  de  valeurs  imaginaires. 

2*  a<;0;  il  en  est  de  même  que  dans  le  cas  précédent;  seu- 
lement, X prend  les  valeurs  qu'avait  y,  et  réciproquement. 

3°  a=0;  les  valeurs  de  x ainsi  que  celles  de  ^se  réduisent  à 
-±.^ ±b,  et  les  équations  [1]  et  [2]  montrent  bien  que  dans  ce 
cas  X doit  égaler  y. 

Problème  UI.  Le  périmètre  d'un  triangle  rectangle  est  12  ; sa 
surface  est  6 ; trouver  ses  trois  côtés. 

Les  équations  du  problème  sont  ; 

[1]  x + y + s=12,  * 

[2]  iry  = 12, 

[3]  3«  = x*-fy*. 

Cherchons  la  valeur  de  a:  + y- 

[1]  donne  x-\-y=:\'î  — z, 

carrant,  il  vient 

«•+ y’  -l-  2xy  = 144  + s*  — 24-; 

remplaçant  x'  -f-  y*,  et  xy  par  leurs  valeurs  respectives  s*  et  12, 
on  trouve  l'équation  du  premier  degré 

24s  =120, 

d'où  s = 5. 

Z étant  connu,  [1]  donne 

mais  xy  = \i, 

donc  a:  = 4, 

y = 3. 

I^OBLÈMB  IV.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  connais- 
sant la  somme  des  extrêmes,  la  somme  des  moyens  et  la  somme  des 
carrés  des  quatre  termes. 
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X,  y,  Z,  t désignant  les  nombres  demandés,  les  équations  du 
problème  sont  : 


[1] 

xt  = yz. 

[2] 

x + f = S, 

[3] 

y + 3 = S', 

W 

y’ +•=’  + <’= S". 

Cherchons  la  valeur  de  xt,  puisqu’aloi's  on  connaîtra  xt  et 
x-\-t,  par  suite  yz  et  y 

Cela  posé,  élevons  au  carré  les  deux  membres  des  équations 
[2]  et  [3]  ; de  leur  somme  ôtons  l’équation  [4] , et  il  viendra 

[5] 

S*+S'*— S" 
x/  = — ^ , 

et  par  conséquent 
[6] 

S'  + S"*— S" 
yz= ^ , 

par  suite 

S + s/S-'-S’* 
2 

, S — v^S"  — S'* 
< 2 

S'+v'S"  — s* 

y-  ^ 2 

S'_  v'S”  — s* 
3= 5 ’ 

en  sorte  que  la  proportion  demandée  est 

S + V S*  — S”  . S'  + v^S"  — S* . . S'  — v/S» — s* . s — v^S"  — S'* 

2 • 2 ••  2 • 2 » 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  égcilant  le  produit  des  extrêmes 
à celui  des  moyens. 

On  voit,  en  outre,  que  le  problème  n’est  possible  qu’autant 
que  les  carrés  des  nombres  S,  S' ne  surpassent  pas  S’. 
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Problème  V.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion , connais- 
sant la  somme  des  extrêmes , la  somme  des  moyens  et  la  somme 
des  cubes  des  quatre  termes. 

Les  équations  du  problème  sont  ; 


[1] 

xt=yz 

[2] 

x-\-t  = S, 

[3] 

y+  = = s'. 

[4] 

X>  + y*  + 5*+P=S'. 

Les  équations  [2]  et  [3]  donnent  ; 

ar*  + + <’  = S’, 

y’  + 3y>=  + 3ys>  + 3*  = S'*. 

Ajoutant,  il  vient 

3x«(S+S')  = S»  + S'*  — S', 

„ ■ . S*+S'»  — S' 

dou  xt=  , 

et  le  reste  s’achèvera  comme  précédemment. 


Digitized  by  Google 


PROPRIÉTÉS  DES  TRINOMES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


367 


CHAPITRE  IX. 

MVOPRIÉI'ÉS  DES  TRINOMES  DU  SECOND  DEGRE. 


SOMMAIRE. 

284.  Un  trinôme  du  second  degré  étant  donné,  trouver  les  valeurs  qu’il 
faut  attribuer  à x pour  que  le  trinôme  soit  positif  ou  négatif.  Examen 
des  trois  cas  : t"  les  facteurs  sont  réels  et  inégaux;  2“  les  facteurs  sont 
égaux;  3°  les  facteurs  sont  imaginaires.  — 28S.  La  discussion  relative 
au  trinôme  plus  général  ax*  -|-  6x  + c se  ramène  à la  discussion  précé- 
dente, — 286.  Conclusions  générales.  — 287.  Autre  manière  de  résumer 
la  discussion.  — 288.  Applications  numériques.  — 289.  Des  plus 
grandes  et  des  plus  petites  valeurs  d’un  trinôme  du  second  degré.  — 
280.  Résolution  des  inégalités  du  second  degré.  Comment  les  propriétés 
des  trinômes  do  second  degré  permettent  de  résoudre  les  inégalités  du 
second  degré  à une  inconnue.  Exemples. 


a«4.  Problème.  Un  trinôme  du  second  degré  étant  donné,  trou- 
ver les  valeurs  qu’il  faut  attribuer  à xpour  que  le  trinôme  soit  po- 
sitif ou  négatif. 

Commençons  d’abord  par  le  trinôme  a?-\-px  -f-  q,  dans  lequel 
le  coefficient  du  premier  terme  est  l’unité. 

Trois  cas  sont  à distinguer  ; 

1"  Cas.  Les  facteurs  du  trinôme  sont  réels  et  inégaux. 

Soitx'  >x';  l’identité 

[1]  a^-\^px-\-q={x—x')(.x—x’) 

prouve  que  si  l’on  remplace  x par  une  quantité  plus  grande  que 
x'  ou  plus  petite  que  x’,  les  deux  facteurs  seront  tous  deux  po- 
sitifs dans  le  premier  cas,  et  tous  deux  négatifs  dans  le  second; 
en  sorte  que  leur  produit  sera  constamment  positif.  Mais  si  I on 
attribue  à æ une  valeur  qui  soit  comprise  entre  xf  et  x",  les  deux 
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facteurs  seront  de  signes  contraires,  et  leur  produit  sera  négatif. 
.\insi , le  trinôme  x*  -|-  px  + q est  positif  ou  négatif,  suivant 
que  l’on  attribue  à \ des  valeurs  non  comprises  ou  comprises  entre 
celles  qui  le  rendraient  nul. 

Exemple.  Soit  le  trinôme  x' — 7x+10,  qui  devient  nul  quand 
on  y fait  x=b  ou  * = 2;  tout  nombre  >5  ou  <2  le  rendra 
positif,  et  tout  nombre  >2  et  <5  le  rendra  négatif. 

En  effet,  x=G,  7,  8,  ...  donne  A,  10, 18  ..., 

x=l,  0,  — 1, ...  donne  4,  10,  18  .., 
ar  = 3,  4,  ...donne  — 2, — 2.... 

2'  Cas.  Les  facteurs  sont  égaux. 

L'identité  [1]  devient 

x*  + par  -f-  9 = (ar  — x'f. 

Quelque  valeur  qu’on  attribue  h la  variable,  pourvu  qu'elle 
ne  soit  pas  égale  à x\  le  produit  sera  positif,  puisque  le  carré 
d’une  quantité  positive  ou  négative  est  essentiellement  positif. 

Exemple.  — 4ar  -f-  4 = (x-2)«. 

x =—2,  0, 1,3,  4,  10,  ...  donne  16,  4, 1, 1,  4,  64,  .... 

3*  Cas.  I^s  facteurs  sont  imaginaires. 

Dans  ce  cas  le  trinôme  a?-\-px-\-q  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

Or,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires  de  J'équation 
ar*-}-px  + î=0, 

la  quantité  ^ — ÿ est  négative;  donc  la  quantité  y— ^ est 
positive;  donc  le  trinôme  se  compose  de  deux  parties  positives, 
dont  l’une,  q — ne  change  pas,  tandis  que  l’autre,  (^+0  » 

est  positive  pour  toute  valeur  de  x^différente  de  — 5.  Pour  la 

À 
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Taleiir  de  j;  = — cette  première  partie  devient  nulle;  donc 

le  trinôme  a une  valeur  positive  plus  grande  que  q — ^ en  gé- 

néral,  et  égale  à q — ^ si  l’on  donne  à « la  valeur  particulière 

_P 

2' 

Exemple.  Le  trinôme  — 8x  + 17  = (x — 4)*+ 1* 

x = — 2,— 1,  0, 1,  2,3, 4,5,...  donne  37, 26, 17, 10, 5, 2, 1,2  ... 

28tf.  Passons  maintenant  au  trinôme  général  flx*  + éx-|-c. 
Nous  a\ons  idcntiqueinent 

[IJ  rtx’-|‘éx4-c=o(x — *’Xx  — x"). 

1”  x'  et  x’  sont  réels  et  inégaux. 

Pour  toute  valeur  de  x non  comprise  entre  *'  et  x’,  te  pro- 
duit (x  — x'){x — x")  est  positif  ; donc  le  trinôme  a le  même  signe 
que  a ; mais  pour  toute  valeur  comprise  entre  x'  et  x*,  le  pro- 
duit (x  — x')(x  — x')  est  négatif  ; donc  le  trinôme  a un  signe 
contraire  à celui  de  a. 

2"  Si  x’=x’,  le  produit  (x  — x'Kx  — x")  devient  (x — x’/; 
donc  le  trinôme  sera  toujours  de  même  signe  que  a,  excepté 
pour  x=x',  qui  le  rend  nul. 

3“  Si  x'  et  x'  sont  imaginaires,  on  a 5* — 4oc<0,  et  le  tri- 
nôme prend  la  forme 

On  voit  alore  que  le  facteur  compris  entre  les  crochets  est  une 
quantité  essentiellement  positive  ; par  conséquent,  le  trinôme  a 
toujours  le  même  signe  que  a,  et  sa  plus  petite  valeur  absolue 

correspond  à x = — 


Conclusions  générales. 

28«.  En  résume,  1”  lorsque  les  valeurs  de  x,  propres  à annu- 
ler le  trinôme  ox’-f-  bx  j-c,  sont  réelles  et  inégales,  toute  valeur 

24 
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de  X comprise  entre  ces  deux  valeurs  donne,  pour  le  tri- 
nôme, un  résultat  de  signe  contraire  au  coefficient  de  son  pre- 
mier terme;  toute  valeur  de  x non  comprise  entre  ces  deux 
valeurs  donne,  pour  le  trinôme,  un  résultat  de  môme  signe  que 
le  coefficient  du  premier  terme.  2°  Lorsque  les  valeurs  de  x 
propres  à annuler  le  trinôme  sont  égales,  ce  trinôme  sera  con- 
stamment de  même  signe  que  le  coefficient  du  premier  terme, 
et  pourra  devenir  égal  à zéro.  Enfin,  3°  lorsque  les  valeui's  de 
X propres  à annuler  le  trinôme  sont  imaginaires,  le  trinôme  est 
constamment  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  coefficient  du 
premier  terme  est  positif  ou  négatif. 


Autre  manière  de  résumer  la  discussion. 

287.  Étant  donné  un  trinôme  du  second  degré  dont  le  pre- 
mier terme  est  positif,  pour  que  ce  trinôme  ait  une  valeur  positive, 
il  faut  et  il  suffit  que  x reçoive  une  valeur  qui  ne  soit  pas  com- 
prise entre  celles  qui  annuleraient  le  trinôme.  Si  les  valeurs 
qui  annulent  ce  trinôme  sont  imaginaires,  on  pourra  donner  à 
X telle  valeur  qu’on  voudra,  et  la  condition  sera  remplie.  11  en 
sera  de  même  si  les  valeurs  qui  annulent  le  trinôme  sont 
égales,  excepté  pour  la  valeur  qui  annule  le  trinôme. 

Pour  que  ce  trinôme  ait  une  valeur  négative,  on  donnera  à x 
une  valeur  qui  soit  comprise  entre  celles  qui  annulent  le  tri- 
nôme; mais  si  ces  valeurs  sont  égales  ou  imaginaires,  il  sera 
impossible  de  satisfaire  à cette  condition. 

Si  le  premier  terme  du  trinôme  était  négatif,  on  aurait,  sous 
les  mêmes  conditions,  des  résultats  de  signes  contraires  à ceux 
qu’on  vient  d’indiquer. 

Applications  numériques. 

280.  Exemple  I.  Trouver  les  valeurs  de  X propres  à rendre  nul, 
positif  ou  négatif  le  trinôme  2x*  — 6x  -f-  2 , 

Les  valeurs  propres  à le  rendre  nul  sont  a;  = 2,  a:  = J. 

Les  valeurs  propres  à le  rendre  positif  sont  plus  grandes  que 
2 ou  plus  petites  que 

Les  valeurs  propres  à le  rendre  négatif  sont  plus  grandes  que 
i et  plus  petites  que  2. 
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Exemple  II.  Trouver  les  valeurs  de  x propres  à rendre  nul,  posi- 
tif ou  négatif  le  trinomeiZ — 2x — 3x’, 

Les  valeui^  propres  à le  rendre  nul  sont  « = é(l + v/^)  et 
— v/70). 

Les  valeurs  propres  à le  rendre  positif  sont  celles  qui  sont 
comprises  entre  les  valeurs  précédentes,  telles  que3;2;l-o- 
. — 1;— 2;  — 2,3;  ....  ’ ’ ’ 

Les  valeurs  propres  à le  rendre  négatif  sont  celles  qui  sont 
au-dessus  de  + v^),  telles  que  3,2;  4;  5;  6; ...,  et  ceUes 

qui  sontau-dessousde4(l— teUes  que— 2,5;  —2,6;  —3; 
— 4.... 

Exemple  III.  La  seule  valeur  propre  à rendre  nul  le  trinôme 
Qx—a*—9  est  a;=3;  toute  autre  valeur  le  rendra  négatif,  et 
aucune  valeur  ne  le  rendra  positif. 

Exemple  IV.  Aucune  valeur  ne  rendra  négatif  ou  nul  le  tri- 
nôme a;*— 8» -f- 17;  toute  valeur  de  x le  rendra  positif. 

Des  pins  grandes  et  des  plus  petites  valeurs  d'un  trinôme  du  second  degré. 

289.  Soit  a?+px-\-q=z{x—af){x—ai'). 

Les  facteurs  sont  réels  et  inégaux  ; 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’on  ait 
1“  Pour  toute  valeur  de  x plus  grande  que  xT,  et  par  consé- 
quent plus  grande  que  x’,  les  deux  facteurs  sont  positifs;  d’ail- 
leurs, ils  deviennent  d’autant  plus  grands,  que  la  valeur  attri- 
buée à X devient  elle-même  plus  grande , et  comme  il  s’éva- 
nouit pour  x=ar,  il  s’ensuit  que  le  trinôme  croit  indéfiniment 
à partir  de  x—x”,  et  qu’il  peut,  comme  chacun  de  ses  facteurs, 
dépasser  tout  degré  possible  de  grandeur  ; 

' 2»  Si  on  donne  à x des  valeurs  plus  petites  que  af,  les  deux 
facteurs  deviennent  négatifs,  mais  le  produit  e.st  le  même  que 
celui  de  (x' — x){x^  — x)\  5 mesure  qui  x diminue,  même  en 
prenant  au  besoin  les  valeurs  négatives,  les  fadeurs  augmen- 
tent; et  quand  x prend  des  valeurs  négatives  très-grandes,  ils 
deviennent  cuxroiêmcs  très-grands,  de  telle  sorte  que  le  pro- 
duit finit  encore  par  dépasser  tout  degré  possible  de  grandeur; 
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<lonc  le  produit  qui  est  nul  pour  x = x’,  croit  indéiinimcnt  à 
mesure  que  a:  décroît,  et  il  devient  + * pour  x= — « ; 

3*  Si  X reçoit  des  valeurs  comprises  entre  x'  et  a^’,  le  tri- 
nôme qui  devient  négatif,  ne  peut  pas  prendre  une  valeur  ab- 
solue aussi  grande  qu’on  voudra,  puisque  les  deux  facteurs  ne 
peuvent  devenir  ni  l’un  ni  l'autre  infinis.  En  effet,  en  mettant 
le  signe  en  évidence,  le  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 
— {x — x')(af — x),  et  sa  valeur  absolue  est  {x — x'){x"—x)‘, 
or,  la  somme  des  deux  facteurs  est  x“  — x',  et  par  conséquent 
constante,  donc  le  produit  aura  sa  valeur  maximum  quand  les 
deux  facteurs  seront  égaux  (239);  ce  qui  donne  x—x'=x'' — x, 
d'où  x = {{x'+af).  Telle  est  la  valeur  absolue  pour  laquelle 
le  produit  (a; — x'){3if — x)  est  un  maximum,  de  telle  sorte  que 
le  produit  — (x — «')(a/' — x)  est  un  minimmn  ainsi  que  le  tri- 
noine  proposé. 

Les  facteurs  sont  égaux  : 

Le  trinôme  devient  égal  à (x  — x')’;  il  est  positif,  quel  que 

soit  x;  son  minimum  est  0 correspondant  à x = x'= — |,  et 

il  croit  indéfiniment  de  0 à -{-  oo  quand  on  fait  varier  x depuis 
x'  jusqu’à  -|-  « , et  depuis  x'  jusqu’à  — oo  . 

Les  facteurs  sont  imaginaires  : 

Le  trinôme  peut  s’écrire  (a^  + f)  +(y-^*);  H n’y  a pas 

de  maximum,  puisque  le  premier  terme  peut  croître  indéfmi- 

« 

ment , et  le  minimum  est  ç — ^ correspondant  à x = — 

Quant  au  trinôme  ox*-f-àx-l-c,|conime  il  revient  à o(x*-|-/>x-}-g), 
les  conclusions  seront  exactement  les  mômes  si  a est  positif; 
mais,  si  a est  négatif,  on  obtient  des  résultats  de  signes  con- 
traires. 

Nous  remarquerons  néanmoins  que  1*  dans  le  cas  des  racines 
réelles  et  inégales,  le  minimiun  est  remplacé  par  un  maximum  ; 
2*  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  le  résultat  est  toujours 
négatif,  et  le  minimum  est  remplace  par  un  maximum,  dont 
la  valeur  est  aussi  négative. 

Remarooe.  Les  propriétés  des  trinômes  du  second  degré  ont 
été  déduites  de  la  décomposition  d'un  trinôme  en  facteurs  du 
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premier  (legrt^ , dôcomposUion  qui,  cllo-ménif , dépend  delà 
résolution  de  Téquation  du  second  degré  que  l’on  ohlicnl  quand 
on  égale  ce  trinôme  à zéro. 


Résolution  (les  inégalités  du  second  degré. 


280.  Les  propriétés  des  trinômes  du  second  degré  permet- 
tent de  résoudre  les  inégalités  du  second  degré  à une  inconnue. 

En  effet,  toute  inégalité  du  second  degré  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


[1]  ^0.» 

Pour  la  résoudre  on  égalera  le  premier  membre  à zéro,  et  si 
!•  l’on  trouve  des  racines  réelles  x',  a!',  on  pourra  le  mettre 
sous  ta  forme 

a(x — x')(x — x")^0. 

La  question  sera  ainsi  ramenée  à considérer  les  signes  des 
facteurs  x — x',  x — x",  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

2“  Si  les  racines  sont  égales,  on  aura 

a(x  — 


Le  signe  sera  toujours  celui  de  a,  excepté  pour  x—sf. 

3°  Si  les  racines  sont  imaginaires , le  trinôme  prend  alors  la 
forme 


r/  , é\*  . 4oc  — 

La  quantité  placée  entre  crochets  est  essentiellement  posi- 
tive, et  tout  dépend  du  signe  de  a. 


Exemple  I. 
donne 

il  faut  (|(i’on  ait 


— 3(aJ— 6x-f  8)>0, 

— 3(x— 2)(x-4)>0, 
ar>2  et  x<Z.A. 


Ainsi,  on  peut  prendre  pour  x tons  les  nombres  compris 
entre  2 et  4.  Si  x devait  (Mre  entier,  il  n'y  aurait  qu’une  sotu- 
tion  ar  = 3. 
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Exemple  II.  — 3(ar*— 6x+8)<0, 

on  aurait  — 3(ar— 2)(x— 4)<0. 

A cause  du  facteur  négatif  — 3,  les  deux  autres  facteurs  de- 
vraient être  de  même  signe,  ce  qui  exige  que  l’on  ait  a; <2 
ou  a; >4.  a:  = 7,  a:=— 6,  par  exemple,  résolvent  l’inégalité 
proposée. 

Exemple  ID.  a^— 2a:-f-2>0. 

Les  racines  sont  imaginaires;  on  peut  écrire 

Toute  valeur  de  x satisfait  à la  question.  Si  on  avait 
x‘  — 2x  + 2<0, 

l’inégalité  n’aurait  pas  de  solution,  et  le  problème  serait  im- 
possible. 
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CHAPITRE  X. 

DE  QUELQUES  PROBLÈMES  SUR  LES  MAXIMA  ET  LES 
lOXIMA  DÉPENDANTS  DE  LA  RÉSOLUTION  DTJNE 
ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ. 


SOMMAIRE. 

291.  Problème  loodamental.  Partager  un  nombre  donné  en  deux  parties 
dont  le  produitsoit  un  maximum. —292.  Règle.  Application. — 29S. Rap- 
prochement entre  la  question  précédente  et  la  construction  d’un  rec- 
tangle dont  on  connaît  le  produit  et  la  somme  des  dimensions.  Manière 
de  partager  une  ligne  donnée  en  deux  parties  dont  le  rectangle 
soit  le  plus  grand  possible.  De  tous  les  rectangles  isopérimètres,  le 
carré  est  [le  maximum.  — 294.  Moyen  de  partager  une  quantité  don- 
née en  n parties  dont  le  produit  soit  un  maximum.  — 295.  Trouver  la 
valeur  de  m qui  rend  le  trinôme  æ*  — Rm  -f  42  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. — 296.  Trouver,  s’il  y a lieu,  le  maximum  ou  le  minimum 

de  la  fraction  — 297.  Chercher  le  maximum  ou  le  minl- 

a::*-|-2a!-l-3 

mum  de  la  fraction  ^ . Maximum  relatif.  Minimum  relatif. 

— 298.  Décomposer  un  nombre  donné  en  deux  facteurs  dont  la  somme 
soit  un  maximum  ou  un  minimum.  Règle,  — 299.  Partager  un  nombre 
donné  en  deux  parties  dont  la  somme  des  racines  carrées  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Règle.  — .100.  Conception  d'une  méthode  géné- 
rale. — 301 . Assigner  les  valeurs  de  æ pour  lesquelles  l’expression 

2®*— 4»  — 1 — 2®-4-4  , . . 

■ devient  un  maximum  ou 

un  minimum.  — 802.  De  quelques  définitions  générales.  Ce  qu’on  ap- 
pelle quantité  variable  ou  simplement  variable.  Ce  qu’on  appelle  quan- 
tité constante  ou  simplement  constante.  Quand  dit-on  qu’une  variable 
est  fonction  d’une  autre.  Ce  qu’on  appelle  variable  indépendante.  Nota- 
tions. Ce  qu’on  entend  par  une  quantité  infiniment  petite  ou  par  un  infi- 
niment petit.  Ce  qu’on  entend  par  une  quantité  infiniment  grande  ou  par 
un  infiniment  grand.  Ce  qu’on  appelle  limite.  Le  caractère  d’une  limite 
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est  d'élreune  quanlité  constante.  Limite  d'une  quantil<i  infiniment  pe- 
tite. Ce  qu'on  entend  par  la  continuité  d’une  fonction.  Ce  qu'on  entend 
par  une  fonction  qui  est  continue  depuis  a Jusqu’à  6. 


Problèmes  sur  les  maxlma  et  les  mlnlma. 

S91.  PnoBLàifB  roNDUiSNTM..  Partager  un  nombre  donné  2a  en 
deux  parties  dont  U produit  soit  un  maximum. 

Soit  X rune  des  parties;  2a  — x sera  l’autre;  leur  produit 
sera  2oa:  — x*. 

Désignons  ce  produit  par  m,  et  nous  aurons 

iax  — a?’  = m, 

ou  [l]  X* — 2aar-f-m=0, 

d’où  X = a±v^a* — m ; 

X doit  êtrertfe/,  ce  qui  exige  que  a*  — m soit  positif,  et  par 
conséquent  que  la  quantité  variable  m ne  surpasse  pas  a*;  le 
maxinnun  de  m s’obtiendra  donc  en  posant 

a*— • »»  = 0, 

d’où 

Telle  est  la  valeur  maximum  du  produit.  Dans  ce  cas  le  radical 
s’évanouit,  et  il  vient  x=a,  par  suite  2a — a:=a,  ce  qui 
montre  que  les  deux  parties  de  la  somme  sont  égales,  et  que  le 
produit  maximum  est  égal  au  carré  de  la  moitié  du  nombre 
proposé. 

En  conséquence, 

99S.  Pour  partager  une  quantité  donnée  en  deux  parties  dont 
le  produit  soit  le  plus  grand  possible , il  faut  la  partager  en  deux 
parties  égales,  et  ce  produit  maximum  est  égal  au  carré  de  la 
moitié  de  la  quantité  donnée. 

Rbmibqux.  Ce  principe , implicitement  renfermé  dans  ce  qui  a 
été  dit  au  838 , avait  déjà  élé  démontré  à la  remarque  II  du 
n°  239. 
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Apti.igation.  Partager  12  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
maximum. 

La  moitié  de  12  est  6 ; le  produit  de  6 par  6,  ou  le  carré  de  6 
est  36,  donc  36  est  le  maximum  cherché. 

Les  décompositions  suivantes  du  nombre  12  en  deux  parties, 
rendent  manifeste  que  le  produit  devient  d’autant  ptus  grand 
que  les  deux  facteurs  différent  moins  l’un  de  l’autre,  et  qu’enfin 
ce  produit  atteint  son  maximum  dès  que  les  deux  facteurs 
sont  égaux  entre  eux. 


12  = 114-1  donne 
12=10  + 2 
12=  9 + 3 
12=  8 + 4 
12=  7 + 5 
12=  6 + 6 


11  Xl  = ll, 
10X2  = 20, 
9X3  = 27, 
8X4  = 32, 
7X5  = 35, 
6X6  = 36. 


Rapproebement  entre  la  question  précédente  et  la  construction  d'un  rectangle 
dont  on  connaît  le  produit  et  la  somme  des  dimensions. 


993.  Le  problème  précédent  n’est  autre  que  ce  problème  de 
géométrie  : Partager  une  ligne  donnée  2a  en  deux  parties  telles 
que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  équivalent  à tin  carré 
donné  c*. 

Il  suffirait,  pour  le  résoudre , de  remplacer  dans  la  question 
précédente  m par  c*,  ce  qui  donnerait 


£2]  x=a±^of — c*. 

• Cette  valeur  pouvant  être  considérée  comme  provenant  de  la 
resolution  des  équations 


[3] 


x + y = 2o, 
xy  = c\ 


qui  sont  symétriques  par  rapport  aux  inconnues,  la  formule  [2] 
donne  d’un  seul  coup  les  deux  dimensions  du  rectangle  cherché. 

1*  Si  l’on  a c<a,  les  racines  de  l’équation  [1]  sont  réelles  et 
inégales;  e’est-à-dire  que  les  deux  dimensions  du  rectangle 
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sont  inégales.  Effectivement,  si  l’on  se  reporte  à la  construction 
géométrique  du  problème , le  côté  du  carré  est  moindre  que 
la  moitié  de  la  ligne  donnée,  et  la  parallèle  auxiliaire  coupe  la 
circonférence  décrite  sur  cette  droite  comme  diamètre.  Il  y a 
plus,  la  parallèle  coupe  cette  circonférence  en  deux  points,  ce 
qui , de  prime  abord , donne  un  second  rectangle  ; mais  on 
prouve  que  les  deux  dimensions  de  l’un  sont  respectivement 
égales  aux  deux  dimensions  de  l’autre,  en  sorte  que  les  deux 
rectangles,  étant  égaux,  il  n’y  a pas  de  raison  pour  prendre  l’un 
des  points  d’intersection  plutôt  que  l’autre.  Cette  identité 
des  deux  solutions  géométriques  correspond  h l’identité  des 
deux  solutions  algébriques  communes  aux  équations  [3] , par 
suite  de  la  symétrie  que  nous  avons  remarquée. 

2»  Si  l’on  a c=a,  les  racines  sont  égales  et  de  tnéme  signe, 
c’est-à-dire  que  les  deux  dimensions  du  rectangle  sont  égales, 
auquel  cas  ce  rectangle  devient  un  carré  identiquement  égal 
au  carré  proposé. 

EfTectivement,  la  parallèle  auxiliaire  de  sécante  qu’elle  était 
est  devenue  tangente;  les  deux  points  d’intersection  se  sont 
alors  confondus  en  un  seul , et  la  droite  qui  projette  le  point 
de  contact  sur  le  diamètre,  passe  par  le  centre  du  cercle, 
et  partage  ce  diamètre  en  deux  parties  égales. 

Enfin,  3°  si  l'on  a c > a,  les  racines  sont  imaginaires,  c’est-à- 
dire  qu’il  n’y  a plus  de  rectangle.  Quant  à la  géométrie,  on  voit 
que  la  parallèle  qui,  parvenue  au  point  de  contact,  était  dans  le 
cas  extrême  de  sa  rencontre  avec  la  circonférence , n’a  plus  de 
point  commun  avec  elle;  comme  d’ailleurs,  la  possibilité  de  la 
question  est  subordonnée  à l’intersection  de  la  droite  et  du 
cercle , le  problème  est  impossible. 

Ainsi,  dans  le  cas  d’impossibilité,  l’algèbre  répond  par  des 
racines  imaginaires,  et  la  géométrie  par  une  rencontre  de  deux 
lignes  qui  devrait  se  faire,  et  qui  ne  se  fait  pas.  La  construc- 
tion géométrique  rend  parfaitement  compte , comme  on  le  voit , 
des  circonstances  diverses  qui  accompagnent  la  résolution 
des  équations  du  second  degré. 

CoxsÉouxNCE  : De  <oms  les  rectangles  isopérimètres  le  carré  est 
te  maximum. 

Remarode.  Nous  avons  dit  au  problème  H1  dun^îOS,  que 
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l’on  pouvait  toujours  trouver  deux  nombres  connaissant  leur 
différence  et  leur  produit. 

Or,  la  résolution  des  équations 

ar  — y=fl, 
a;y=c*, 

répond  à ce  problème  de  géométrie  : 

Construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné,  et  dont  la 
différence  des  dimensions  soit  égale  à une  ligne  donriée. 

Effectivement,  la  construction  géométrique  du  problème 
prouve  que,  dans  ce  cas,  la  longueur  du  cOté  du  carré  n’est  sou- 
mise à aucune  limite. 

Moyen  de  partager  une  quantité  donnée  en  n parties  dont  le  produit 
soit  un  maximum. 

Le  principe  du  n'  292  n’est  qu’un  cas  particulier  d’un  prin- 
cipe général  que  voici  : 

204.  Le  produit  P de  n nombres  positifs  dont  la  somme  est 
constante,  est  le  plus  grand  possible,  quand  ces  nombres  sont 
tous  égaux  entre  eux. 

Démonstration.  Soit 

-|-/-}-A  = S, 

et  a . b . c l . k = V. 

1“  Chaque  partie  de  la  somme  est  moindre  que  S,  donc  1e  ’ 
produit  P est  moindre  que  S"  ; il  y a donc  uneplus  grande  valeur 
pour  P et  nous  disons  que  cette  plus  grande  valeur  correspond 
au  cas  où  tous  les  facteurs  sont  égaux.  En  effet,  supposons  que  P 
soit  maximum  et  que  deux  de  ses  facteurs,  a et  è par  exemple, 
soient  inégaux;  sans  changer  leur  somme,  et  par  conséquent  la 
somme  S , on  pourra  les  remplacer  par  deux  facteurs  égaux 

I , a — b g .11  ...  a — 1—  b a -4—  b 

chacun  à ^ - , et  comme  o . ô est  plus  petit  que  ■ ^ 

A Z»  ià 

P ne  serait  pas  un  maximum  comme  on  le  suppose. 

On  peut  encore  dire  : 

Laissons  constants  tous  les  facteurs  moins  deux  ; le  produit 
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Oe  CCS  deux  fadeurs  doit  tMre  un  maximum,  mais  leur 
somme  est  constanle,  donc  il  faut  que  ces  deux  facteurs  soient 
égaux  ; on  en  dira  autant  pour  tous  les  facteurs  pris  deux  à 
deux;  en  conséquence  ils  sont  tous  égaux  entre  eux;  chacun 
d’eux  est  égal  à lu  n™'  partie  de  la  somme;  ainsi  le  produit 


maximum  sera 


298.  Trouver  la  valeur  de  a:  qui  rend  maximum  ou  minimum 
l’expression  — 8a:  + 12. 


Posons  x — 


d’où  ar=4±v^4+m. 

Si  l’on  a »n>0,  le  radical  est  réel. 

Si  l’on  a »K<0,  soit  »»=—»»',  le  radical  devient  y/4  — m', 
donc  m' doit  être  plus  petit  que  4,  par  suite  on  doit  avoir  *n> — 4; 
donc  l’expression  proposée  est  susceptible  d’mi  minimum  né- 
gatif — 4,  ce  qui  d’ailleurs  s’accorde  avec  les  propriétés  des 
trinômes. 

200.  Trouver,  s’il  y a lieu,  le  maximum  ou  le  minimum  de 
lu  fraction 

a:*4-2a:-|-3  ’ 

Égalons  cette  fraction  à m et  nous  aurons 

7 — — 2oi’ — 2m-l-40 

rn  xz= 1~ : ; 


décomposons  en  facteurs  le  trinôme  placé  sous  le  radical  ; à cet 
effet , égalons-le  à zéro. 

— 2m*  — 2m -{-40  = 0, 

ou  [2]  — 2(m’-fm  — 20)=:0. 

Les  racines  de  l’équation  [2]  sont  — 5 et  -|-4,  par  suite  le 
radical  devient 

\J — 2(m4-5j(m — 4). 

Cela  posé,  toute  valeur  positive  de  m plus  petite  que  4 rend  le 
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radical  réel,  el  toute  valeur  positive  plus  grande  que  4 rend  le 
facteur  4—»»  négatif  et  par  conséquent  le  radical  imaginaire; 
donc  m = 4 est  un  maximum. 

Si  l’on  attribue  à m des  valeurs  négatives,  le  facteur  m — 4 
est  négatif;  multiplié  par  le  facteur  — 2,  il  devient  positif;  il 
faut  donc  qu’on  ait  ou  »n>  — 5;  ainsi  — 5 est  un 

minimum.  On  trouve  les  valeurs  correspondantes  de  x en  fai- 
sant dans  le  premier  cas  »n  = 4 et  dans  le  second  m= — 5; 
ce  qui  donne  a;  = 1 et  a; = — 2. 

En  résumé,  la  fraction  proposée  a un  maximum  4 qui  cor- 
respond à x = l;  elle  a un  tniniimnn  — 5 qui  correspond  à 
X = — 2.  Cette  fraction  sem  égale  à 4 quand  on  y fera  x = 1 , e t 
elle  sera  moindre  que  4,  soit  qu’on  fasse  x plus  grand  ou  plus 
petit  que  l’unité.  La  même  fraction  sera  égale  à — 5 lorsqu’on 
y supposera  x=— 2,  et  elle  sera  toujours  plus  grande  iwui 
toute  autre  valeur  de  x. 


VÉRincATiox.  x= — 2 fraction  = — 5, 


297.  Autre  EXEMPLE. 


[t] 

donne 


x*-f  34x— 71 
x’-t-2x  — 7 

17  — m±yj%{m  — 5)(m — 9) 
m — 1 


X est  imaginaire  pour  toute  valeur  de  m comprise  entre  5 et  9 , 
ainsi,  1a  fraction  [I]  est  toujours  ou  plus  grande  que  9 ou  plus 
petite  que  5;  on  dit  alors  qu'elle  a 9 pour  minimum  el  5 pour 
maximum. 

Si  dans  celle  circonstance , un  dit  <iuc  la  iraclion  a 9 poui 
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minimum,  cela  ne  veut  pas  dire  qu’elle  ne  peut  pas  être  plus 
petite,  puisque  pouvant  ôlrc  moindre  que  5 elle  sera  a fortiori, 
moindre  que  9 ; mais  cela  signifie  seulement  qu’elle  ne  poun'a 
pas  par  un  décroissement  progressif  de^enir  égale  à 9 puis 
moindre  que  9;  ainsi,  9 est  un  minimum  parmi  toutes  les  va- 
leurs qui  diffèrent  peu  de  ce  nombre;  9 est  ce  qu’on  appelle  un 
minimum  relatif;  semblablement,  5 qui  est  un  maximmii  parmi 
toutes  les  valeurs  voisines  de  ce  nombre,  est  ce  qu’on  appelle 
un  maximum  relatif;  d’ailleurs 

m = 5 donne  ic=3; 

m=9  donne  x = î. 

Donc  la  fraction  [1]  peut  prendre  toutes  les  valeurs  imaginables 
depuis  9 jusqu’à  -f  « . et  depuis  5 jusqu’à  — « . 

Si  on  demandait  les  valeurs  de  x propres  à rendre  la  frac- 
tion [1]  infinie,  on  égalerait  son  dénominateur  à O et  l’on  aurait 
x= — 1 ±^^8. 

908.  Problème.  Décomposer  un  nombre  donné  a en  deux  fac- 
teurs dont  la  somme  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  X l’un  des  facteurs;  - sera  l’autre;  la  somme  des  deux 

X 

facteurs  est  x-|-  - ; par  suite  nous  aurons 

I ^ 

a^—mx-\-a=0, 

m±\Jm*  — 4a 

2 

La  variable  m,  au  lieu  d’entrer  dans  la  partie  soustractive,  se 
trouve  dans  la  partie  additivc.  La  réalité  du  radical  exige  que 
OT*— 4 a soit  positif  ; la  plus  petite  valeur  de  m sera  donc  donnée 
par  l’équation 

«* — 4a=0, 

d’où  m =2y^. 

A partir  de  cette  valeui'  minimum,  m pourra  croître  au  delà  de 
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toute  quantité  assignable;  ainsi,  la  question  est  susceptible  d’un 
ininünuin  seukment.  La  valeur  de  x correspondante  au  mini- 
mum est  a;=  ; par  suite , - = /ô.  Done , 

OC 

Pour  décomposer  un  nombre  donné  en  deux  facteurs  dont  la 
somme  soit  un  minimum,  il  faut  le  décomposer  en  deux  facteurs 
égaux,  c’est-à-dire  extraire  sa  racine  carrée;  et  cette  somme  mi- 
nimum est  égale  au  double  de  cette  racine. 

200.  Problème.  Partager  un  nombre  donné  2a  en  deux  parties 
dont  la  somme  des  racines  carrées  soit  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

Soit  X*  l’une  des  parties;  2a— a:*  sera  l’autre;  par  suite,  nous 
aurons  successivement, 

X v^2a — x’  = m, 

v/2o  — X*  = m — X, 

• I « 

ar — mx — o-f- Y=0, 

m±isjia — m* 

X-  - . 

m est  soustractif,  donc  il  y a un  maximum  et  pas  de  minimum. 
4a — >«’=0 

donne  m — 2v^. 

A partir  de  iyfâ,  m pourra  décroître  indéfiniment.  La  valeur 
de  X correspondante  au  maximum,  est  x—\ja  d’où  a^=a, 
par  suite  2a — x’ = a.  Ainsi , 

Pour  partager  une  quantité  en  deux  parties  dont  la  somme  des 
racines  carrées  soit  un  maximum , il  faut  la  partager  en  deux 
parties  égales-,  et  cette  somme  maximum  est  égale  au  double  de 
celle  racine. 

SOO.  Remarque.  A la  faveur  des  exemples  précédents,  il  est 
aisé  de  concevoir  la  généralité  de  la  méthode  pour  trouver  le 
maximum  ou  le  minimum  d’une  expression  proposée  en  x. 

1°  On  égalera  cette  expression  h une  indéterminée  tn; 

2°  On  fera  disparaître  les  radicaux  et  les  dénominateurs; 
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3”  Si  l’un  parvient  ainsi  à une  équation  du  second  degré  en  x 
on  la  résoudra  ; 

4°  Si  sous  le  radical  on  trouve  un  trinôme  du  second  degré 
en  m , on  cherchera  la  condition  à laquelle  m doit  satisfaire 
pour  que  ce  trinôme  devienne  imaginaire;  les  valeurs  liinites 
correspondront  en  général  à des  cas  de  maximum  ou  de  mini- 
mum, soit  absolus,  soit  relatifs; 

5°  Il  en  sera  de  même  si  ou  a sous  le  radical  une  fraction 
dont  les  deux  termes  soient  du  second  degré  en  m ; 

6*  Plus  généralement  encore  la  méthode  s’appliquera  si  l’on 
peut  parvenir,  par  un  moyen  quelconque,  à décomposer  la  quan- 
tité soumise  au  radical  en  facteurs  réels  du  premier  degré  ou 
<iii  second  degré,  parce  que  ces  derniers  se  décomposeront 
aussi  en  facteurs  d’après  les  propriélé's  des  trinômes,  ce  qui 
|)crmettra  de  faire  la  discussion  des  signes  des  divers  facteurs. 

301.  Exemple.  Assigner  les  valeurs  de  a;  pour  lesquelles  l'ex- 
pression 

2x* — 4x  — 1 ± v/a:‘  — 4x*  -f  5x’  — 2.t  -f  l 
X* — 2x 

devient  un  maximum  ou  un  minimum. 

Posons 

2x’  — 4x  — 1 ± vx*  — 4x*  -4-  üx* — 2x  -f- 1 
x’  — 2x 

isolons  le  radical 

2x*  — 4x — 1 ^ \/x* — 4x"-f-5x*  — 2x-l-  1 

x’  — 2x  X*  — 2x  ■ 

Élevons  au  carré 

„ 2x»-— 4x— 1 , C2x»— 4x— 1)«  X*— 4x*-|-5x’— 2x-fl 
X*— 2x  (X*  — 2x/  (X*  — 2xJ’ 

ou 

x«— 2x  ~ (X*  — 2xf 

Observons  maintenant  qu’on  serait  porté  à tout  réduire  au 
dénominateur  commun  (x’  — 2x)*,  ce  qui  amênci-ait  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  eu  x qu’on  pourrait  ne  pas  savoir 
traiter;  mais  si  l’on  avait  seulement  un  dénominateur  commun 
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du  second  degré  en  x,  l'équation  ne  monterait  aussi  qu’au  se- 
cond degré;  il  convient  donc  d’examiner  si  la  fraction 

3x‘— lax’-f-yx'-l-Kte 
{3?—2xY 


est  susceptible  de  simplifications.  D’abord  les  deux  termes  sont 
divisibles  par  x,  ce  qui  la  ramène  à 

3a;»— 12æ»  + 7j-}-10 
— 2a:)(aj — 2) 

cl  comme  le  numérateur  n’csl  plus  divisible  par  x,  nous  exa- 
niinerons  s’il  est  divisible  pai’  x — 2 ; en  faisant  la  division , elle 
réussit  et  l’on  trouve  pour  quotient  exact  3«*— &r— 5,  de  telle 
sorte  que  la  fraction  devient 


3x‘—6x—5 . 
— 2a:  ’ 


par  suite  la  dernière  équation  se  réduit  à 

, „ 2a:* — ir  — 1 , 3r*  — 6a: — 5 „ 

'V- 

qui  donne  successivement  • -i.  ^ ^ 

3)  — 2x{m^ — 3)-t-  (2« — 5)  = Ô, 

, - , 2»i— 5 ^ 

a:*  — 2a:-f  — î — j — r-5  =0, 

' OT*  — 4m -f  3 


a:==l±» 

V (m  — l)(m — 3) 

Actuellement,  faisons  la  discussion. 

Pour  m<Ct  les  quatre  facteurs  sont  négatifs  cl  le  radical  est 
réel.  Pour  m>  1 et  <2 , il  y a un  facteur  positif  et  trois  néga- 
tifs; le  radical  est  imaginaire,  donc  m=l  est  un  ma.\imum  qui 
répond  d’ailleurs  à x = ±« , 

Pour  7«>-2  et  <3  le  radical  est  réel  ; m = 2 est  donc  un  mi- 
nimum qui  répond  d’ailleurs  à x = 1 ; de  même,  m=3esl  un 
maumum  qui  répond  5 x—àica  , cl  »n=4  est  un  minimum 
qui  répond  à x = 1 . 
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Cela  posé , si  dans  l’expression  proposée,  nous  faisons  *=1 , 
nous  trouvons  — = -H  2 = ^ manière  que  1 expres- 

sion qui  correspond  au  signe  supérieur  oflrc  le  minimum  2 , 
tandis  que  l’expression  qui  répond  au  signe  inférieur  offre  le 
minimum  4 ; pour  * = « , l’expression  proposée  prend  la  forme 

” ; mais,  si  l’on  divise  préalablement  haut  cl  bas  par  x’ 

00 

qui  est  essentiellement  positif,  et  pur  x*  sous  le  radical,  on 
trouve  : 


1-^- 

X 


faisant  converger  x vers 


on  trouve 


2±1 


de  manière 


qu’avec  le  signe  supérieur  on  a le  maximum  3,  et  qua>ec 
le  signe  inférieur  on  a le  maximum  1, 

Pour  donner  plus  de  précision  aux  notions  (jui  se  rattachent 
aux  trinômes  et  aux  maxima  et  minima , nous  croyons  devoir 
donner  ici  des  définitions  dont  on  comprendra  d’autant  mieux 
toute  l’importance  que  l’on  pénétrera  davantage  dans  l’étude  des 
mathématiques. 


De  quelques  déÜBiUoiu  générales. 

302.  1°  On  appelle  quantité  variable,  ou  simplement  variable, 
une  quantité  qui  peut  prendre  diverses  valeurs , soit  dans  un  cal- 
cul, soit  dans  un  raisonnement. 

Par  opposition,  on  appelle  quantité  constante , ou  simplement 
constante  , une  quantité  qui  conserve  la  même  valeur , soit  dans  un 
calcul,  soit  dans  un  raisonnement. 

2"  Quand  deux  variables  sont  tellement  liées  entre  elles  que  les 
changements  de  valeur  de  V une , entraînent  des  changements  cor- 
respondants dans  l'autre,  on  dit  qu’elles  sont  fonction  l'une  de 
l'autre. 

3“  On  donne  plus  particuliérement  le  nom  de  variable  indépen- 
dante à celle  des  deux  dont  les  valeurs  déterminent  celle  de  l'autre 
qui  prend  alors  le  nom  de  fonction. 
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Ainsi,  X élanl  une  variable  indépendante  (jui  pourra  prendre 
une  suite  de  valeurs  quelconques , toute  variable  liée  à celle-là 
de  manière  à prendre  des  valeurs  correspondantes,  sera  une 
fonction  de  x.  On  a l’habitude  de  représenter  de  semblables 
fonctions  par  fi^x),  F(x)..,,  f(x)^.. 

4°  l/ne  quantité  infiniment  petite,  ou  simplement  un  infiniment 
PETIT,  est  une  vabublb  gui  n’a  dans  le  calcul  que  des  valeurs  très- 
petites  et  susceptibles  de  devenir  plus  petites  que  toute  quantité 
donnée. 

5°  Une  quantité  infiniment  grande,  ou  simplement  un  infiniment 
GRAND,  est  une  varublb  qui  ne  reçoit  dans  le  calcul  que  des  valeurs 
très-grandes,  capables  de  surpasser  toute  quantité  donnée. 

6“  On  appelle  umite  d’une  variable  une  constante  dont  la  va- 
riable peut  différer  d’une  quantité  moindre  que  toute  quantité 
donnée.  Pour  indiquer  une  limite , on  se  sert  de  la  notation  lim. 
Ainsi,  lim.  x = a indique  que  la  limite  de  x est  a. 

Si  a;  est  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura  par  la  défi- 
nition lim.  a;  =0. 

7“  Une  fonction  est  dite  contince  dans  le  voisinage  d’une  valeur 
attribuée  à la  variable,  quand  pour  cette  valeur  et  pour  une  valeur 
infiniment  voisine,  la  différence  entre  les  deux  états  de  la  fonction 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Quand  cette  condition  est  remplie  pour  toute  valeur  attribuée 
à la  variable  entre  deux  quantités  a et  b,  on  dit  que  la  fonction 
est  continue  depuis  a jusqu’à  b.  Si  le  nombre  a est  0,  et  si  b peut 
devenir  infini,  on  dit  que  la  fonction  est  continue  de  0 à « ; si, 
au  contraire , a peut  prendre  une  valeur  négative , et  si  à est  O, 
on  dit  que  la  fonction  est  continue  de  — « à 0 ou  de  0 à — <»  ; 
enfin , si  clic  est  continue  pour  toute  valeur  de  x,  on  dit  qu’elle 
est  continue  de  — « jusqu’à  « . 
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CHAPITRE  XI. 

EXTRACTIO.X  DE  LA  RACINE  CARREE  ALGÉBRIQUE. 


SOMMAIRE. 

303.  Racine  carrée  d’un  monome.  Règle.  Exemple.  Cas  dans  lesquels  on 
no  peut  qu’indiquer  la  racine.  — 304.  Racine  carrée  d’un  polynôme. 
— 308.  Règle.  Exemple.  — 306.  Des  cas  où  le  polynôme  n’est  pas  un 
carré.  — 307.  Manière  d’abréger  l’opération.  — 308.  Du  carré  d’un 
polynôme.  — 309.  Règle.  Exemples.  — 310.  Résolution  d’une  équation 
algébriqueconduisant  à l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  polysome. — 
311.  Recherche  do  la  condition  pour  que  le  trinôme  ax’+6js-l-c  soit  un 
carré  parfait.  — 312.  Même  question  pour  un  polynôme  du  quatrième 
degré . 


Racine  carrée  des  monomes. 

303.  Nous  avons  dit  au  11°  230  que  la  résolution  d’une  équa- 
tion du  second  degré  pouvait  dépendre  de  l’extraction  de  la 
racine  carrée  d’un  polynôme.  Occupons-nous  de  cette  question; 
mais  auparavant  rappelons  ce  qui  nous  est  déjà  connu  à l’égard 
des  monomes. 

Un  monome  est  le  carré  de  sa  racine  carrée , c'est-à-dire  le 
produit  de  cette  racine  par  elle-même;  donc  son  coefficient 
sera  le  carré  du  coefficient  de  la  racine,  et  les  exposants  seront 
double  des  exposants  de  la  racine  ; donc  pour  extraire  la  racine 
carrée  d'un  monome,  il  suffira  tSextraire  la  racine  carrée  du  coef- 
ficient et  de  prendre  la  moitié  de  chacun  des  exposants. 

Exemple.  La  racine  carrée  de  25«‘6V  est  en  valeur  absolue 
ba^lx^. 

Kemarql'E.  11  n'y  a point  de  monome  entier  qui  puisse  exprimer 
la  racine  carrée  cherchée  si  le  coefficient  du  monome  proposé 
n'est  pas  un  carré  parfait  et  si  quelque  exposant  est  impair; 
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dans  ce  cas,  on  indique  la  racine , et  cela  donne  lieu  au  calcul 
lies  radicaux  du  second  depri^,  dont  nous  nous  sommes  omi|i(^ 
au  n'  268. 


Racine  carrée  des  polynômes. 

504.  Soit  P le  polynôme  proposé. 

Concevons  que  ce  polynôme  et  sa  racine  soient  ordonnés  sui- 
vant les  puissances  descendantes,  par  exemple,  d’une  lellre 
principale  que  nous  désignerons  par  x. 

P csl,  par  hypothèse,  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à sa 
racine;  donc  son  premier  terme  est  sans  réduction  le  produit 
du  premier  terme  de  la  racine  par  le  premier  terme  de  la  ra- 
cine, c’est-à-dire  le  carré  de  ce  premier  terme;  par  suite,  on 
obtiendra  le  premier  terme  de  la  racine  en  extrayant  la  racine 
carrée  du  premier  terme  du  polynôme  proposé;  on  peut  donc  tou- 
jours trouver  le  premier  terme  de  la  racine  carrée  d’un  poly- 
nôme. 

Cela  posé,  concevons,  pour  plus  de  généralité,  que  l’on  con- 
naisse un  certain  nombre  de  termes  consécutifs  de  la  racine, 
à partir  du  premier;  désignons  par  A l’ensemble  des  termes 
connus , et  par  S l’ensemble  de  tous  les  autres  termes.  l.a  ra- 
cine cherchée  se  trouvera  alors  assimilée  à un  binôme  A S; 
le  carré  de  cette  racine  sera  A’  -f-  2AS  -f  S*  ; ce  carré  devra  être 
identiquement  égal  au  polynôme  donné  P;  de  là  l'égalité 

P = A*-l-2AS-f  S’. 

Mais,  comme  l’ensemble  des  termes  représentés  par  A est 
censé  connu,  on  peut,  en  vue  de  simplifier  l’opération,  former 
le  carré  A*  en  multipliant  A par  lui-même,  et  le  retrancher 
de  P;  on  aura  ainsi  un  reste;  soit  R ce  reste,  on  pourra  écrire 

R = 2AS-f  S’, 
ou  R = S(2A-f-S). 

Cela  posé,  chacun  des  facteurs  S et  2A-|-  S est  ordonné  par 
rapport  à x\  on  peut  de  môme  ordonner  le  reste  R ; le  premier 
terme  de  R est  sam  réduction  le  produit  du  premier  terme  de  S 
par  te  premier  terme  de  2A  -j-S,  mais  le  premier  terme  de  S 
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est  le  premier  terme  de  la  partie  inconnue  de  la  racine;  le  pre- 
mier terme  de  2A  -|-  S est  le  premier  terme  de  2A , c’est-à-dire 
le  double  du  premier  terme  de  la  partie  connue  ; ainsi , le  pre- 
mier terme  du  reste  est  le  produit  du  double  du  premier  terme 
de  la  racine  par  le  premier  des  termes  encore  inconnus  ; donc, 
pour  trouver  un  nouveau  terme  de  la  racine  cherchée,  il  suffit  de 
diviser  le  premier  terme  du  reste  par  le  double  du  premier  terme 
obtenu  à la  racine.  En  conséquence , lorsqu’on  connaît  un  cer- 
tain nombre  de  termes  consécutifs  de  la  racine , à partir  du 
premier,  on  peut  trouver  le  premier  des  termes  inconnus;  or, 
on  sait  trouver  le  premier,  donc  on  peut  trouver  le  second; 
quand  on  en  aura  deux,  on  aura  le  troisième;  quand  on  en 
aura  trois,  on  aura  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce 
que  le  premier  terme  de  la  partie  inconnue  soit  en  même  temps 
le  dernier  terme  de  la  racine  cherchée,  auquel  cas  l’opération 
est  terminée.  Ce  raisonnement  conduit  à la  règle  suivante  : 

508.  Pour  extraire  la  racine  carrée  d’un  polynôme,  on  ordonne 
ce  polynôme  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre;  on  ex- 
trait la  racine  carrée  du  premier  terme,  et  l’on  écrit  lerésultat  à la 
racine  ; on  retranche  le  carré  de  ce  premier  terme  du  polynôme  pro- 
posé; on  divise  le  premier  terme  du  reste  par  le  double  du  terme 
obtenu  à la  racine,  et  on  écrit  le  quotient  d la  racine;  on  fait  le 
carré  de  l’ensemble  des  deux  premiers  termes;  on  le  retranche  du 
polynôme  proposé  ; on  divise  le  premier  terme  de  ce  second  reste  par 
le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  et  on  écrit  le  quotient;  on 
fait  le  carré  de  l'ensemble  des  trois  premiers  termes,  et  on  le  retran- 
che du  polynôme  proposé  ; on  divise  le  premier  terme  du  reste  par 
le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  Tous  les  termes  de  la  racine  s’obtiennent  par  une 
division,  à l’exception  du  premier,  qui  s’obtient  par  une  extrac- 
tion de  racine.  Les  divisions  successives  ont  toutes  même  divi- 
seur : le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  et  pour  dividendes 
successifs  le  premier  terme  de  chaque  reste. 

Exemple.  Extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 
— 12o’àa)’-j-  lOrt‘6*®*— > ^(âl^x  -\-a’b^. 
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Vuici  le  tublenu  des  opérations  : 


9o’x' — IJa’bi’+lOo'yj' — la'b'i+0'6'  SnaS— 2u’l)j+o’b^ 

eoa*  3oi’—  ia'br 

l"resle — IJo'fer'-f-lOn'b^i* — to‘b’i+a‘4‘  Sm’ — ia’bx 

—9a'x‘+12a‘bx^  ia'b’j’  9o’i*— 

2"  reste + Oa'b’x* — Aa'bH+afb'  ag'b»*+4o*b*jr' 

— 9a’r*+ 1 2a^br‘— IOo‘b’jS+Ao^b^j^-g*b*  9a’x*— 12«‘bT’-f  Aa'b'z'' 

3*  reste 0 


Zax‘  — 2o’bi  + o’b’ 

3af  — 2o’b»  +o’b* 

OoV — Co'bi’ + 3a'bV 

— 6o’b*“  + AoibV  — 2o*b^ 

+ 8aW— 8g»y«4-o*h* 

9o’x' — i2a‘bjfi+  •(ta'b’*’  — Aa^(ex  + «‘b* 

La  racine  carrée  de  9aV  est  3ox',  que  l’on  écrit  à la  racine. 
Le  polynôme  diminué  de  9«*a;*  donne  pour  premier  reste 
— 12a’éar’+ 10a*l»*a:’  — ia'l/'x-^-a^b'.  — 12a’6x’,  divisé,  par  le 
double  de  3ax‘,  c’est-à-dire  par  6«x’,  donne  pour  quotient 
— 2a'bx,  que  l’on  écrit  à droite  du  premier  terme.  Le  carré  de 
30^*— 2a*à«  est  9aV— 12o’6x’-f  4a‘6’Æ*.  On  écrit  ce  polynôme, 
changé  de  signe  sous  le  polynôme  proposé,  do  manière  que  les 
termes  semblables  se  correspondent  ; on  additionne  les  deux 
polynômes,  ce  qui  donne,  pour  deuxième  reste,  le  polynôme 
ürt‘i«x«_4a'6’*-}-a'ô‘.  6a‘6*x’,  divisé  par  le  diviseur  constant 
6oa%  donne  pour  quotient  -j-a’à’,  que  l’on  écrit  à la  racine,  à 
la  suite  des  deux  premiers  termes.  Le  carré  de  3ax'—2a*bx-\-a^b‘ 
est  9aV— 12a’6a:’-f  10a‘6V— 4a®é’x-j-a‘6‘.  On  écrit  ce  poly- 
nôme, changé  de  signe,  sous  le  polynôme  proiwsé  ; on  fait  la 
somme;  le  nouveau  reste  est  0.  L’opération  est  terminée.  Le 
trinôme  Zax'‘—ia‘bx-\-c?l/esi  la  racine  cliercliéc,  ainsi  que  le 
prouve  le  calcul  lui-méme. 

Des  cas  oit  le  polynôme  n’esl  pas  un  carré. 

500.  1*  Si  le  polynôme  proposé  est  un  carré  j»arfail,  l’opéra- 
tion se  termine,  parce  qu’on  trouve  0 pour  reste. 

2"  Si  le  polynôme  n’est  pas  un  carré,  on  le  traite  comme  s’il 
en  était  un,  et  l’on  n’arrive  pas  à 0 pour  reste. 

3"  L’opération  ne  se  terminera  pas,  premièrement  lorsque  le 


Digitized  by  Google 


392 


EXTRACTION 


premier  terme  thi  polynôme  proposé  ne  sera  pas  un  carré: 
secondement,  lorsque  le  premier  terme  d'un  reste  ne  sera  pas 
divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine. 

4°  Quand  le  polynôme  sera  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  de  la  lettre  principale,  l'opération  s'arrêtera  dès 
que  l’on  parviendra  à un  reste  d’un  degré  inférieur  à la  moi- 
tié du  degré  du  [wlynome  proposé. 

5°  Si  le  polynôme  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes,  et  «i  l'on  ne  s'arrête  pas  au  coefficient  fraction- 
naire, on  ne  pourra  reconnaître  l’impossibilité  qu’après  avoir 
obtenu  à la  racine  un  terme  d’un  degré  plus  grand  que  la  moi- 
tié du  degré  du  dernier  terme  du  polynorac  proposé,  car  ce 
dernier  terme  devrait  être,  sans  réduction,  le  carré  du  dernier 
terme  de  la  racine. 

6°  Dans  tous  les  cas,  et  pendant  toute  la  durée  de  l’opération, 
le  polynôme  proposé  est  égal  au  carré  de  la  partie  trouvée  augmenté 
du  reste  correspondant. 


Manière  d’abréger  l'opération. 

507.  Pour  abréger  l’opération  qui  donne  le  reste  à chaque 
nouveau  terme,  observons  que,  par  le  fait  même  de  l’opération, 
on  a déjà  retranché  le  carré  de  l’ensemble  des  termes  précé- 
dents. Soit  toujours  A l’ensemble  des  premiers  termes,  et  soit 
H le  nouveau  terme,  la  partie  obtenue  de  la  racine  est  assimilée 
à un  binôme  A -f-  H , dont  le  carré  est  A*  -f-  2AH  -j-  H*,  ou 
A*-f-(2A-f-H)H.  D’après  l'observation  précédente,  on  a déjà 
retranché  A’;  donc  il  suffit  de  retrancher  la  quantité  représen- 
tée par  (2A-|-H)H.  A cet  effet,  on  doublera  la  partie  connue  de 
la  racine  ; on  écrira  à la  suite  le  nouveau  terme  H ; on  multi- 
pliera par  H et  on  retranchera  au  fur  et  à mesure  comme  dans 
la  division.  Cette  simplification,  qui  correspond  à la  manière 
d’extraire  la  racine  carrée  d’un  nombre,  donne  lieu  au  calcul 
suivant  : 


9o’a:‘  — 12a’éa:*  -|-  10a‘à*j:’ — 4a‘é’j;  -f-  o*6‘ 
6a‘6’a:*  — 4«’à’x-|-«®é* 
0 


3aa*  — ia*bx  -|-  a*  6* 
&ax‘ — 2a’6x 
— 2o’ftx 

üax^  — 4a'bx  -J-  a’6’ 
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Du  carré  d’un  polynôme. 

308.  Nous  aurons  h faire  une  remarque  importante  sur  la 
formation  du  carré  d’un  polynôme. 

Soit  à faire  le  carré  d’un  polynôme 

o+6  + c-fd4-...  + A. 

En  l’assimilant  h un  binôme 

o4-(é  + c + d+ + A), 

le  carré  sera 

a’  -f-  2a(b  + 

ou  a* -j- 2aô -{■  + -f  2aA  + (6  + c + d+ +A)’; 

d’où  l’on  voit  qu’on  peut  faire  le  carré  en  faisant  d’abord  le 
carré  du  premier’  terme  ; en  multipliant  ensuite  le  double  de  ce 
premier  terme  par  tous  les  autres  pour  y joindre  ensuite  le 
carré  de  tous  les  autres  termes  ; la  question  est  alors  ramenée  à 
former  le  carré  d’un  polynôme  qui  renferme  un  terme  de 
moins.  On  traitera  ce  carré  de  la  même  manière  que  le  précé- 
dent, et  ainsi  de  suite,  d’où  l’on  lire  la  règle  suivante  : 

300.  Pour  faire  le  carré  d’un  polynôme,  on  fait  le  carré  du 
premier  terme-,  on  multiplie  le  double  du  'premier  terme  par  tous 
ceux  qui  le  suivent;  on  fait  le  carré  du  second  terme  ; on  multi- 
plie le  double  du  second  terme  par  tous  ceux  qui  le  suivent;  on 
fait  le  carré  du  troisième  terme  ; on  multiplie  le  double  du  troi- 
sième terme  par  tous  ceux  qui  le  suivent , et  l'on  continue  de  la 
même  manière. 

Evbiiplks.  (a  -f  è -f  c)*  = o’  -f  2aé  -f  2ac  6’  -1-  26c  -f  c*, 

(O  -f-  6 -j-  c -|-  d)’  = a*  -|-  2a6  -f-  2ac  -{■  lad  -|-  6’  -j-  26c  26d  -j-  c* 

-|-2cf/-ffZ«, 

(a  — b-\-c  — d)’  = a*  — 2a6  -f-  2ac  — 2ad  -j-  6’  — 26c  26d  -|-  c* 

— 2cd  -j-  d*, 

(Sao:;*  — 2a’6x-j-  a*6*)’  = Oa’x*  — 12o’6«*  -J-  60*6*0^  -f-  4a‘6*x* 

— 4a'6»x-f-a«6S 

• = 9o*Æ*  — 1 2a*6j:"  1 Oa‘6*a’’  — 4 a*6*jr  -f-  a®6‘ . 
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Remarque.  Le  carré  d’un  polynôme  se  compose  de  la  somme 
des  carrés  de  ses  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes 
pris  2 à 2 de  toutes  les  manières  possibles. 

Résolution  d’une  équation  algébrique  conduisant  à l’exlracUon  de  la  racine 
carrée  d’un  polynôme. 

3i0.  Chercher  les  racines  de  l’équation 

(a; — a*  — 6*)»  — (2o‘  + 3aô  — b*)*  = 0. 

D’après  ce  qui  a été  dit  au  n'  230,  cette  équation  revient  à 
a;’ — 2(0*  + — 30* — 1 2o’ô — 3o*é*  + 6oi»>  = 0, 

d’où  .r  = o’  + i>*  ± v^4a* + 12o’é  -f-  5o*é’ — Goé*  -f-  ô*, 

»= o’  + é*  ± (2o*  -f-  3aé  — 6*), 
a;' = 3o* -f- 3aô  = 3fl(a -}- ft), 

a/'  — —fil  ..,346  + 


Recherche  de  ta  condition  pour  que  le  trinôme  aisq-  l>x  +<  soit  le  carré 
d’un  binôme  rationnel  et  entier  par  rapport  à x. 


3H.  Proposons-nous  d’extraire  la  racine  carrée  du  trinôme 
aa;*-|-i»a;-j-c. 


ax*  -^bx-\-e 
^ 1 

“4S  + " 


2y/fl 

b 


"^2v/o' 

Parvenu  au  second  reste,  la  division  par  2a:y'o  de  l’expres- 
sion  — considérer  comme  le  coefficient 
dea^)  ne  peut  pas  sc  faire;  l’opération  se  termine,  et  le  poly- 
nôme proposé  est  égal  au  carré  de  xJa-\-—^  anementé  du 

Oâ//»  ■■  • 
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i* 

reslc,  en  sorte  que  — ^ + c = o , ou  ô*  — 4ac  = O est  la  con- 
dition nécessaire  et  suftisonto  pour  que  la  racine  du  trinôme 
«X*  -|-  ôx  -|-  c soit  rationnelle  et  entière  par  rapport  5 x. 

Si  l’on  admettait  les  exposants  négatifs  on  pourrait  continuer 
les  opérations  qui,  alors,  se  prolongeraient  Indériniment. 

Le  calcul  précédent  est  un  exemple  où  l’on  considère  les 
opérations  par  rapport  à x sans  tenir  compte  des  difficultés  que 
peuvent  présenter  les  coefficients. 

La  relation  ô*— 4ac  = 0 ayant  lieu  entre  trois  quantités 
n,  b,  c,  deux  d’entre  elles  peuvent  être  prises  arbitrairement. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  trinôme 
ox’-f-éx-fc  soit  un  carré  parfait,  étant  exprimée  par 
5'  — 4ac  = 0,  correspond  au  cas  où  l’on  trouve  des  racines 
égales  quand  on  égale  le  trinôme  ù 0. 


312.  Si  on  demandait  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
le  coefficients  du  polynôme 


ox*-}-  èx*  -f-  ex*  -j-  dx  -f-c, 


pour  que  ce  polynôme  fût  un  caiTé  parfait,  on  opérerait  comme 
précédemment. 

On  trouverait  pour  racine 

5* 


et  pour  reste  \d- 


é(4ac  — é*) 


4n 


8a* 


jx-f  ( 


(4ac— 67 
64a*  ' 


Or,  ce  reste  doit  être  nul  quel  que  soit  x,  par  suite  les  termes 
ne  peuvent  se  détruire  par  l’opposition  des  signes;  il  faut  donc 
que  chacun  d’eux  soit  nul  séparément;  en  conséquence,  on 
devra  égaler  à 0 chacun  des  coefficients,  ce  qui  donne 

,,  6(4ae-.ô*)_„  ^ (4o<»~6*)* 

" 8^5  " ® 64? ® 


ou  6* — 4a6c-f-8o*d=0 

(6* — 4ac)*— 64a*e=  0. 


Ces  deux  équations  ayant  lieu  entre  cinq  quantités,  on  (veut  dis- 
poser arbitrairement  de  trois  d’entre  elles. 
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CHAPITRE  XII. 

CALCUL  DES  RADICAUX  D’UN  DEGRÉ  QUELCONQUE 
CONSIDÉRÉS  DANS  LEURS  VALEURS  ARITHMÉTI- 
QUES. 


SOMMAIRE. 

513.  Puissance  des  monomes.  — 314.  Règle.  Exemples.  — 313.  Racine 
des  monomes.  — 310.  Règle.  Exemples.  Cas  dans  lesquels  on  ne  pourra 
qu'indiquer  la  racine.  Exemple.  Simplific.'itions.  Faire  sortir  des  facteurs 
hors  du  radical.  Transformation  inverse.  Usage  que  l’on  peut  en  faire  en 
arithmétique.  — 317.  Calcul  des  radicaux  d’un  degré  quelconque. 
Explications  préliminaires  ayant  pour  objet  de  faire  comprendre  ce 
que  l’on  doit  entendre  par  les  déterminations  d’un  radical , et  par 
In  valeur  arithmétique  d’un  radical.  — 318.  Radicaux  semblables. 
Exemple.  Des  radicaux  peuvent  n’étre  dissemblables  qu’en  appa- 
rence. Exemple.  Pourquoi  nous  ne  pouvons  énoncer  de  règle  générale  à 
l’égard  de  cette  simplification  des  radicaux.  — 318.  Addition  et  sous- 
traction des  radicaux  semblables.  L’opération  ne  porte  que  sur  les  coef- 
ficients. Exemples.  — 320.  Multiplication  et  division  des  radicaux  sem- 
blables. Exemples.  — 321 . Réduction  des  radicaux  au  même  indice. 
Démonstration  du  principe  sur  lequel  repose  cette  réduction 

— 322.  Ce  que  cette  égalité  renversée  nous  apprend.  Réduction  au 
même  indice  des  deux  expressions  radicales  * A et  Comment  on  ré- 
duit'au  même  indice  des  radicaux  dont  les  indices  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux.  Rapprochement  entre  la  réduction  des  radicaux  au  même  in- 
dice et  la  réduction  des  fractions  au  plus  petit  dénominateur  commun. 

— 323.  Règle.  — 324.  Multiplication  et  division  des  radicaux  quel- 
conques. Exemples.  — 323.  Puissance  d’un  radical.  Exemples.  — 
326.  Règle.  — 327.  Comment  la  puissance  d’un  radical  se  simplifie 
lorsque  l’indice  est  un  multiple  du  degré  de  la  puissance.  — 328.  Règle. 

— 320.  Racine  d’un  radical.  — 330.  Règle.  Règle  inverse.  Exemple. 
Remarque  sur  les  opérations  relatives  aux  radicaux  combinés  par  voie 
d’addition,  soustraction....  avec  d’autres  quantités. 


Puissance  des  monomes. 

313.  La  puissance  m‘  d'un  monoinc  est  le  produit  de  »t  mo- 
nômes égaux  au  monoinc  proposé;  dans  ce  produit,  le  coelli- 
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dont  sera  le  produit  de  m facteurs  égaux  au  coefiident  du 
monome  proposé. 

L’exposant  d’une  lettre  sera  la  somme  de  m nombres  égaux 
à l’exposant  de  la  même  lettre  dans  le  monome  proposé  ; d’où 
l’on  lire  cette  règle  : 

5i4.  Pour  élever  un  monome  à la  puissance  m,  m désignant 
un  nombre  entier  positif  quelconque,  on  élève  le  coefficient  à la 
puissance  m et  l’on  multiplie  les  exposants  par  va. 

Exemples. 

(a"  .bT=ar".b^. 


Racines  des  monomes. 

518.  Le  monome  proposé  dont  on  veut  extraire  la  racine 
c'st  la  puissance  de  sa  racine  ; donc , le  coefricicnt  est  égal  à 
la  puissance  m*  du  coefficient  de  la  racine , et  les  exposants  sont 
respectivement  égaux  aux  exposants  de  la  racine  multipliés 
chacun  par  m ; de  là  la  règle  suivante  : 

316.  Pour  extraire  la  racine  m'  d’un  monome,  il  faut  extraire 
la  racine  m'  du  coefficient  et  diviser  chacun  des  exposants  par  m. 

Exemples.  ^8a*é“=  2a6* 

V A"o’’"ô»"  = Aa'*’. 

Conséquence.  Pour  que  la  racine  m*  d’un  monome  puisse  s’ob- 
tenir exactement,  il  faut  et  il  suffit  que  son  coefficient  soit  une 
puissance  m‘  exacte,  et  que  l’exposant  de  chaque  lettre  soit  un 
multiple  de  m. 

Lorsqu’on  doit  extraire  la  racine  tn*  d’un  monome  qui  n’est 
pas  une  puissance  m*  exacte,  on  l’indique.  L’expression  radi- 
cale ou  irrationnelle  qui  en  résulte  est  souvent  susceptible  de 
simplification.  Soit,  par  exemple,  l’expression  suivante  : 

4v36ÔôW, 

pour  extraire  la  racine  d’un  produit,  il  suffit  d’extraire  les  ra- 
cines de  chacun  des  facteurs;  si  donc  on  peut  décomposer  l’ex- 
pression soumise  au  radical  en  deux  facteurs  dont  l’un  soit  une 
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puissance  exacte  d’un  degré  marqué  par  l'indice  du  radical , on 
pourra  cxlrairc  la  racine  de  cclui-lii , cl  la  multiplier  par  la  ra- 
cine Indiquée  de  l’autre;  or,  on  peut  écrire 

3’.5.aô*d; 

par  suite  ab'd, 

ou  Mb^ibal^â. 

C’est  là  ce  qu’on  appelle , comme  nous  l’avons  dit  dans  les  radi- 
caux du  second  degré , faire  toriir  des  facteurs  hors  du  radical. 

Réciproquement,  en  partant  du  même  principe,  on  peut 
faire  entrer  sous  le  radical  un  facteur  qui  précède  ce  radical 
sous  la  condition  d’élever  ce  facteur  à une  puissance  d'un  degré 
marqué  par  l’indice  du  radical. 

Qn  peut  Caire  usage  du  même  principe  en  arithmétique  quand 
on  veut  évaluer  par  approximation  une  expression  qui  r^crme 
une  racine  carrée , ou  une  racine  cubique  multipliée  par  un 
nombre  quelconque.  On  fait  passer  ce  nombre  sous  le  radical 
avant  d’évaluer  l’expression  soumise  au  radical , avec  l’approxi- 
mation convenable  pour  obtenir  à la  racine  rapproximallon 
demandée. 

Remarque.  Ce  serait  ici  l’occasion  de  faire  connaître  l'extrac- 
tion de  la  racine  w'  d’un  polynôme.  Celte  question  sera  traitée 
dans  des  compléments  d'algèbre. 


Calcul  (les  radi(»ux  d’un  degré  quelconque. 

517.  Nous  avons  vu  qu’une  racine  can’»3e  a deux  valeurs.  On 
apprendra  plus  lard  qu’une  racine  cubique  a trois  valeurs  dont 
une  réelle  et  deux  imaginaires  ; et  cpi’en  général , un  radical 
d’un  indice  quelconque!»,  a m valeurs:  une  seule  est  réelle 
quand  m est  impair,  et  deux  sont  réelles  et  de  signes  contraires 
loi’sque  »»  est  pair. 

Il  est  aisé  de  voir  que  dans  le  cas  du  radical  de  degré  impair, 
il  y a une  valeur  réelle  de  même  signe  que  la  quantité  soumise 
au  radical  ; on  peut  donc  changer  d’avance  le  signe  du  radical 
cl  le  signe  de  la  quantité  placée  sous  ce  radical.  Dans  le  cas  du 
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radical  de  degré  pair,  si  la  quantité  soumise  au  radical  csl  né- 
gative , il  n’y  a pas  de  racine  réelle  par  la  môme  raison  que  pour 
un  radical  carré.  Si,  au  contraire,  cette  quantité  est  positive , 
il  y a deux  racines  réelles.  Tune  positive  et  l’autre  négative. 
.Nous  tiendrons  compte  du  signe  dans  les  opérations  indiquées , 
et  nous  ramènerons  ainsi  le  calcul  des  radicaux  au  cas  où  l’on 
considère  seulement  leurs  valeurs  absolues. 

ExemplÈS.  (—  ^34}  X (— v^)=  + v'âi  X 

X v'Ï9  = (— V'^)  X v'ïl  = — X ^Î9  ■ 

Ainsi,  dans  les  deux  cas,  la  question  est  ramenée  à la  multi- 
plication de  ^34  par  y^l9. 

Quand  on  considère  un  radical  de  degré  m avec  toute  sa  gé- 
néralité il  a m valeurs  ; mais  comjne  la  plupart  de  ces  valeurs 
ne  sont  pas  réelles , on  les  désigne  souvent  sous  le  nom  de  dc- 
terminalions  du  radical,  et  quand  parmi  ces  déterminations  on 
considère  seulement  la  valeur  absolue  du  radical , on  dit  que 
l’on  réduit  le  calcul  ^ sa  valeur  arithmétique. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre  nous  ne  considérerons  que  les  va- 
leurs arithmétiques  des  radicaux.  (Le  lecteur  qui  désirera  con- 
naître cette  théorie  dans  toute  sa  généralité,  consultera  avec 
fruit  l’ouvrage  de  M.  Lefébure  de  Fourcy.) 

Radicaux  semblables. 

S18.  On  appelle  radicaux  semblables,  des  radicaux  de  môme 
indice  ({ui  ne  dilTèrenl  que  par  les  facteurs  hors  du  radical. 

Exemple.  — lOv'^. 

Des  radicaux  dissemblables  en  apparence  peuvent  sc  ramener 
souvent  à des  radicaux  semblables  en  vertu  de  la  simplification 
du  n®  516.  Tels  sont  les  radicaux  ^32o*6*  et  ^lOOOOOo*6*  qui  se 
ramènent  aux  précédents. 

Toutefois , nous  rcmaniucrons  qu’il  nous  est  impossible  de 
prescrire  une  règle  générale  à cet  égard , puisque  nous  ignorons 
la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs. 
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Audition  et  soustraction  des  radicaux  semblables. 

510.  L’addilion  et  la  soustraction  des  radicaux  semblables 
SC  fait  sur  les  coefficients  d’après  la  règle  ordinaire  pour  les 
quantités  rationnelles. 

E.xcinplcs.  1 I4^«’è*, 

7(/o‘è — 4v^«*è  = 3v^o*è. 


Mulliplicalion  et  division  des  radicaux  de  mime  indice. 

520.  La  multiplication  et  la  division  des  radicaux  de  niéiiic 
indice  s’exécutent  d’après  les  mêmes  principes  que  pour  les  ra- 
ilicatix  du  second  degré,  parce  que  : 

1°  La  racine  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  racines. 

2°  La  racine  d’un  quotient  est  égale  au  quotient  des  racines. 

X 20^âÎ6V^ 

12v'ô^’  : 4^ôè?'=3^«6-, 

12^0^  ; 4^âW=3v/«-’6-’c-'. 

Kédiiction  des  radicaux  au  mime  indice. 

521.  La  réduction  des  radicaux  au  même  indice  repose  sur 
le  principe  suivant  : 

La  valeur  d’un  radical  n'est  pus  altérée  quand  on  multiplie 
l'indice  du  radical  par  un  certain  nombre  entier  positif,  et  qu'on 
élève  la  quantité  qui  lui  est  soumise  à la  puissance  d'un  degré 
marqué  par  ce  nombre. 

En  effet , soit  le  radical  yÂ,  A désignant  une  quantité  quel- 
conque (positive  si  m est  pair);  posons 

don 
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Élevant  les  deux  membres  de  celle  égalité  à une  puissance 
quelconque  entière  et  positive,  n,  il  vient 

ou  A"  = s’"". 


Extrayant  des  deux  membres  la  racine  »m',  on  obtient 

7Â^==, 

et  par  conséquent  vA=7A’*- 

Si  l’on  renverse  la  dernière  égalité,  on  a 

7V  = ?Â; 

donc, 

322.  La  valeur  d’un  radical  ne  change  pas  quand  on  divise 
l'indice  par  un  nombre  et  qu’on  extrait  une  racine  d'un  degré 
marqué  parce  nombre,  de  la  quantité  soumise  au  radical. 

Cela  posé,  proposons-novs  de  réduire  au  même  indice. 

ÿ/A  cl  ;/B. 

Le  premier  est  la  môme  chose  que  7-^"  ! le  second  est  la 
môme  chose  que  7B"- 


Remarque.  Si  les  indices  n'élaient  pas  premiers  entre  eux  il  y 
aurait  lieu  ü une  siinplilication  coinine  dans  la  réduclion  des 
fraclious  au  même  dénominateur.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 

7Â  cl  7b, 

q étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  indices,  on 
multiplierait  l’indice  du  premier  par  n,  en  ayant  soin  d’élever 
en  même  temps  A à la  puiss;incc  a;  on  multiplierait  l’indice  du 
second  par  m,  en  ayant  soin  d’élever  B à la  puissance  m,  cl  l’on 
aurait 

’7r-  et  '7F. 


Plus  généralement  on  établira  la  règle  suivante  : 


325.  Pour  réduire  au  même  indice  tant  de  radicaux  qu'on 

26 
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voudra,  on  cherchera  le  plus  petit  multiple  de  tous  les  indices;  on 
divisera  ce  plus  petit  multiple  par  chaque  indice;  on  élèvera  les 
quantités  soumises  aux  différents  radicaux  à des  puissances  d'un 
degré  marqué  par  les  quotients  respectifs,  et  l'on  prendra  le  plus 
petit  multiple  trouvé  pour  indice  commun. 


’ Mulliplicalion  el  division  des  radicaux  quelconques. 

524.  Pour  multiplier  et  diviser  des  radicaux  quelconques,  on 
commencera  par  les  réduire  au  même  indice,  et  l'on  opérera  comme 
au  n"  521. 

Exemples. 

5 X 4 = 5 X 4 ï'ôW  = 20 

= 5 : 4 = ê 


Puissance  d’un  radical. 

525.  Soit  proposé  d'élever  ù la  puissance  n le  radical  ^A. 

On  a (î'Â)"  = v'Âx7ÂX  v'Â  X.... 

Hais,  pour  multiplier  entre  eux  des  radicaux  de  même  in- 
dice , on  multiplie  entre  elles  les  quantités  placées  sous  le  ra- 
dical , et  on  afifccte  le  résultat  du  radical  commun  ; on  a donc 

(ÿ'X}"  = î'AxAx  AX  ....  = v'Â". 

En  conséquence, 

52G.  Pour  élever  un  radical  de  degré  quelconque  à une  puis- 
sance  entière  et  positive,  il  suffit  d'élever  à cette  puissance  la 
quantité  soumise  au  radical. 

527.  Remarque.  Dans  l’élévation  d’un  radical  îi  une  certaine 
puissance , une  siniplilication  sc  présente  lorsque  l’indice  du 
radical  est  un  multiple  du  degré  de  la  puissance. 

Soit  à élever  "\/.\  à la  puissance  n,  on  a d’abord  par  la  règle 
précédente 
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d’un  dbgrîi  quelconque. 
mais , d'après  le  principe  du  n"  327,  on  a 

7Â=^  = v'Â; 

donc,  (7Â)"=;'Â. 

En  conséquence, 

328.  Pour  élever  un  radical  à une  puissance  d'un  degré  qui  di- 
vise l’indice  du  radical,  il  suffit  de  diviser  cet  indice  par  le  degré 
de  la  puissance  qu'on  veut  former. 


Racine  d’un  radical. 

320.  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  n‘  de  i/Â.  Désignons 
cette  racine  pai*  x,  nous  aurons 

= .r. 

Élevons  les  deux  membres  à la  puissance  n,  il  viendra 

v'Â  = a;". 

Elevons  les  deux  membres  de  celte  nouvelle  égalité  à la  puis- 
sance m,  nous  obtiendrons 

A = a;"". 

Extrayant  la  racine  wm',  remplaçant  x par  sa  valeur,  et  ren- 
versant l’égalité,  nous  aurons 

ou  bien  encore  7^  = 

donc, 

350.  Pour  extraire  d’un  radical  une  racine  de  degré  quelcon- 
que, il  suffit  de  multiplier  l’indice  du  radical  par  le  degré  de  la  ra- 
cine que  l’on  veut  extraire  de  ce  radical. 

Iléciproqucmcnt, 

Pour  extraire  d'une  quantité  une  racine  d'un  degré  qui  est  dc- 
composable  en  facteurs,  il  suffit  d'extraire  de  cette  quantité  des 
racines  successives  marquées  par  les  fadeurs  de  l'indice. 
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Celle  dernière  règle  esl  l’inverse  de  ce  principe,  que  jwur 
élever  une  quanlité  à une  puissance  d’un  degré  décomposabic 
en  facteurs,  il  suffit  d’élever  cette  quantité  à des  puissances  suc- 
cessives marquées  par  les  faetcurs  de  la  puissance  que  l’on  veut 
former. 

Application  . yj 

Or,  on  peut  changer  l’ordre  des  facteurs  d’un  produit,  cl  par 
suite  l’ordre  des  indices;  donc  on  peut  encore  écrire 

'^\=V  \/7ï- 

Remarque.  Quand  les  radicaux  sont  combinés  entre  eux  par 
voie  d’addition,  sousiraction,  ...,  avec  d’autres  quantités,  on 
suit  les  règles  ordinaires. 
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CHAPITRE  XIII. 

DES  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES  POSITIFS  ET  DES 
EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES  NÉGATIFS. 


SOMMAIRE. 

551.  Rappeler  la  formule  (a’’)"  = o'""  ainsi  que  la  formule  inverse 

Ç/Qmn— g K , Ce  qui  arrive  lorsqu’on  applique  mécaniquement  celle  rè^le 
au  cas  où  l’exposant  n'cst  pas  un  multiple  exact  de  l’indice.  Exposant 
fractionnaire.  Son  interprétation.  Sa  définition.  — 552.  Tableau  des 
opérations  relatives  au  calcul  des  exposants  fractionnaires.  Conclusion. 
— 555.  Des  exposants  fractionnaires  négatifs.  Leur  origine.  Comment 
les  règles  primitives  des  exposants  conviennent  aux  exposants  fraction- 
naires négatifs.  Autre  origine  de  l’exposant  fractionnaire  négatif.  Re- 
marque générale.  Origine  des  indices  fractionnaires  positifs  ou  négatif^. 
Ce  qu'il  suffirait  de  faire  pour  les  introduire  dans  le  calcul.  Remarque 
générale  relative  aux  diverses  généralisations  du  calcul  algébrique. 
554.  Exercices. 


Des  exposante  fractionnaires  positifs. 

351.  Nous  avons  vu,  au  n"  514,  que  (a")"  = a*"*;  réciproque- 



ment,  ÿ'o“"  = a'‘  , c’est-à-dire  que  pour  extraire  une  racine 
d’une  quantité  affectée  d'un  exposant,  il  suffit  de  diviser  l’expo- 
sant de  cette  quantité  par  l’indice  de  la  racine. 

Actuellement,  supposons  qu’on  applique  mécaniquement  celle 
règle  à l’extraction  de  la  racine  d’iinc  qiianlilè  affectée  d’un 
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exposant  qui  ne  soit  pas  un  multiple  de  l’indice  ; nous  aurons 
alors  un  exposant  fractionnaire. 

Exemple.  ^ = a*,  y/a*=o*. 

Raisonnant  ici  comme  au  n®  169,  pour  les  exposants  négatifs, 
nous  dirons  : l’exposant  fractionnaire  ne  peut  pas  avoir  de  sens 
dans  la  définition  primitive  de  l’exposant;  mais  comme  il  pro- 
vient ici  d’une  opération  dont  le  sens  est  parfaitement  déter- 
miné, nous  prendrons  cette  opération  elle-même  pour  sa  défi- 

3 

nition,  de  telle  sorte  que  o>  aura  la  même  signification  que 

m 

y/a'.  En  général,  a"  aura  la  môme  signification  que  y^a".  Ainsi, 
L’exposant  fractionnaire  dont  une  quantité  est  affectée,  indique 
qu'il  faut  élever  cette  quantité  à une  puissance  marquée  parie  nu- 
mérateur, et  extraire  de  cette  puissance  une  racine  df  «»  degré  mar- 
qué par  le  dénominateur  de  l’expression  fractionnaire. 

Les  exposants  fractionnaires  sont  commodes  à introduire 
dans  le  calcul,  parce  qu’ils  représentent  une  double  opération. 
Il  convient  donc  d’examiner  les  régies  propres  à ce  genre  d'ex- 
posants. Pour  établir  ces  règles,  nous  remonterons  à l’origine 
de  la  notation. 


Des  opéra  UonB  relatives  aux  exposants  fracUoimaires. 

358.  Les  calculs  sont  brièvement  exposés  dans  les  équations 
suivantes.  Pour  les  comprendre,  il  suffit  de  ne  pas  perdre  de  vue 
que  l’on  peut  prendre  indifféremment  l’une  pour  l’autre  deux  ex- 

M 

pressions  de  la  forme  o"  et  ^âr. 

1»  fl"  X a’  = v'rt"  X X 70^  = 7»"^'’ 

= 0 =0"  ’. 

; ; 

2”  a"  ’.a''  — y/a"  ; = v'a"’  : = l / 

= = a =a" 
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3» 


(#=vWi 


or  n"  = v^o” , 

(a=)']=(J/H^>=v'ïrï; 

V/  -N’’  * _ i? 

par  suite  V \®  V = Vv^«"'  = '7a*’'’  = o*»  = o" 

' [~i  • —=.  i , 

4°  yo^  = y^o'’='v/o'=o'^  = o*  . 


En  consi'qucnce, 

Le»  règles  du  calcul  des  exposants  fraetionnaires  sont  les  mêmes 
que  celles  du  calcul  des  exposants  entiers,  positifs  ou  négatifs. 


Des  exposants  fractionnaires  négalib. 


3SS.  De  même  que  la  division  de  deux  quantités  affectées 
d’exposants  entiers  positifs  nous  a conduits  à des  exposants 
entiers  négatifs,  de  môme  aussi  la  division  de  deux  quantités 
affectées  d’exposants  fractionnaires  positifs  peut  conduire  h des 
exposants  fractionnaires  négatifs;  cela  aura  lieu  lorsqu’on 
appliquera  mécaniquement  la  règle  de  la  division  au  cas  où 

l’exposant^  du  diviseur  sera  plus  grand  que  l’exposant  ^ du  divi- 
dende , puisqu’alors  on  aura  une  fraction  négative  — (y 


pour  exposant  du  quotient,  et  comme  on  a ramené  le  calcul 
des  exposants  entiers  négatifs  à celui  des  exposants  entiers  posi- 
tifs, on  pourra  encore  généraliser  les  règles  en  ramenant  le 
calcid  des  exposants  fractionnaires  négatifs  à celui  des  exposants 
fractionnaires  positifs. 

Il  suffit  pour  cela  de  concevoir  que,  dans  les  calculs  du 
n°  i60,  les  lettres  m et  n,  affectées  du  signe  — , représentent 
des  fractions,  au  lieu  de  représenter  des  nombres  entiers. 


Remarque  I.  On  pourrait  donner  une  autre  origine  aux  expo- 
sants fnactionnaires  négatifs. 
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Kii  l'ffel,  piiisqiio  ri^ciproquemonf, 

Il  suffit  donc  de  diviser  l’cxposanl  négatif  — mn  par  l’indice  de 
ta  racine  à extraire;  mais  quand  cette  division  ne  sera  pas  pos- 
sible, elle  conduira  à un  exposant  négatif  fractionnaire. 

Exemple.  V^Â^  = A~3. 

Si  l’on  interprète  les  exposants  fractionnaires  négatifs  de  cette 
manière,  on  retombe  sur  les  mêmes  règles  que  précédemment. 
Nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

Remarque  H.  Dans  certains  cas,  pour  élever  un  radical  à une 
puissance,  on  peut  diviser  l’indice  du  radical  par  le  degré  de  la 
puissance  (327);  mais  si  cette  division  n’est  pas  possible,  clic 
donnera  un  indice  fractionnaire,  et  l’on  pourra  établir  le  calcul 
des  radicaux  à indices  fractionnaires  en  remontant  à l’opération 
même  qui  leur  sert  d’origine.  Mais  comme  ici  la  notation  artifi- 
cielle serait  plus  compliquée  que  le  résultat  naturel,  il  y a dés- 
avantage h l’employer. 

Remarque  générale.  Le  calcul  algébrique  a successivement 
passé  par  des  extensions  sur  lesquelles  nous  avons  eu  soin  d’in- 
sister chaque  fois  qu’elles  se  sont  présentées.  Ce  calcul  a atteint, 
comme  on  le  voit,  un  très-haut  degré  de  généralité.  Le  coeffi- 
cient, par  exemple,  qui  dans  l'origine  était  entier,  est  devenu 
successivement  fractionnaire  ci  même  imaginaire.  Mais  la  géné- 
ralisation la  plus  frappante  est  celle  qui  concerne  l'exposant  : 
d’entier  qu’il  était,  il  est  devenu  successivement  entier  négatif, 
fractionnaire  positif,  et  enfin  fractionnaire  négatif;  il  y a plus, 
l’étmle  de  l'algèbre  supérieure  apprendra  que  la  notation  expo- 
nentielle est  souvent  imaginaire. 

Ces  généralisations  progressives,  et  que  nous  avons  dû  légiti- 
mer avec  un  soin  scrupuleux,  naissent  toutes  de  la  nécessité  de 
renfermer  le  plus  grand  nombre  possible  d’idées  particulières 
sous  une  même  dénomination,  sous  peine  de  renfermer  la 
science  dans  des  limites  qui  nuiraient  û son  développement. 
C’est  d’après  ces  considérations  que  s'est  trouvée  introduite  la 
théorie  des  quantités  négatives,  théorie  qui  a fait  faire  de 
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grands  progrès  aux  mailiémaliques.  Remarquons  d'ailleurs  que 
la  généralisation  de  l’idée  accompagne  toujours  la  gétiéi'alisa- 
tion  de  la  règle.  Les  exposants,  par  exemple,  s’ajoutent  dans  la 
multiplication,  se  retranchent  dans  la  division,  et  se  iniiltiplienl 
dans  l'élévalkm  aux  puissances,  de  quelque  nature  que  soient 
ces  exposants. 

On  trouvera , à la  fin  de  l’ouvrage , un  exercice  de  calcul  qui 
, met  en  parfaite  évidence  l’extension  des  règles  fondamentales 
du  calcul  algébrique. 


EXERCICES. 


534.  1.  Résoudre  les  équations  20  — ® = x*;  *’  — 2oa:+o’  = 0; 
X*  -|-  6a’x  -|-  9o*  = 0 ; 


ex*  .0*  X 7 

O* — ae'c  **  ’ x-j-60  3x  — 5’ 


ox*-)-26x-}-c  = 0;  ox*-|-6x  + c = 0,  en  muUipliant  tous  les  termes 
par  4a;  id.  en  posant  æ=-.  Cas  de  a = 0;  Ré- 

soudre l’équation  ax*-|-c-f-6x=  0;  ax*-|- 6x -f- c= — æ*-|-x-)-l, 

I 

x-|--  = 7;  X — X 

SC 


X*— (7  — \/2)  X -f  42  — 4 v/l  = 0; 


|^qp|  = :^x^V  log- 3-|-(x*-f  x)log.  2 = xl(«.  6. 

• /“*  , 6*\  , . „ a*  , 6 , o'*  , 6’  , , 


ab 


>'*  + T=T  + ?'®‘-v7+v'-O*-|-402/=t  = O; 


x*-|-a6  o*^6‘  ' Z 6 

x*+3x*-}-®’  — 46x*  — 20x — 46  = 0;  on  peut  écrire 


(x»-l-x-l-4){x+2){x— 2)(x-f4)=0;  4 + 4x-f  6x*-f-4x»-f  x'=4096. 

L’équation revientà(x-{-4]*=4096.  Résoudre  l’équation x*-|-x* — 4x — 4=0 
sachant  qu’il  y a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  ; vérifier  que 
— 4x — 2 estdivisible  par  x — 2.  ( Aféthode  abrogée. ) Résoudre 
l’inégalité  x*<  40x  — 46.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré 

2x*-)-3x4-4  ; 3x’  — 7x-f-2;  3x*  — 2x  — 8;  simplifier 
par  la  décomposition  d’un  trinôme  en  facteurs  du  premier  degré. 

26* 


s 
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n.  Résoudre  ^3+^y=(7+x)(7  — 

35* — 3x*  — 8x*+24j5*-— 935 -f-  27  = 0, 

A(o35’  + 6x+c)’  4-  B(ax’  4-  4-C =0  ; 

Diviser  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Résoudre  les  trois  équations  xÿs  = 60;  (354-y)’=z’;  (x  — y)‘=». 


III.  Calculer  à moins  d’un  centième  -z 


Rendre  rationnel  le  dénominateur  de  P 

Calculer  x= — “ — 

4v^3ü  — 2v/3  4-2\/2 

Calculer  à moins  d'un  centième  x=.  ^413  x y^628. 


3^/2  — v's' 

— (v^<— «)* 
4"e4*  t — a 

; simplifier  ®=^t6o*4-40o’. 


s a-'h' 


BfTeutuer 


Extraire  a moins  d'un  dixième  la  racine  carrée  de  7 4-  ; de  43 — t Sy/S  ; 

de  5 — y/î4;  de  28  4-Sv^- 
IV.  Élever  au  carré  6j5*  — 3a5*y  4-  — 4y*  ; 

— 2x*  — t6J5‘ÿ4-I8u5*ÿ*  — 335ÿ‘4-6y'; 

2a’6’c  — 3a*6*e  4-  6a'6*  — 2a»6. 


Multiplier  x*  — { au;  4-  t*r  — î ax  -|-  2 

par  35*4-îax— T^y'3a.r*  — jax4-2; 

élever  au  carré  — <+y^^i  diviser  t4*t/^  par  < — 
Extraire  à vue  d’œil  la  racine  carrée  des  trois  polynômes  suivants 

O*  — o4  4-  y ’ “*+  2j5+  I ; 0*4-  2a6  4-  2oc  4-  4*4'  26c  4-  c*. 

Extraire  la  racine  carrée  de  x*  4"  + 7-r’ 4~ — 270. 

Résoudre  l’équation  x*  4-  4x’  4-7x*  4-  6x  — 270  = 0. 

Extraire  la  racine  carrée  de  t — x, 

_ , „ — é — 4ac 

Transformer  l expression  x=  en  extrayant  la  racma 

carrée  de  6*  — 4oc. 
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V.  Résoudre  les  deux  équations  simultanées  x -{- ÿ = » ®1  x*  + ?/*=0; 
x4-ÿ  = o cl  X*  — ÿ*  = 6;  x + y = a et  x*-}-y’  = 6;  x-f-ÿ=<*  el 
.r“-j-y“=6;  x*-\-y*=a*  et  x‘‘i/*  = b*i  x-\-y  = a et  x*-|-y^  = fc; 
X* y*  = a y*  = h\  i*-j-y‘  = oelx*-|-y*  = &;  x*  — y*=80 

et  Î + | = *^  + y*  = “ = (x  + 8)(y  + 4)=xÿ  + <60  et 

(x  — 6)(y  — 7)  = xy  — 170. 

317x+820y  = 643  et  21  Sx*  + 41 3^" =948  ; 
^y*+|x*=t|  et  îy*-fix»  = {î; 

-:^::147;75  et  x4-y=2i0: 
y X -T-a  > 


ox*-)-6xy + cÿ*+d  = 0 et  o'x  + 1»'!/ + c' = 0 ; 

^ = ^ et  3xy+2x  + y=485; 

(x— y)(x*-y*)=0  et  (x-fy)(x*4-y*)  = <»; 
y = ^ et  cxy+dr  + ey  = fc; 
x*  — y'  = h et  (x  + y + o)*  + (x  — y-)-o)*  = fc. 

Résoudre  les  trois  équations  simultanées 

x-f-y  + î = 12C,  .rÿs  = 13824  et  y*  = sx; 

x-)-y=a,  : — .t=6  et  x*-l-y*  = :’; 
x*=o*  + 2*i  x*=t»*4-y*  ot  x*  = c*(y — s)*; 
a-(ÿ  + *)=a,  y(x+5)  = 6 et  z(x  + y)=c; 


6 

S 


et 


£KL 

x+* 


3. 

V 


xy=p,  [b  — y)z=i/  et  (o  — x)(e— î)=p'; 

ory+l«v|-cÿ-(-d=:0,  a'y:+6'y-|-c'*-Hl'=®  et  o"zx4-6'ï-t-c".r-fd'=0  ; 
•^‘  + y*  + -*=fr;  or+o'y  + o'ï  = 0 et  6x+6'y+6'î  = 0; 
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Vi.  Résoudre  les  équations 

^ + V^_g.  3.yzrê4— J-v^— v'^=0; 

3 + yx 

3a:'-î+v'-r*-5x+1  = |j:  + 7; 

3v^41*  -8x=t9+v/3x+7; 

"\Jl^  - i-y/|  + «-Jv'10j;  + 5fi=0; 

V j'+v'î=20  (on  posera  x=y')  ; .t*  — 7.r’  = *51  li  (on  posera  a^=ÿ); 

yST  + l+y/a:  — I =6  (on  posera  x—\=u*]\ 

v'3j  + 1+vJ^+3=6  (on  posera  J + 3 = u’;  on  arrivera  à une  équa- 
tion du  troisième  degré  qui  admet  2 pour  racine,  ce  qui  permettra  d’ache- 
ver le  calcul). 

VU.  Trouver  c dans  l’équation  (u-|-6a;+c=:0 , sous  la  condition 
y~|-x**=m*  ; écrire  immédiatement  les  racines  de  l’équation 

a*x*  -)-  (2ac  — 6*)x  -j-  c*  = 0 . 

Trouver  a dans  l’équation  x*-(-ax-|-3a=0  sous  la  condition  quo 
x'  = 2x*,  et  en  général  x'  = mx*. 

Trouver  q dans  l’équation  6x’  — 50.r-f-q  = 0 sous  la  condition  quo 
x'=ix'';  résoudre  px-f-q=  — x’  en  complétant  le  carré  dans  le  premier 
membre;  quelle  valeur  faut-il  attribuer  à a dans  les  équations  simulta- 
nées x*-t-5ax  + a*=0  et  x’-|-a*®-f-  Va=0  pour  qu’elles  aient  une 
racine  commune;  conditions  pour  que  ox*-|-6x-|-c  soit  un  carré  parfait. 
(On  posera  ox*-|- 6x-f-c  = (mx-f- fl)*.) 

Composer  une  équation  différente  de  3x*  — 6x-|-1  =0  et  qui  cepen- 
dant ait  les  mêmes  racines;  condition  pour  que  les  deux  équations 
ox*  -j-  6x  -|-  c = 0 et  o'x’  -f-  6'x’  -j-  c' = 0 aient  les  mêmes  racines.  Condi- 
tion pour  que  les  racines  do  l’équation  ,r*-(-px-(-q=0  soient  entre  elles 

m : n.  (On  représentera  les  racines  par  nix  etnx.)  Cas  des  racines 
égales.  L’équation  ox* -(- 6x -4- c = 0 peut-elle  avoir  une  racine  commen- 
surable  et  une  racine  incommensurable?  x'=a-f-^/6,  que  conclure,  en 
supposant  que  a,  5,  c soient  des  nombres  rationnels?  x'=*-(-PV^ — 1»  que 
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conclura  en  supposant  que  a,  h,  c soient  réels?  Composer  une  équation  du 
second  degré  qui  ait  une  racine  réelle  et  une  racine  imaginaire.  L’équation 
étant  formée,  chercher  ses  racines.  Exprimer  la  somme  des  carrés  des  ra- 
cines de  l’équation  Æ*-|-px-|-ç=:0.  Deux  méthodes.  Même  question  pour 
la  somme  des  troisièmes  puissances.  Évanouissement  du  second  terme  do 
l’équation  ar’4-6u;-f-c  = 0.  La  transformation  est-elle  toujours  possible. 
Évanouissement  du  troisième  terme.  Condition  pour  que  l’équation 
a;*-f-px*-)-q  = 0 ait  ses  quatre  racines  réelles;  ses  quatre  racines  imagi- 
naires (sans  résoudre  l’équation).  Condition  pour  que  la  différence  des  ra- 
cines de  l’équation  ou;*-|-6x-f-c  = 0 soit  égale  à 2;  pour  que  l’une  des 
racines  soit  double  de  l’autre.  Trouver  a dans  l’équation  oo;’  — 5x — i =0 
sous  la  condition  que  les  deux  racines  soient  égales.  — Trouver  p dans  l’é- 
quation o;*-|-pj:-|-IO=0  sous  la  condition  que  la  somme  des  deux  racines 
soit  égale  à 20.  Prouver,  par  l’emploi  des  imaginaires,  que  (o*-(-6*)  (c'-f-rP) 
est  la  somme  de  deux  carrés.  Dans  l’équation  ox’-Ko — 1)or-|-a’=0  trouver  a 
de  manière  que  la  différence  des  deux  racines  soit  égale  à 7.  L’équation 
x*-|-px-|-9  = 0 est  supposée  avoir  ses  racines  réelles;  pet  9 sont  en- 
tiers; l’équation  peut-elle  avoir  des  racines  fractionnaires? 

VIII.  Quel 'est  le  nombre  qui  surpasse  de  16  le  seizième  de  son  carré? 
Quel  est  le  nombre  qui  est  égal  à la  somme  des  deux  chiffres  de  son  carré? 
(Riponie  : 9.) 

Trouver  trois  nombres  tels  que  leur  produit  divisé  successivement  par 
leurs  sommes  deux  à deux  fasse  des  nombres  donnés  200,  150  et  120.  Trois 
nombres  font  ensemble  83  ; si  l’un  soustrait  7 du  premier  et  du  second,  les 
restes  sont  enlre  eux  : : 5 : 3 ; si  l’on  soustrait  3 du  second  et  du  troisième, 
les  restes  sont  enlre  eux  ;;  11  : 9.  Quels  sont  ces  nombres?  La  somme  des 
carrés  de  deux  nombres  vaut  102  fois  la  différence  do  ces  nombres;  la  dif- 
férence de  ces  nombres  est  le  quart  de  leur  somme  ; trouver  ces  nombres. 
Partager  4 en  deux  parties  telles  que  le  cube  de  la  première  soit  inférieur 
au  carré  de  la  moitié  de  la  seconde  de  quatre  unités.  — Partager  le  nombre  a 
en  deux  parties  telles  que  le  carré  de  la  première  soit  au  carré  de  la 
deuxième  II  tni  n.  — Trouver  un  nombre  dont  le  carré  augmenté  du  cube 
soit  égal  à trois  fois  \ le  carré  de  ce  nombre.  — Trouver  trois  nombres  en 
proportion  continue  dont  la  somme  des  extrêmes  soit  156  et  le  moyen  géo- 
métrique 72.  — Partager  |J  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  |.  — La 
différence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est  37.  Quels  son 
ces  nombres?  — Trouver  deux  nombres  tels  que  la  somme  de  ces  nombres, 
leur  produit  et  la  différence  de  leurs  carrés  soient  trois  nombres  égaux.  — 
Quoi  est  le  nombre  dont  le  cube  surpasse  la  quatrième  puissance  des  } du 
cube  du  nombre  cherché?  — Trouver  quatre  nombres  qui  soient  en  pro- 
portion arithmétique  et  en  proportion  géométrique. — La  somme  des  carres 
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de  trois  nombres  est  /742  ; lorsqu’on  augmente  respectivement  ces 
nombres  de  3, 7 et  10,  les  nouveaux  nombres  sont  ::  3 ; 7 ; 10.  Quels  sont 
ces  nombres?  — Trouver  une  fraction  telle  que  si  on  ajoute  respectivement 
a et  b à ses  deux  termes  on  ait  la  fraction  renversée,  et  que  si  Ton  re- 
tranche respectivement  de  ses  deux  termes  c et  d,  la  valeur  de  la  fraction 
cherchée  soit  doublée.  — Le  rapport  de  deux  nombres  est  celui  de  3 à 13; 
leur  produit  est  14079.  Quels  sont  ces  nombres?  — Partager  45  en  deux 
parties  telles  que  la  plus  grande  soit  égale  au  carré  de  leur  différence.  — 
Partager  20  en  deux  parties  telles  que  l'une  soit  égale  au  carré  de  l’autre. 

— La  somme  de  deux  nombres  peut-elle  être  égale  à leur  produit?  — 
Trouver  un  nombre  tel  qu’en  l’ajoutant  successivement  aux  quatre  nom- 
bres 3,  10,  23  et  7,  le  produit  des  deux  dernières  sommes  soit  égal  aux 
du  produit  des  deux  autres.  — Partager  o en  moyenne  et  extrême  raison. 

— La  différence  de  deux  nombres  est  à leur  somme  : 1 2 : 3 ; leur  somme 

est  à leur  produit  3 : 5.  Quels  sont  ces  nombres?  — Deux  nombres  sont 
entre  eux  ;;  tn  ; n;  la  somme  de  leurs  carrés  est  S.  Quels  sont  ces  nom- 
bres? — Trouver  trois  nombres  tels  que  les  produits  do  chacun  d’eux  par 
lu  somme  des  deux  autres  soient  20,  18  et  14.  — Deux  nombres  sont 
entre  eux  : ; 2 : 3 ; on  ajoute  1 au  plus  petit;  on  retranche  8 du  plus  grand, 
et  les  racines  carrées  des  nombres  ainsi  formés  différent  entre  elles  d’une 
unité.  .Quels  sont  ces  nombres?  — Trouver  quatre  nombres  en  proportion 
connaissant  leur  somme,  celle  de  leurs  carrés  et  celle  de  leurs  cubes.  — 
Trouver  un  nombre  tel  que  son  carré  soit  au  produit  des  différences  de  ce 
nombre  à deux  nombres  donnés  a cl  b — La  somme  de  deux 

nombres  est  20;  la  somme  de  leurs  logarithmes  tabulaires  est  2.  Quels 
sont  ces  nombres?  — La  somme  des  carrés  de  deux  nombres  est  7;  la 
somme  de  leurs  logarithmes  est  J.  Quels  sont  ces  nombres? — On  donne  la 
somme  (a)  des  carrés  do  deux  nombres  et  le  résultat  (b)  que  l’on  obtient  en 
multipliant  leur  produit  par  ce  produit  diminué  de  2e.  Quels  sont  ces  nom- 
bres? — La  différence  de  deux  nombres  est  2,  leur  produit  multiplié  par 
leur  somme  est  12.  Quels  sont  ces  nombres?  {1  est  racine  de  l’équation  du 
troisième  degré.)  — Un  particulier  achète  un  cheval  qu’il  revend  pour  vingt- 
quatre  pièces  de  20  francs,  et  à ce  marché  il  gagne  autant  pour  cent  quo  le 
cheval  lui  a coûté  de  piècees  de  20  fr.;  trouver  le  prix  d’achat. 

IX.  Partager  un  nombre  donné  en  doux  parties  telles  quo  la  somme  do 
leurs  carrés  soit  un  maximum  ou  un  minimum.  — Décomposer  un  nombre 
donné  en  deux  facteurs  dont  la  somme  soit  un  minimum.  — Quel  serait  le 
point  le  moins  éclairé  par  deux  lumières  si  l’intensité  de  la  lumière  variait 
en  raison  inverse  de  la  simple  distance.  — Partager  un  nombre  donné  en 
doux  parties  telles  que  la  somme  des  quotients  de  l’un  par  l’autre  soit  un 

maximum  ou  un  minimum.  — Limites  de  la  fraction  — , — . — . 

JC  — oX  1 •» 
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(Maximutn  rclalif  i.  Miniuium  3.  Valcuis  correspondantes  de  x,  2 et  3.) 

— Maximum  de  f Maximum  Valeur  corros- 

X*  \ iab 

pondante  de  x,  1 . — Maximum  ou  minimum  de  — ■ — ^ — ! — . 

fx>0,  (v'o  + V^)*  minimum.  Valeur  correspondante  do  x\/ab; 
X < 0 , (v/ô  — V 6)*  maximum.  Valeur  correspondante  de  X,— \/a6). 

— Trouver  deux  nombres  dont  le  produit  soit  p et  tels  que  la  somme  des 
carres  des  nombres  obtenus  en  augmentant  chacun  de  ces  nombres  de  a 
soit  un  minimum. 

X.  Trouver  un  triangle  rectangle  dont  les  côtes  soient  trois  nombres  en- 
tiers consécutifs.  — Quelle  doit  être  la  hauteur  d’un  cône  dont  le  côté  est 
3 pour  être  équivalent  à une  sphère  dont  le  rayon  est  1 . (Trouver  l'équa- 
tion.) — Calculer  le  côté  d’un  triangle  isocèle  tel  qu'en  tournant  autour 
d’une  droite  donnée  comme  base,  ses  côtés  engendrent  une  surface  en 
somme  équivalente  à celle  d’un  cercle  donné.  — Les  trois  angles  d’un 
triangle  forment  une  proportion  continue  dont  la  raison  est  J.  Quels  sont 
ces  angles?  Valeur  maximum  de  l’angle  d’un  triangle  pour  être  moyen 
géométrique  entre  les  deux  autres.  — Connaissant  la  corde  d’un  arc,  cal- 
culer la  corde  d’un  arc  double.  — Inscrire  dans  un  cercle  donné  une  corde 
telle  qu'en  tournant  autour  du  diamètre  qui  passe  par  son  extrémité,  elle 
engendre  une  surface  équivalente  à celle  d’un  cercle  donné.  — Sur  une 
sphère  dont  le  rayon  est  3,  calculer  la  hauteur  d’une  calotte  sphérique 
numériquement  égale  au  segment  de  sphère  compris  entre  elle  et  sa  base. 

— Calculer  les  trois  médianes  d’un  triangle  en  fonction  des  trois  côtés  et 
vice  versa.  — Trouver  le  poids  d’une  sphère  ; 6 est  le  rayon  et  2 la  densité. 

— Dimensions  d’un  cylindre  dont  on  donne  la  surface  latérale  et  le  vo- 
lume. — Id.  sachant  que  la  hauteur  est  égale  au  rayon  do  la  base,  et  que 
ce  cylindre  est  équivalent  à une  sphère  donnée.  — Trouver  la  hauteur 
d’un  cône  : la  base  est  de  13  décimètres  carrés,  le  poids  est  de  50  kilo- 
grammes et  la  densité  est  3.  — Calculer  le  rayon  d’une  sphère  sur  la 
quelle  on  puisse  placer  une  zone  do  trois  mètres  de  hauteur  et  de  dix 
mètres  carrés  de  surface.  — Inscrire  dans  un  cercle  un  rectangle  équi- 
valent à un  carré  donné.  — Couper  la  surface  latérale  d’un  cône  ou  d’un 
tronc  de  cône  en  deux  parties  équivalentes  par  un  plan  parallèle  aux 
bases.  — Partager  un  triangle  en  moyenne  et  extrême  raison  au  moyen 
d’uno  parallèle  à la  base.  — Problème  analogue  pour  la  zone.  — Diviser 
un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison  à l’aide  d’un  cercle  concen- 
trique. (Doux  problèmes.)  — Trouver  l’aire  do  lu  base  d’un  cône  con- 
naissant son  volume  et  sa  hauteur.  — Un  rectangle  étant  donné,  y inscrire 
un  triangle  qui  en  soit  la  moitié.  — Partager  un  Ira^ièze  en  doux  parties 
équivalentes  par  une  parallèle  aux  bases.  — Couper  une  sphère  de  ma- 
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nière  que  le  volume  du  segment  situé  d’un  côlé  du  plan  soit  équivalent  au 
cône  qui  a même  base  que  le  segment  et  son  sommet  situé  au  centre  de  la 
sphère.  — La  surface  d’un  rectangle  est  m’;  son  périmètre  est  2p.  Quels 
sont  ses  dimensions?  — Trouver  le  rayon  de  la  base  d’un  cône  connaissant 
son  arête  et  la  surface  totale.  — Partager  la  surface  latérale  d’un  cône  par 
deux  plans  parallèles  à la  base  en  trois  parties  qui  soient  : ; t ; 2 : 3.  — 
Rapport  du  côlé  du  décagone  au  rayon  du  cercle  circonscrit.  — Décagone 
étoilé.  — Construire  un  triangle  isocèle  tel  qu’en  tournant  autour  d’une 
base  donnée,  il  engendre  un  volume  équivalent  à la  sphère  dont  cette  base 
serait  le  diamètre.  — Inscrire  un  carré  dans  un  triangle  donné.  — Con 
naissant  la  base,  la  hauteur  et  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés 
d’un  triangle , trouver  ces  côtés.  Même  problème  en  remplaçant  la  somme 
des  carrés  par  leur  différence.  — Sur  une  sphère  donnée  calculer  la  hau' 
tour  d’un  segment  à une  base,  connaissant  la  surface  totale  de  ce  segment. 
— On  donne  la  hauteur  d'une  zone  à deux  bases  et  les  rayons  des  bases; 
trouver  le  rayon  de  la  sphère.  — Trouver  la  surface  latérale  d’un  cône 
connaissant  son  volume  et  sa  hauteur.  ~ Quel  est  le  polygone  qui  a 
35  diagonales.  — Tangente  commune  à deux  cercles  donnés.  — Calculer 
le  côté  d’un  carré  connaissant  la  somme  du  côté  et  do  la  diagonale.  — Id. 
connaissant  la  différence.  — Le  périmètre  d’un  triangle  rectangle  ^ <56; 
sa  surface  est  <01 4.  Quels  sont  ses  côtés?  — Trouver  sur  un  plan  le  point 
également  éclairé  par  trois  lumières.  — Trouver  lo  point  d’une  droite  ou 
d’une  courbe  située  dans  un  même  plan  avec  deux  lumières  et  qui  en 
soit  également  éclairé.  — Trouver  le  point  de  l’espace  également  éclairé 
par  quatre  lumières  données.  — De  tous  les  cônes  ou  cylindres  qu’on  peut 
inscrire  dans  une  sphère,  quel  est  celui  dont  la  surface  latérale  est  un 
maximum  ou  un  minimum  ? — Dimensions  du  cône  minimum  circonscrit 
à une  sphère  donnée.  — La  hauteur  d’un  segment  de  sphère  à deux 
bases  étant  constante,  comment  doit-on  la  placer  pour  que  le  volume  du 
segment  soit  un  maximum  ou  un  minimum?  — La  base  d’un,  triangle 
est  donnée  ; déterminer  sa  surface  sous  la  condition  que  le  triangle  en  tour- 
nant alternativement  autour  des  deux  autres  côtés,  engendre  deux  volumes 
respectivement  équivalents  à des  sphères  données.  — Trouver  le  rayon  do 
la  base  d’un  cône  dont  on  connaît  la  surface  totale  et  le  côlé.  — Inscrire 
un  prisme  droit  dans  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  est  un  triangle 
équilatéral,  sous  la  condition  que  sa  surface  latérale  soit  un  maximum.  — 
La  surface  d’un  rectangle  est  S ; on  diminue  un  côté  de  a et  l'autre  de  6,  ce 
qui  diminue  la  surface  de  p;  quelles  sont  les  dimensions  de  ce  rectangle? 
Applications.  S=66,  o=3,  6 = 2,  p = 32;  S = 32,  o = <0,  6=6, 
P =30. 

Remarque.  Nous  terminerons  le  livre  Vil  par  une  question  que  nous 
proposons  aux  élèves  dans  le  double  but  de  les  exercer  et  do  résumer 
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sous  leurs  yeux  les  généralisations  successives  par  lesquelles  on  a fait  pas- 
ser le  calcul  algébrique. 

Mulüplier. 

y/3xï+v^v^  + iJ—  (l  f (3—  2 V^) 

par  *-f-2-f-(l -j-v^ — l)x  * — (2y^^)x^ — \/3x’. 

On  réduira  les  exposants  do  .r  dans  les  deux  facteurs  à leur  plus  petit 
diviseur  commun  ; on  ordonnera  par  rapport  aux  puissances  descendantes 
de  x;  on  mettra  le  coefficient  zéro  devant  les  termes  qui  manquent  aGn  que 
le  décroissement  des  exposants  soit  en  progression  par  diiïérence.  Le 
produit  une  fois  obtenu  (voir ce  produit  ci-dessous),  on  le  divisera  par  le 
multiplicande  et  le  quotient  devra  être  égal  au  multiplicateur.  Nous  rap- 
pellerons à cette  occasion  que  lorsqu'il  s'agit  de  polynômes  entiers,  la 
division  n’est  possible  qu'autant  que  le  premier  terme  de  chaque  reste 
est  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  ; mais  lorsque , comme  dans 
l'exemple  ci-dessus,  il  y a des  coefGcients  et  des  exposants  fractionnaires, 
ainsi  que  des  exposants  négatifs , on  n’est  arrêté  ni  par  la  division  du  coef- 
Gcient,  ni  par  la  soustraction  des  exposants  ; on  ne  rencontre  d’impossibilité 
que  lorsqu’on  est  conduit  à écrire  au  quotient  un  terme  dans  lequel  l’expo- 
sant de  la  lettre  principale  est  moindre  que  celui  du  dernier  terme  du 
dividende,  diminué  de  celui  du  dernier  terme  du  diviseur;  parvenu  là,  il 
est  impossiblede  termincria  division;  le  butde  l'opération  est  alors  delrou- 
ver  un  polynôme  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  donne  un  produit  qui  diffère 
du  dividende  proposé  d’une  expression  d'un  degré  moindre  que  celui  du  di- 
viseur. 

J»  O 4 £ t w 

6x“— 8x'*— 3v'3x’-f-2y'3x*-f  iv^x*  — 2(3  3x 

4-6  — 2v/3y'^)x‘—  8x^-  2[2-(-3v^4)x” 

— 3v'=T)x‘-f-(4  4-  iv/^)  x'i-f  (-3-|-7/^x*-(-2v/3x‘ 

- (* +lv/3 -|-(  * v/3 -f- 4)vCTÏlx‘'-(2  4-2  v^x" -f 

I I I 

-f(*  — 2y/2  — v/'^)x““— (5— v^-fV  — «Ix 
4-(«  4-i  /^)®'^-(W2-  (2  4- v^)/iTT]x"«-(v/3  - v^/:=n)x'‘ 

— 2x'»> 5 ‘ - J(<  - 7v^x'  • 4-  (ivi  4- 

- {<  -1-/^)»  •—  îv'îx  •*. 
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LIVRE  VIII 


APPLICATION  DE  L’ALGÈBRE  A L’ARITHMÉTIQUE.  — 
REVUE  SOMMAIRE  DE  L’ARITHMÉTIQUE  EN  COOR- 
DONNANT TOUTES  LES  QUESTIONS  SEMBLABLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

APPLICAIION  DE  L’ALGÈBRE  A L’ARITHMÉTIQUE  EN 
CE  QUI  CONCERNE  LA  DIVISIBILITÉ  DES  NOMBRES, 
LA  THÉORIE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR, 
LES  NOMBRES  PREMIERS,  LE  PLUS  PETIT  MUL- 
TIPLE, ET  LES  FRACTIONS  IRRÉDUCTIBLES. 


SOMMAIRE. 

.%5H.  But  de  l'application  de  l'algèbre  à l’arithmétique.  — S3G.  Écriture 
d'un  nombre  dans  un  système  quelconque  de  numération.  — 337.  Théo- 
rèmes et  problèmes  sur  les  nombres.  — 338.  Intervertissement  dm  fac- 
teurs d'un  produit.  — 339.  Conséquences.  — 340.  Caractères  de  divisi- 
bilité.— 341.  Divisibilité  d’un  nombre  par  les  diviseurs  de  B-f-t. — 
342.  Divisibilité  d’un  nombre  par  un  nombre  donné.  — 343.  Simplifica- 
tion de  la  méthode  précédente  à l'aide  des  quantités  négatives.  — 
344.  Démonstration  d'un  théorème  sur  la  multiplication.  — 348.  Du 
plus  grand  commun  diviseur.  — 346.  Simplification  du  procédé  à l'aide 
des  quantités  négatives. — 347.  Des  nombres  premiers. — 348.  Décom- 
position d'un  nombre  en  facteurs  premiers.  — 349.  Recherche  du  plus 
petit  nombre  qui  admet  vingt-quatre  diviseurs.  — 380.  Des  fractions 
irréductibles  et  des  fractions  périodiques.  — 381.  Du  plus  petit  multiple 
par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur.  — 382.  Problèmes  di- 
vers sur  la  combinaison  de  la  somme,  de  la  différence,  du  quotient,  du 
plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple  de  deux  nombres. 


333.  L'application  de  l'algèbre  à l'arithmétique  a pour  but , 
soit  de  simplifier,  soit  de  généraliser  certaines  questions  sur  les 
nombres. 
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Les  généralités  de  l'arithmétique  s’établissent  à la  faveur  de 
l’emploi  des  lettres  et  des  transformations  relatives  aux  égalités, 
aux  équations  et  aux  inégalités. 


Manière  d’écrire  un  nombre  dans  un  système  quelconque  de  numération. 

350.  Problème  fondamental,  ün  nombre  N est  écrit  dans  le 
système  de  numération  dont  la  base  est  10  ; l'écrire  dans  le  système 
dont  la  base  est  B ; B étant  un  nombre  entier  positif  quelconque, 
au  moins  égal  à deux. 

Sitpposoiis  le  prohième  résolu  ; soient  a,  b,  c,  d , les 

cliiffres  du  nombre  N écrit  dans  le  nouveau  système.  I.es  unités 
des  différents  ordres  dans  ce  système  formeront,  par  conven- 
tion, une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  B,  d’après 
cela,  nous  aurons  : 

N = a + ftB  + cB*  + dB*-|- 

ou  N = a + B(64-cB4-rfB»+ ) 

B est  plus  grand  que  chacun  des  chiffres  a,  b,  c,  d ; donc 

si  l’on  divise  N par  B , le  quotient  sera  6 + 

et  le  reste  sera  a , ou  le  chiffre  des  unités  simples  ; cherchons  le 
chiffre  des  unités  du  second  ordre;  posons 

Q = 6 + cB-f  dB«4- 

ou  Q = 6 + B(e  + rfB  + ) 

Cette  égalité  montre  que  si  on  divise  Q par  B , on  aura  pour 
quotient  c + dB  -f- et  pour  reste  b. 

Posons  encore 


Ü'  = c+dB, 

divisant  Q'  par  B,  on  aura  d pour  quotient  et  c pour  reste;  or  d 
est  plus  petit  que  B,  donc  l’opération  est  terminée;  car,  si  on 
divisait  d par  B , on  aurait  0 pour  quotient  et  d pour  reste , 
c’est-à-dire  le  chiffre  des  plus  hautes  unités  du  nombre  pro- 
posé. 
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Voici  le  type  du  calcul  : 


N 

a 


1 Q iJ. 

b 1 Û' 


B 

d. 


Remaroite.  On  voit  par  là  que  tous  les  nombres  écrits  dans  le 
système  décimal  peuvent  être  mentalement  remplaces  par  des 
nombres  équivalents,  et  écrits  dans  un  système  quelconque  de 
numération;  pour  exprimer  cette  transformation  nous  dcsi- 
Kiierons  par  a,  h,  c,  d....  les  chiffres  des  unîtes  des  differents 
ordres  àl  nombre  pris  dans  toute  sa  généralité;  quant  aux 
fractions,  il  suffirait  d’en  écrire  les  deux  termes  dans  le  système 
de  numération  que  l’on  considère. 


Théorèmes  et  problèmes  sur  les  nombres. 


557.  Théorème  I.  La  somme  de  plusieurs  multiples  d un  nombre 
est  un  multiple  de  ce  nombre. 

Exemple.  24,  12  et  8 sont  des  muiliplesde  4;  leur  somme  est 

un  multiple  de  4.  , „ , i-  i i,, 

Fn  effet  4 divise  par  hypothèse  24,  12  et  8 ; les  quotients  de 

la  division  .le  ces  nombres  par  4,  sont  donc  des  nombres  en- 
tiers, ce  qui  donne  lieu  aux  égalités  suivantes  . 

24  = 4X6 


12  = 4X3 
8 = 4X2 


Ajoutant  membre  à membre,  et  mettant  4 en  facteur  commun 
il  vient  : 


24  + 12  -1-  8 = 4 X(6  -f-  3 -t-  2)  = un  multiple  de  4. 

Plus  généralemen't,  soient  N,  N',  N".  • • • • • • 
entiers  quelconques  écrits  dans  le  système  dont  la  base  est  B, 
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et  tous  multiples  d’un  même  nombre  P ; on  aura  : 

N = PQ, 

N'=PQ', 

N"  = PU', 

t 

d’où  N + N'+N"+ =Px(Q  + 0'+Ü"....}, 

ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

CoNSÉQCESCE.  Si  N = N'=  N’'= la  sommc  N -f- N'+ N" -f-... 
devient  un  multiple  de  A;  donc,  tout  nombre  qui  en  divise  un 
autre,  divise  tous  les  multiples  de  ce  nombre. 

ThéofiSme  II.  La  différence  de  deux  multiples  d'un  nombre,  es 
un  miUtiple  de  ce  nombre. 

Exemple.  36  et  8 sont  des  multiples  de  4 ; leur  diiïérence  est 
un  multiple  de  4.  - , 

En  clTet,  36=4x9,  ■ ■ • ■ 

8=4X2;  JÜ  ' ’ 

-4  rt’-. 

d’où  36 — 8 = 4x(9 — 2)=  un  multiple  de  4.  r ‘ 

Plus  généralement , N =PxQ  ' 

N'=PXQ' 

d’où  N— N'=Px(Q— U'). 

CossÉQüEN'CE.  Si  une  somme  est  composée  de  deux  parties , tout 
nombre  qui  divise  la  somme  et  l’une  des  parties  divise  aussi  l’autre 
partie. 

Soit  N=N'+N"  et  D un  nombre  qui  divise  N et  N'  ; ce  môme 
nombre  divise  N"  puisque 

■ N"=N— N', 

cl  que  tout  nombre  qui  en  divise  deux  aulres  divise  aussi  leur 
dilTérencc. 
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La  proposilion  peut  être  établie  a priori  ; 

N_P[ 

D“  D+  D’ 

N N' 

Or,  g est  un  nombre  entier;  il  en  est  de  môme  de  g-  ; il  faut 

donc  que  D divise  N",  sans  quoi  un  nombre  entier  serait  égal  à 
un  nombre  fractionnaire. 

Remarque.  Le  reste  de  la  division  de  N par  D est  le  môme  que 
celui  de  N"  par  D;  or,  N"  n’est  qu’une  partie  de  N ; donc,  quand 
on  voudra  connaître  le  reste  de  la  division  de  N par  U,  on  cher- 
chera celui  de  la  division  de  N"  par  D. 

Cette  remarque  sert  de  base  à la  recherche  des  caractères  de 
divisibilité. 


Inlerverlisseinent  des  facteurs  d'un  produit. 

558.  Théorème  UL  La  valeur  du  produit  de  plusieurs  nombres 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  s’effectue  la  multiplication 
de  ces  nombres. 

Ce  principe  est  démontré  en  arithmétique  aux  numéros  81 
et  52.  En  voici  la  démonstration  algébrique.  Commençons 
d’abord  par  examiner  le  cas  le  plus  simple  de  la  question;  celui 
dans  lequel  le  produit  ne  renferme  que  deux  facteurs. 

aXô  = frXa. 

En  effet,  a — t ~|"  t -j- 1 -j- .... 

.Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  b et  observant 
que  l’unité  est  répétée  a fois,  il  viendra 

a X = 6 X a ; 

remarquons  encore  que 

aX*Xc  = aXeX6, 

c’est-à-dire  que  dans  unproduit  de  trois  facteurs  on  peut  c/ianffer 
l'ordre  des  deux  derniers  facteurs. 
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En  ciïet,  O x^»=a  + « +<»+•••• 

d’où  oXùXc  = aXc-t-aXc-l-<*Xe+---- 
ou  oXùXc  = aXcX&. 

Cela  posé , prouvons  que  si  l'on  ne  change  pas  la  valeur  du 
produit  de  m facteurs  en  y intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  il 
en  sera  de  même  d'un  produit  m -|- 1 facteurs. 

1"  Si  les  deux  produits  PXn  cl  P'Xa,  composés  chacun  de 
ffi-j-l  facteurs  sont  terminés  par  le  môme  facteur,  ces  deux 
produits  sont  égaux,  puisque  par  supposition  P = F; 

2°  Supposons  que  les  deux  produits  Pxa  cl  P'xc  ne  soient 
pas  terminés  par  le  même  facteur;  P'  renferme  m facteurs 
dont  a fait  partie;  or,  quelle  que  soit  la  place  qu’occupe  ce  fac- 
teur, on  peut  l’écrire  en  dernier  ; P'  prendra  alors  la  forme  p'x«, 
p'  étant  le  produit  de  m — 1 facteurs  dont  ne  font  partie  ni  a, 
ni  c;on  peut  donc  écrire  Fxc=p'XaXc=p'XcXa=p'Xo, 
p"  désignant  le  produit  de  m facteurs  parmi  les(iuels  ne  se  trouve 
pas  a ; on  est  donc  ramené  au  cas  où  les  deux  produits  de  m fac- 
teurs sont  terminés  par  le  même  facteur,  ce  gui  démontre  le  prin- 
cipe énoncé. 

Conclusion'.  Le  produit  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs 
ne  change  pas  de  valeur  quand  on  intervertit  l’ordre  de  ces 
facteurs. 

En  effet,  la  proposition  a été  démontrée  pour  deux  facteurs; 
donc  elle  est  vraie  pour  trois;  étant  vraie  pour  trois,  elle  est 
vraie  pour  quatre,  et  ainsi  de  suite,  donc  elle  est  générale. 

Une  question  se  présente  : la  proposition  précédente  est-elle 
encore  vraie  pour  des  produits  renfermant  des  facteurs  incom- 
mensurables? Celte  question  n’est  qu’un  cas  particulier  d’une 
autre  plus  générale  : tous  les  principes  rigoureusement  établis 
pour  des  nombres  commensurables , sont-ils  vrais  pour  des  nom- 
bres incommensurables?  (Voir  la  note  sur  les  incommensurables 
qui  se  trouve  à la  lin  de  l’ouvrage.) 

Remaroi  e.  La  démonstration  précédente,  quoique  plus  simple 
que  celle  que  nous  avons  donnée  en  aritlimélique,  y serait  ce- 
pendant déplacée,  parce  qu’elle  repose  sur  un  mode  de  rai- 
sonnement, qui  apparlicnt  spécialement  à l’algèbre.  Un  des 
moyens  les  plus  surs  de  réussir  en  mathématiques , est  de  conser- 
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ver  à chacune  de  ses  parties  le  caractère  qui  lui  est  propre,  et  de 
comparer  attentivement  les  méthodes  diversement  employées  dans 
chacune  d'elles. 

Conséquences  du  principe  de  l’inlerverlissemenl  des  facteurs  d'un  produit. 

359.  Conséquence  F.  Multiplier  un  nombre  par  un  produit , 
revient  à multiplier  par  les  facteurs  de  ce  produit. 

PX(ABCD....)  = P\BCD.... 

En  effet , P X (ABCD....)  = (ABCD....)  X P, 

ou  PX(ABCD....)=PABC[).... 

Reuarqi:e  I.  Ce  principe  est  fort  utile  dans  le  calcul  arithmé- 
tique, puisqu’il  sert  à remplacer  une  multiplication  comi>oséo, 
par  des  multiplications  simples. 

Exemples.  Nx  72  = NX8X9, 

N X360  = NX  4X9X10. 

Remarque  II.  Celte  propriété  peut  servir  à vérifier  le  produit 
de  deux  nombres,  lorsqu’on  aperçoit  facilement  les  facteurs  du 
multiplicande  ou  du  multiplicaleur. 

Remarque  III.  Puisque  P x(ABCD....)=  PABCD....,  on  peut 
écrire  en  renversant  l’égalilc 

PABCD....  = PX(ABCD) 

Donc , multiplier  par  les  facteurs  successifs  d'un  produit,  re- 
vient à multiplier  par  le  produit  effectué  des  facteurs  de  ce 
produit. 

Conséquence  II.  Multiplier  un  produit  par  un  nombre , revient 
à multiplier  l'un  quelconque  de  ses  facteurs  par  ce  nombre. 

Exemple.  Soit  P = ABGDE 

Multiplier  P par  N,  revient  à muliiplicr  un  facteur  quelcon- 
qtie  C , par  exemple , par  N ; en  effet , 

A X B XCr.  X N)  X D X E...., 
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AXBXCXNXDXE...., 
AXBXCXDXE....XN, 
ou  à P X N , 

ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Conséqorncb  lit.  Dans  un  produit  de  plusieurs  nombres  on  peut 
grouper  les  facteurs  dans  tel  ordre  qu'on  voudra,  et  en  tel  nombre 
qu'onvoudra,  pour  ensuite  multiplier  ces  groupes  de  facteurs  les 
uns  par  les  autres. 

Exemple.  Le  produit  AxBxCxDxExFxT.  xH, 
revient  à (H  x A)  X (E  X G X C)  X (D  X F X B). 

En  effet , d’après  la  conséquence  I,  on  peut  écrire 

HxAxExG  XCXDXFXB; 

or,  ce  produit  équivaut  au  produit  proposé,  donc  le  principe 
énoncé  est  démontré. 

Théorème  IV.  Diviser  un  nombre  par  un  produit  effectué,  re- 
vient à diviser  ce  nombre  successivement  par  chacun  des  facteurs 
de  ce  produit.  (On  suppose  que  toutes  les  divisions  se  font  exac- 
tement.) 

Exemple.  N : (A  x B x C X D x E xF) =N  : A : B : C : D. 

Soit  Q le  quotient  de  la  division  de  N par  AxBxCxDxExF, 
on  aura 

N = (AXBXCXD)XQ. 

Actuellement , effectuons  les  divisions  successives  indiquées 
ci-dessus  : 

N I A 

1 Q.  B 

ITTg 

|1E~d 

0. 
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Cela  posé , on  aura  successivement  ; 

Qs  = DxQ., 

Q.  = CxÛi=CxDxQ4, 

Qi=BxQi  = BxCxDxQ., 

N = AxQi  = AxBxCxDxO*. 

Ainsi , d’une  part , N = (A'x  B X C X B)  X 0 ; 
d'autre  part,  N = (AxBxCxD)xQ4; 

donc  Q = Q*;  or,  Q =N  : (AxBxCxD), 

Q4  = N:  A:B;C:D, 
d’où  N:(AXBXCXD)  = N;  A;B:C:D. 

Remarque.  Ce  principe  est  fort  utile  en  aritliméticpie , puis- 
qu’il permet  dans  certains  cas  de  décomposer  une  division  en 
plusieurs  autres. 

Exemples.  N;72  = N:8:9,  N : 120  = N : 10: 3: 4. 

Cette  propriété  peut  également  servir  à vérifier  le  quotient 
de  ta  division  de  deux  nombres,  lorsqu’on  aperçoit  facilement 
les  facteurs  du  diviseur. 


Caraclères  de  divisiliilitc. 

540.  Défixition.  La  reelierclic  d'un  caraclirede  divisibililé  a 
pour  objet  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  chif- 
fres d’un  nombre  donné  pour  que  ce  nombre  soit  exactement 
divisible  par  un  autre  nombre  donné. 

Cette  question,  eu  partie  résolue  en  arithmétique,  va  rece- 
voir ici  toute  l'extension  dont  elle  est  susceptible. 

Problème  I.  Proposons-nous,  par  exempte,  de  chercher  le 
caractère  de  divisibilité  d’un  nombre  écrit  dans  le  système  dé- 
cimal par  tes  diviseurs  de  la  base  plus  vn  de  ce  système.  La 
base  plus  un  du  système  décimal  est  le  nombre  premier  11  ; ce 
diviseur  est  donc  le  seul  h considérer  dans  le  cas  aetiiel. 
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Soit  pour  fixer  les  idées,  le  nombre  quelconque  86574,  il 
l:iul  exprimer  que  ce  nombre  est  écrit  dans  le  système  dont  la 
base  est  10;  de  là  l égalité  suivante  : 

[1]  86574  = 8.10‘  + 6.10*+5.10*4-7.10'  + 4.10'>. 

Cela  posé,  reportons-nous  à la  remarque  du  n°  537,  et  nous 
serons  naturellement  conduits  à transformer  les  puissances  de 
10  ; to*,  10’,  10*....,  de  manière  à les  rendre  chacune  divisibles 
par  11  ; or,  n étant  un  nombre  entier  quelconque,  les  expres- 
sions 2«  et  2n  1 seront,  l'une  la  formule  des  nombres  pairs, 
et  l'autre  la  formule  des  nombres  impairs-,  mais,  d’après  les 
principes  du  n"  83,  10*" — 1 et  10*"+‘-|-l  sont  des  expres- 
sions divisibles  chacune  par  10-j-l  ou  par  11;  nous  sommes 
ainsi  amenés  à diminuer  d’une  unité  les  puissances  paires  de  10, 
et  à augmenter  d’une  unité  les  puissances  impaires  de  10  ; dans 
le  premier  cas,  le  multiplicateur  du  produit  des  deux  nombres 
aura  été  diminué  d’une  unité,  il  faudradonc,  par  compensation, 
augmenter  leur  produit  d’une  fois  le  multiplicande;  dans  le  se- 
cond cas,  le  produit  devra  être  diminué  d’une  fois  le  multipli- 
cande ; en  conséquence,  le  nombre  proposé  se  trouvera  décom- 
posé en  deux  polynômes  ainsi  qu’il  suit  : 

f 8.(10‘-l)+6.(10’+l)+6.(10*-l)+7.a0'+l)+4(10»-l) 
86574=1  _6  +5  +4 

La  divisibilité  de  86574  par  11  dépend  donc  de  celle  du  poly- 
nôme 8 — 6-}-5  — 7-|-4;  or,  le  principe  de  l’inversion  des 
termes  d’un  polynôme  ( généralisé  à l’aide  de  la  théorie  des 
quantités  négatives  ) , nous  permet  d’ck:rire  : 

8-f-5-f4-6-7; 

ou , d’après  la  règle  de  la  soustraction  des  polynômes , 
(8+5-|-4)-(6-}-7); 

ce  résultat  reproduit  par  sa  traduction  en  langage  ordinaire  la 
règle  qui  a été  posée  cl  démontrée  en  aritlunélique. 

Remaroi’e.  Une  question  se  présente  ; comment  calculera-t-on 
le  reste  de  la  div  ision  d’un  nombre  par  1 1 , lorsque  la  somme 
des  ebiffres  de  rang  pair  surpassera  la  somme  des  chiffres  de 
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rang  impair?  Une  règle  a été  démontrée  ccl  égard  en  arithmé- 
tique; en  algèbre,  on  trouve  facilement  le  moyen  de  lever  la 
diflicullé  à l’aide  des  quantités  négatives. 

Exemple.  Clicrcher  le  reste  delà  division  de  8291  par  11. 
Désignons , pour  abréger , un  multiple  de  1 1 par  l’expression 
M .11,  et  nous  aurons  : 

8291  = M . 1 1 -f  [(1  + 2)  - (9 -t- 8)] 

= M.11-1-  (3  — 17) 

= M.ll+(  —14) 

= M.ll  — 14. 

Décomposons  M . 11  en  deux  multiples  de  11,  dont  l’un  soit  un 
multiple  nécessaire  et  suffisant  pour  qu’il  puisse  être  diminué 
de  14,  et  nous  aurons 

8291=M'.ll-f  (22  — 14) 

= M'.ll-}-8, 

résultat  qui  prouve  que  le  reste  de  la  division  de  8291  par  11 
est  8. 

La  règle  que  nous  avons  donnée  en  arithmétique  conduirait 
au  mêim;  résultat. 


Divisibilité  d’un  nombre  par  les  diviseurs  de  6+  I. 

541.  La  question  précédente  peut  être  résolue  dans  un  sys- 
tème quelconque  de  numération;  la  parfaite  identité  des  deux 
questions  nous  permet  de  donner,  sans  explications,  ta  solution 
du  problème 

N = deba  ' 

N = -1-  cB‘  -f  ôB'  -f-  oB* 

N_f  <«(B‘-f-l)-l-c(B*-l)-f  t<B'-|-l)-fa(B»-l) 
l — d — b \-a 

Donc 
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Divisibilité  d'un  nombre  par  un  nombre  donné. 


342.  Le  problème  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier  d’une  ' 
question  générale  qui  embrasse  tous  les  cas  de  divisibilité  : Vn 
nombre  N étant  donné,  trouver  la  condition  pour  qu’il  soit  divi- 
sible par  un  autre  nombre  donné  I). 

D’après  ce  qui  précède,  tout  consiste  à trouver  les  restes  de  la 
division  des  puissances  successives  B°,  B',  B*,  B\  . . . de  la  kise 
B par  le  diviseur  proposé  l)  ; soient  B,  B',  B",  B”. ...  ces  restes 
successifs  et  observons  que  les  nombres  B",  B' , B’,  B’. . . . 
deviendront  chacun  divisibles  par  D si  on  les  diminue  respec- 
tivement de  R,  R',  R",  R". . . . D’après  cela,  il  viendra  successi- 
vement 

N = deba 


.N  = tfB''4-cB’+6B‘-|-aB'’ 


N 


d(B* 
-f  dR'" 


R*) -1- c(B>  — R") -f  é(B’ — R') -f  fl(B»  — R) 
-fcR"  -t-ôR'  -l-aR 


Donc,  le  reste  de  la  division  de  N par  D«st  le  même  que  celui 
de  la  division  du  polynôme  dR"  -|-  cR"  -|-  éR'  -f-  nR  par  D. 

Application.  Trouver  le  reste  de  la  division  par  7 du  nombre 
83274. 

Réduisons  t,  en  décimales. 

10  _7 

30  0,142857.... 

20 

60 

40 

50 

10 


Ces  restes  sont  périodiquement , 

1,3,  2,  6,  4,  .5,  I,  .3,  2,  6,  4,  5,  etc.; 

- par  suite,  le  polynôme  dlV" -j-  cR" -|-  éR'  -(-  aR  ilonnc  79.  L’ajt- 
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plication  de  la  même  règle  à 79  donne  30;  or,  le  reste  de  la 
division  de  30  par  7 est  2;  donc  2 est  le  reste  de  la  division  par 
7 du  nombre  proposé  83274. 

Vérification.  83274  I 7 

13  I 11896 
62 
67 
44 
2 

Remarocs.  La  comparaison  des  deux  calculs  prouve  qu’il  est 
plus  simple  de  passer  par  le  quotient  pour  ohlenir  le  reste  de  la 
division  d’un  nombre  par  7,  ce  qui  explique  pourquoi  les  élé- 
ments d’arithmétique  ne  renferment  que  quelques  caractères 
de  divisibilité,  quoiqu’il  y en  ail  un  pour  tous  les  nombres. 


SimpliflcaliOD  de  la  mclbode  précédente  b l'aide  des  quantités  négaUves. 

343.  Convenons  de  forcer  une  unité  sur  le  quotient , toutes 
les  fois  que  le  reste  surpassera  la  moitié  du  diviseur,  auquel  cas 
le  reste  de  la  division  sera  négatif;  il  n’en  faudra  pas  moins 
continuer  à multiplier  les  chiffres  du  nombre  proposé  parla  sé- 
rie des  restes,  positifs  ou  négatifs,  U",  R*',  R',  R;  seulement, 
la  somme  dR^-fcR"-!- 6R'-j-aR  deviendra  une  somme  algé- 
brique. Appliquons  la  solution  ainsi  modifiée  à l’exemple  ci-des- 
sus. 

Les  restes  de  la  division  par  7 de  10»,  10',  10’,  10*,. . . sont 

périodiquement  1,  3,  2, — 1,  — 3, — 2, ; par  suite,  il  suffira 

d’efl’cclucr  les  opérations  suivantes  ; 


4X 

7X 

1 = 
3 = 

21  (-f  4 

2X 

2 = 

4 -f  4 

— 3 

3X  — 1 = 

- 3/  -f21 

— 24 

De 

ôtons 

reste 

8X— 3 = 

— 24  t -1-29 

29 

27 

2 

— 27 
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Ainsi , on  trouve  2 pour  reste  de  la  division  comme  précédem- 
ment. 

Hemabqite.  Cette  méthode  générale  reproduirait  pai’  son  ap- 
l»lication  les  caractères  de  divisibilité  par  9 et  par  11. 


Démonstralion  d’un  théorème  sur  la  multiplication. 

544.  Si  l’on  divise  deux  nombres  par  un  troisième , le  produit 
des  restes  divisé  par  le  diviseur  donne  le  même  reste  que  le  produit 
des  deux  nombres  proposés. 

Soient  deux  nombres  A cl  B à multiplier  entre  eux;  divi- 
sons-les  respectivement  par  un  même  uombre  P;  il  viendra  : 

A = PQ  + R, 

B = PQ +R'; 

multiplions  ces  deux  égalités  membre  à membre,  et  nous 
aurons  : 

AB = FQQ'  + RPQ'  -f  PQR'  + RR'. 

Ce  résultat  nous  montre  que  le  reste  de  la  division  du  pro- 
duit AB  par  P n’est  autre  que  le  reste  de  la  division  du  produit 
RR'  par  P;  de  là,  l'énoncé  du  théorème. 


Uu  plus  grand  commun  diviseur. 

545.  Nous  avons  posé  et  démontré  la  règle  qui  sert  à 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  en 
vue  de  pouvoir  rendre  irréductibles  des  fractions  données. 

Cette  question  peut  être  reprise  analytiquement.  Soient  A et 
B les  deux  nombres;  on  est  conduit  à diviser  le  plus  grand  par 
le  plus  petit;  soit  A>B;  faisons  la  division 

A IJB 

R 1 Q’ 

La  division  ne  se  fait  pas  exactement  ; donc  B n'est  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché;  mais,  la  division  précédente 


DigifiztrJ  by  Google 


•432  ArrucATiofi 

élablit  une  relation  entre  les  quantités  A,  B,  Q,  R ; cette  relation 
A = BQ  + R 

va  servir  à terminer  la  solution  du  problème  : 

Tout  nombre  qui  divise  A et  B divise  R;  réciproquement, 
tout  nombre  qui  divise  R et  B divise  A ; donc,  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A et  B est  le  même  qu’entre  B et  R; 
la  question  est  alors  ramenée  à opérer  sur  les  nombres  B et  R 
romme  sur  les  nombres  proposés  ; toutefois,  la  qucsiion  est 
l>lus  simple  puisque  l’on  opère  sardes  nombres  plus  petits. 
Voici  le  type  du  calcul  : 


, Q 

Q' 

Q’' 

Q“ 

Q" 

A 1 

B 

R 

R' 

R" 

R" 

R 

1 R' 

R" 

R" 

0 

Conséquences.  I.  Tout  commun  diviseur  de  deux  nombres 
divise  leur  plus  grand  commun  diviseur  (la  réciproque  est 
vraie). 

II.  Si  on  multiplie  ou  si  on  divise  deux  nombres  p<ar  un 
môme  nombre  , leur  plus  grand  commun  diviseur  est  mul- 
tiplié ou  divisé  par  ce  nombre. 

III.  Pour  reconuaitre  si  deux  nombres  sont  ou  ne  sont  iias 
premieis  entre  eux,  il  suflil  de  leur  appliquer  la  mélbode  du 
plus  grand  commun  diviseur. 

IV.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  si,  trouvant  un 
nombre  premier  pour  reste , ce  nombre  ne  divise  pas  le  reste 
précédent.  Soit  R”  = 7 ; dq  deux  choses  l’une  ; ou  R"  divise  R', 
ou  R"  ne  divise  pas  R’;  dans  le  premier  cas,  R"  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché,  et  l’opération  est  terminée;  dans  le 
second  cas , R"  est  premier  avec  R',  parce  qu’un  nombre  pre- 
mier est  évidemment  premier  avec  tout  nombre  qu’il  ne  divise 
pas;  or  , le  plus  grand  commun  diviseur  entre  R'  et  R"  est  le 
môme  qu’entre  A et  B;  mais  R'  et  R"  sont  premiei’s  entre  eux  , 
donc  il  en  est  de  niôiue  de  A et  de  B,  ce  qui  dispense  de  conti- 
nuer l’opération. 
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Simplificalion  du  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  b l'aide 
des  quantités  négatives. 


546.  La  considération  des  restes  négatifs  dans  la  mêthotle  dit 
plus  grand  commun  diviseur  ne  modifie  en  rien  les  raisonner 
ments  du  n»  342,  et  abrège  souvent  le  nombre  des  divisions. 

Application.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
48  et  18. 


l"  Calcul. 

2 

1 

2 

48 

18 

12 

6 

12 

6 

0 

2'  Calcul. 


48 

—6 


3 

18 


Des  nombres  premiers. 

347.  Théorème  fondamental.  Si  un  nombre  1*  divise  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  A et  B;  si  ce  nombre  est  premier  avec  ITin 
des  facteurs  A,  par  exemple,  il  divise  l’iiutre  facteur  B. 

Démonstration  synthétioue.  Les  nombres  A et  P .sont,  par 
supposition,  premiers  entre  eux,  ce  que  l’on  exprime  en  disant 
(|ue  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  égal  à Tunité.  Ecri- 
vons ces  trois  nombres  sur  une  même  ligne  : 

A P l; 

multiplions  A et  P par  B,  leur  plus  grand  commun  diviseur  sci  a 
multiplié  par  B ; 

AB PB B. 

Cela  posé,  P divise  AB  par  hypotlièse  ; P divise  PB;  donc  P 
divise  B,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


2Ü 
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Solulioa  analytique  de  la  même  question. 

Soit  A>P  ; P est  premier  avec  A,  leur  plus  grand  comnluu 
diviseur  est  donc  Yvnité. 

Exprimons  celte  condition  en  appliquant  aux  deux  nombres 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  ce  qui  donne 
lieu  aux  égalités  suivantes  : 

A=PQ  +R 

P=RQ'+R'  ) 

R = R’Q’4-R" 


R» = Rn+iQiw-s  t • 

Multiplions  les  deux  membres  de  chaque  égalité  par  B,  nous 

aurons  ; , 

AB  = PQB  +RB 


PB  = RQ'B  +R'B 
RB=R'0"B  + R"B 


R„B  = R„+iQ„+,B  + B. 


Enfin,  ilivisons  les  deax  membres  de  chacune  de  ces  égalités 
par  P,  afin  d’introduire  la  condition  que  P divise  AB,  et  il 

viendra 


P 


RB  R'Q"B  I R R 
-]T— — P 


R, B R„.,Qn^»B  , B 
-pr  — P -r  p- 
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Oi,  chacune  des  quanlilés  ....  ^ est  entière,  donc 

I di\isc  B,  ce  qu'il  fallait  trouver. 


Décomposition  d’un  nombre  en  facteurs  premiers. 

34B.  Le  f}j)e  général  de  la  décoiiiposilion  d'un  nombre  en 
ses  facteurs  premiers,  est  N = a". 6*. c^..  et  nous  savons  que 
ce  système  de  facteurs  premiers  est  le  seul  qui  puisse  repro- 
duire le  nombre  donné. 

Q désignant  lu  quotité  des  diviseurs  tant  simples  que  com- 
poses, c’est-à-dire  tant  premiers  que  non  premiers , nous  au- 
rons ; 


ü=(»»-hi)x(»-t-i}x(p4-i). 

Cette  formule  est  une  conséquence  de  la  manière  môme'dont 
on  trouve  les  diviseurs  d’un  nombre. 

Cette  quotité  des  diviseurs  de  N est  paireoii  impaire,  selon  que 
N n est  pas  un  carré  parfait,  ou  est  un  carré  parfait. 

L’emploi  des  formules  met  ce  principe  en  évidence. 

En  effet,  si  N n’est  pas  un  carré,  son  système  de  facteurs 
premiers  est  de  la  forme  : 


N = a*-+'xé*’'Xe*'; 

doù  Q==(2n-f  2)x(2«-f-l)x(2;i-f-l)  (nombre  pairj. 

Si  N est  un  carré,  N=a’"Xà*"'Xc*""; 
d’où  Q=(2»-f-l)x(2n'-}-i)x(2»"-t-i) (nombre impair). 


Recherche  du  plus  petit  nombre  qui  admet  24  diviseurs. 

Ô49.  La  décomposition  N = a-".ô^c^...  est  féconde  en  prô- 
blemes.  Proposons-nous  le  suivant  : Trouver  le  plus  petit  de 
tous  le.^  nombres  qui  admettent  24  diviseurs,  tant  simples  nue 
composés.  ‘ 

Supposons  le  problème  résolu  : soit  N=a".6»  cf  le  nombre 
demandé. 
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On  veut  que  24=(w  + l)X(n+l)X(;)+l).-.- 

— ï est  inadmissible,  car  »«=0  donne  a"=l. 

II  faut  donc  décomposer  24  en  facleurs  entiers  autres  que 
l’unité. 


Soit 

1 facteur  .. 

..  »/t+l  = 24,  d’où  m=z2'3. 

Soient 

2 facteurs 

,;.(»»+  1)X0*  + 1)  = 24. 

Combinaisons  seules  possibles. 

TO+1=  2, 

>»  + l=3,  WJ + 1=4, 

» + l = 12, 

W+l=:8,  w + l = 6j 

d’où 

, m—  1, 

>«  = 2,  ' >«  = 3,  • 

\ n=ll. 

a = 7,  74=5. 

Soient 

3 facteurs ....(m+1)x(»+1)XQ>4-I)=24. 

M -f- 1 = 2, 

774+  1 = 3, 

« + 1 = 2, 

»+l  = 2. 

+ 1 = 6, 

77+1  = 4, 

( 7«  = 1, 

W4=2, 

d où 

] M=l, 

n=l. 

f p=6, 

jp=3. 

Soient  4 

facteurs..,.  (w+l)x(«+l)X(p-f-l)X(r+l)=:24. 

=3, 

'• 

a + l=2, 

77  + 1=2. 

'•+1=2, 

' ni  = -2, 

d'où 

] /i=l, 

/ 7'  = 1. 

r=l. 
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r.(')u  pos<’“,  ii  esl  (hidenl  (jnc  pour  avoir  le  phis  polit  nombre 
possible  dont  le  nombre  de»  diviseurs  soit  24,  il  est  nécessaire 
et  snffis<ml  que  les  facteurs  premiers  qu’on  affectera  des  expo- 
sants m,  n,  p,  r,  soient  les  plus  petits  possible,  et  que  parmi 
ces  facteurs  on  attribue  les  exposants  les  plus  forts  aux  facteurs 
premiers  les  plus  petits.  Kn  conséquence  , le  nombre  cherché 
est  le  pins  petit  iwirnii  les  suivants  : 

2“ =4294304  , 

2"  X 3' =61 44, 

2’X3*=1162, 

2^X3’=864, 

2‘X3'X.V=480, 

2’ X 3*  X 5' =360, 

2’X.3'X5'X~'  = 420. 

Donc  360  esl  le  nombre  demandé. 

Kkmarol'K.  bc  nombre  360,  qui  rappelle  la  grativation  du 
rude , est  le  plus  petit  de  tous  les  noml)res  qui  admettent 
24  diviseurs;  mais,  est-ce  le  seul  nombre  de  froi*  chiffres  qui 
admette  24  diviseurs? 

Un  calcul,  plus  long  que  difficile,  conduit  aux  *eise nombres 
suivants  qui  admetlenl  chacun  24  diviseurs  : 

.360,  420,  480,  .504  , 540,  600,  630,  660,  672  , 756, 

780,  792,  864,  924,  936,  990; 

el  l’on  voit  encore  que  parmi  ces  nombres  360  esl  le  plus  petit. 


Ues  (raclions  irréduclibles  el  des  (raclions  décimales  périodiques. 

Nous  n’avons  rien  à ajouter  à ce  que  nous  avons  dit  en 
arithmétique  sur  les  fractions  irréductibles.  Quant  à ce  qui  con- 
cerne le  retour  d’une  fraction  décimale  périodique  à sa  géné- 
ratrice, il  ne  nous  semble  pas  possible  de  résoudre  le  problème 
plus  simplement  que  nous  l’avons  fait,  tant  qu’on  s’interdit  la 
considération  des  limites  comme  moyen  de  solulion.  La  même 
queslion,  résolue  algébriquement,  |)eut  élre  présentée  ainsi 
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qu'il  suit  : si  l’on  considère  une  suite  de  fractions  décimales , 
telles  que  0,35627  ; 0,3662727  ; 0,356272727;  ....  fractions  que 
l’on  obtient  en  mettant  27  à la  suite  de  chaque  nouvelle  frac- 
tion décimale  ainsi  obtenue , ou  a une  suite  de  fractions  déci- 
males en  nombre  indéfini;  cette  suite  tend  vere  unc/i»n7e/î»u'c; 
car,  quelque  grand  ejue  .soit  le  nombre  des  chiffres  décimaux 
qu’on  emploie,  on  n’arrive  jamais  à l’unité,  puisque  le  résultat 
reviendrait  à une  fraction  dont  le  numérateur  serait  moindre 
que  le  dénominateur. .11  en  serait  de  même  si  la  fraction  déci- 
* male  se  composait  d’une  partie  entière  et  d’une  partie  décimale; 
par  exemple, Icsnombrcs  19,35627;  19,3562727;  19,3.56272727;... 
qui  reviennent  à 1^-fO, 35627;  19-|- 0,3562727,  etc.  n’attein- 
dront jamais  19  -|- 1 ou  20. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  trouver  la  limite  /,  vers  la- 
quelle tend  la  suite  indéfinie  des  fractions  0,35627  ; 0,3562727; 
0,3.56272727,  etc.,  que  nous  désignerons  |)ar  nous 

aurons 


[1] 


/'  = 0,35627. 


Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  successivement 
par  100000  et  par  1000;  puis  retranchant  les  égalités  membre  à 
membre , nous  aurons  successivement  : 

100000/' = 35627 
1000/'  = 356,27 
99000/'  = 35627  — 356  — ^ ; 

27 


27 


d’où 

f 

99000 

99000’ 

De  même  ; 

S" 

_ 35627  — .356 

1 

99000 

99000 

Et  en  général. 

_ 35627  — 356 

1 

27 


Or,  quand  deux  quantités  variables  sont  constamment  égales 
dans  tous  leurs  états  de  grandeur j leurs  limites  sont  égales;  donc 


lim  /n  = lim 


^27  --  3.56 
99000 


' lim 


27 

^99000’  lO**" 
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Or,  la  limile  de  /,  est  / ; d’ailleurs,  le  nombre  invariable 
35627  — 350  . , . , 

— ÿgÿÿô — lui-mCme  sa  limite;  en  outre , 


lim 


1 


27 


27 


1 


99000  ■ 10*'-  99000  ' 


Um^;  mais  lim:;75^  = 0 


lorsque  » tend  vers  l'infini,  donc  finalement  J - 
ce  qu’il  fallait  trouver. 


10*** 

35627- 


■356., 


99000 


Du  plus  petit  multiple  par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Soi.  Théorème.  Le  plus  petit  multiple  de  deux  nombres  est 
égal  1”  au  produit  de  leur  plus  grand  commun  diviseur,  par  les 
quotients  de  la  division  de  ces  nombres  par  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur;  2°  au  produit  de  l'un  d'eux  par  le  quotient  de  la 
division  de  Vautre,  par  leur  plus  grand  commun  diviseur;  3“  au 
quotient  de  la  division  du  produit  des  deux  nombres  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

Soient  A,  B les  deux  nombres  proposas,  D leur  plus  grand 
commun  diviseur;  Q,  Q'  les  quotients  respectifs  de  la  division 
des  nombres  A et  B par  D. 

M désignant  le  plus  petit  multiple  de  A et  de  B , les  trois 
énoncés  donnent  : 

M = DXQXQ', 

M = AXQ'  = BXQ, 

' M = ^. 


L’identité  de  ces  formules  est  facile  à apercevoir,  car 
A=DxQ,etB  = DxQ';  attachonè-nous  à démontrer  fa  pre  - 
mière. 

On  voit  d’abord  que  BxQxQ'  est  un  multiple  de  A et  de  B ; 
si  nous  faisons  voir  que  tout  autre  multiple  de  ces  deux  nom- 


4 ' ■ ■ ■ M ■ 

f 

* Le  lecteur  qui  désirera  approfondir  ce  sujet,  pourra  consulter  un  Iravaïl 
de  M.  Catalan , Inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 


I 
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bros,  pst  1111  de  DxOxU',  le  principe  sera  (U'montré; 

or,  tout  multiple  M’,  «le  A et  «le  B,  est  multiple  de  Bx  U;  «loue 
3P=DxQxU'';  ce  même  nombre  M',  ou  son  DxQxO",  est 

aussi  un  multiple  «le  Bon  de  DxQ';  donc  - ^ ou 

U >s  y V 

est  un  nombre  entier,  c’esl-à-dire  que  Q’  divise  UxO";  or, 
0'  est  premier  avec  Ü,  d«>ncQ'  divis«*  0";  par  suite,  0"=  U'xQ""; 
conséquemment,  M = DQQ'  xQ".  C.  Q.  P’.  D.  ^ 

Remabouk.  Tout  multiple  de  deux  nombres  est  multiple  de  leur 
plus  petit  multiple. 

Problème.  Trouver  le  plus  petit  multiple  de  plusieurs  nom- 
bres donnés.  Soient  A,  B,  C,  I),  E les  nombres  proposés; 

A,  B,C,  ü,  E; 

soit  M le  plus  petit  multiple  de  A cl  B ; M',  le  plus  petit  mul- 
tiple de  M et  C;  M",  le  plus  petit  multiple  de  M'  et  U ; 
enfin,  Hr,  le  plus  pelit  multiple  de  M"  et  E;  M*  est  le  plus 
petit  multiple  demamlé;  car,  l°M'"e.st  multiple  de.\,B,C,l»,  E. 
2"  Tout  multiple  de  A,  B,  C,  D,  E est  multiple  de  M". 

En  effet,  M"  est  multiple  de  E et  de  M”;  mais,  M"  est  un  mul- 
tiple de  D cl  de  M',  donc  M"  est  multiple  «le  E,  D,  M’,  et  par 
suite  de  E,  D,  C,  B,  A. 

Réciproquement,  tout  multiple  de  A,  B,  C,  D,  E étant  mul- 
tiple de  A cl  B,  est  multiple  de  leur  plus  petit  multiple  M; 
donc 


l'rnlilèmes  divers  sor  la  combinaison  de  la^omme , du  produit,  de  la  difTé- 
rence , du  quotient , du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  |>elil  mul- 
tiple de  deux  nombres. 

îtlS5.  I.  Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  8;  10  ef 
(pli  aient  12 pour  plus  f/rand  commun  diviseur. 

Soient  8a;  cl  lOx  les  nombres  cherchés  ; 2x  est  leur  plus  grami 
commun  diviseur;  donc  2x  = 12;  «l'où  x = 6;  les  nombres  de- 
mandés sont  par  conséquent  48  et  60. 

II.  6 est  U plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  ; 144 
est  leur  plus  petit  multiple:  quels  sont  ees  nombres? 
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Soient  a;  et  y les  deux  nombres,  et  0,  ü'  b's  qnolionts  de  la 
division  de  ces  nombres  par  leur  plus  grand  eommim  diviseur; 
nous  savons  que  l44=6xQxQ';  d’où  QxQ— 24  ; la  question 
est  donc  ramem'e  à décomposer  24  en  deux  facteurs  premiers 
entre  eux;  ov,  24=1X24;  24=2X12;  24=3X8;  24=4X6; 
donc,  1x24;  3x8  sont  les  seules  décompositions  qui  ré- 
)H)ndcnl  à la  question.  • 

a:=6xQ;  y=6XQ', 

Q=1  0 = 3. 

Q'=24  Q'=8’ 

par  suite  les  solutions  du  problème  sont  : 6 et  144;  18  et  48. 

III.  Le  produit  de  deux  nombres  «<864,  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  est  6 ; quels  sont  ces  nombres  ? 

6a:X6y  = 864 
d’où  36a:y  = 864 

xy  = 24,  donc 

IV.  La  somme  de  deux  nombres  est  66  ; leur  plus  grand  commun 
diviseur  est&  \ quels  sont  ces  nosnbres^ 

6x  + 6y  = 66 
a;-}-y  = ll;  donc 

V.  Leproduit  de  deux  nombres  est  884  ; leur  plus  petit  multiple 
est  144 , quel  est  leur  plus  grand  commun  diviseur  Y 


mais 

donc 


ainsi 


144  = DX0X0', 
864'=D0xDQ' 

= D*X0Q', 

144 

^-TT’ 

864  = 11X144 

^~144~®’ 

144 

QQ'  = — = 24;  donc. 

O 


Ainsi, 

d’où 
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VI.  Partager  144  en  trois  parties  inégales  dont  12  soit  le  plus 
grand  commun  diiiiseur. 

12a;+12y-|-l2s  = l44, 


x=.  1 

X=: 

a:  = l 

a;  = l «=2  a;=3 

y=2 

y — 

3 

a;  = 4 

a:=5  y =3  y =4 

z = 9 

C = 

8 

x=y 

' a;  = 6 z=7  s = 5; 

lite 

12 

24 

108 

(première  solution), 

12 

36 

96 

' (deuxième  solution), 

12 

48 

84 

(troisième  solution). 

12 

60 

72 

(quatrième  solution). 

• 

24 

36 

84 

(cinquième  solution). 

36 

48 

60 

(sixième  solution). 

VII.  La  somme  de  deux  nombres  est  240 , leur  plus  petit  mul- 
tiple est  1768,  quels  sont  ces  nombres? 

Soient  a:  et  y les  deux  nombres  demandés;  soient  Q et  Q'  les 
quotients  respectifs  de  ces  nombres  par  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  que  nous  désignerons  par  D ; nous  aurons  suc- 
cessivement •/ 


1 a:-t-yr=240, 

IDxQxQ'  = 1768, 


d’ailleurs 


d’où 


ou 


a?=DxQ:  y=DxQ'; 

Q', 

Q. 


1768 

X 

1768 

y 


X 

Ï768 


1^ 

Ü” 

1768  “ 0’ 
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ajoutant,  membre  à membre,  les  deux  dernières  égalités,  il 
vient 

240'_Q  + Q' 

1768 


ou 


i®. 

221 


QXQ” 

Q + Q’. 


QxQ"’  ■ 

ces  deux  fractions  ïrréd«c<ié/M,équivalentes  donnent  : 

[1]  Q+Q'=30  - 

[2]  QQ'  = 221. 


Q et  Q'  sont  donc  les  racines  de  l’équation  du  second  degré 


V 

' s*— 30;+ 221=0, 

par  suite 

0=13;  a:  = DQ  = 104; 

Q'^f=17;  .y  = DQ'=136; 

en  résumé,  104  et  136  sont  les  deux  nombres  qui  seuls  répon-' 
dent  h la  question  proposée. 


’ ’.  ké  ‘ r ■' 


> 
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CHAPITRE  II. 

r 

APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE  A L’ARITHMÉTIQUE  EX 
CE  QLT  CONCERNE  LES  ÉQUIDIFFÉRENCES , LES 
PROPORTIONS,  LES  RÈGLES  DE  TROIS,  DE  SOCIÉTÉ, 
DE  FAUSSE  POSITION,  LES  PROGRESSIONS  ET  LES 
LOGARITHMES. 


sommaire. 


.'inS.  Rappeler  la  délinition  d'une  équidilTérence  et  d'une  proportion.  — 
584.  Théorèmes  fondamentaux  des  équidifférences  et  des  proportions, 
Oonsr'-quences  diverses.  — 588.  Règles  de  trois.  — .586.  Règle  de  so- 
,riélé.  — 587.  Dos  problèmes  de  fausse  position  d'alliage  et  de  mélange. 

— 51{8.  Des  progressions  par  différence  et  par  quotient.  Conséquences 
diverses.  — 580.  Somme  des  termes  d'une  progression  par  différence. 

— 500.  Somme  des  n premiers  nombres  impairs.  — 5(!|.  Table  des 

carrés  par  addition.  — 5CÎ.  Résolulion  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion a;’ = ÿ* -)- s’.  — 505.  Application  géométrique  de  la  formule 
a:*=ÿ*-f-  — 564.  Autre  application  relative  à la  chute  des  corps.  — 

508.  I.a  progression  t.3.5.7 est-elle  la  seule  qui  jouisse  de  la  pro- 

priété S=rr*  quel  que  soit  »i?  — 500.  Des  problèmes  relatifs  aux  pro- 
gressions par  différence  provenant  de  la  simultanéité  des  formules 
/=a-f-(n  — 1)r  et  S=J(a-|-0n-  — 307.  Somme  des  termes  d'une 
progression  par  quotient.  — .560.  Limite  de  la  somme  des  termes  d'une 
progression  par  quotient  décroissante  à l'infini.  — .560.  Principes  re- 
latifs aux  puissances  d'une  quantité  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité.  — 570.  Des  problèmes  relatifs  aux  progressions  par  quotient 

provenant  de  la  combinaison  des  formules  S = “ 


ou  S 


9-t 


— .571.  Des  logarithmes.  Conséquences.  — .572.  De 


l'incommensurabilité  des  logarithmes.  — .575.  Recherche  de  la  formule 
fondamentale  des  intérêts  composés.  — .574.  Examen  du  cas  où  le 
nombre  des  années  est  fractionnaire.  — .578.  Problèmes  numériques 
sur  les  intérêts  composés.  — 570.  Recherche  de  la  formule  fondamen- 
tale des  annuités.  — 577.  Problèmes  numériques  sur  les  annuités. 
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— r>78.  Autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager  lee  anouites. 

— 579.  Programme  sommaire  servant  d’indication  dans  la  manière  du 
revoir  l’arithmétique  ainsi  que  les  questions  analogues  en  algèbre  de  façon 
à coordonner  toutes  les  questions  semblables.  — S80i  Exercices. 


Des  équidifférences  et  des  proportions. 

385.  On  appelle  équidifférence  l’assemblage  de  quatre  quan- 
tités telles  que  la  différence  des  deux  premières  est  égale  à lu  > 
différence  des  deux  dernières. 

Celte  différence  est  positive  ou  négative.  ’ 

On  appelle  proporfton  l’assemblage  de  quatre  quantités  telles 
(jue  le  quotient  des  deux  premières  est  égal  au  quotient  des 
deii.v  dernières. 

Ce  quotient  est  positif  ou  négatif. 


Théorèmes  fondamentaux  des  équidifTêrences  et  des  proportions. 

384.  Théorème.  Dans  toute  équidifférence , la  somme  des  ex- 
trêmes est  égale  à la  somme  des  moyens,  et  réciproquement. 

Soit  l’équidifférence  a.bic.d. 

D’après  sa  définition  a — b=c  — d. 

Transposant  les  termes  négatifs  d’un  membre  dons  l’autre,  il 
vient 

a-\-d  = b-\-c, 

ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Réciproquement,  si  a-|-d  = é-}-c,  il  y a équidifférence  entre 
les  ({uatre  quantités  a,  b,  e,  d. 

En  effet , transposant  les  ternies  b et  d,  il  vient 

a — b—c  — d, 

on  u.b'.c.d. 

La  délitiition  de  la  pro|Kn  tion  ne  dilTcraiil  de  celle  de  l'équi- 
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différence  qu’en  ce  que  lu  soustraction  est  remplacée  par 
une  division  , l’analogie  fait  voir  que  a . b : c .d  donnant 
tt-\-d  = b-\-c,  a:  b::  c : d donnera  a'X.d  = bx.e,  c’est-à-dire 
que , dans  toute  proportion , le  produit  des  extrêmes  est  égal  au 
produit  des  moyens.  On  peut  d'ailleurs  démontrer  le  principe  en 
faisant  les  opérations  corres|)ondanles  à celles  que  nous  avons 
exécutées  à l'égard  de  l’équidiffércnce. 


En  effet 


a:  b ::  e:  d 


donne 


a c 

T)~~7l' 


Chassant  les  dénominateurs,  il  vient  < 
aXd=àXc. 


Réciproquement 

r 

donne 

d’où 


a'X.d=b'X.c 

aXd 
— = c 

ê 

a c 


b~d’ 
a:  b ::  c : d, 


c’esl-à-dirc  que  si  le  produit  de  deux  quantités  est  égal  à celui  de 
deux  autres  quantités,  ces  quatre  quantités  peuvent  former  une 
proportion  ayant  pour  extrêmes  les  deux  facteurs  d’un  produit, 
et  pour  moyens  les  deux  facteurs  de  t autre. 


Remarque  1.  Le  théorème  du  n*  5di  dont  la  réciproque  est 
vraie  se  nomme  le  théorème  fondamcnlal  des  équidiffércnccs , 
parce  que  de  celle  propriété  on  peut  déduire  toutes  les  autres. 

La  même  observation  s’applique  au  théorème  des  proportions. 

\ » 

Remarque  11.  La  démonstration  précédente  du  principe  des 
proportions  est  plus  expéditive  (pie  celle  que  nous  avons 
donnée  en  arithmétique , et  cependant  elle  y serait  déplacée 
pour  plusieurs  raiscins  ; l.a  première,  c'est  quelle  n’exigerait 
aucun  effort  d’esprit;  la  .seconde,  c’est  que  la  démonstration 
serait  en  défaut  si  les  termes  de  la  proportion  étaient  fraction- 
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naires,  puisqu’en  arithmétique  les  deux  termes  d'uuc  fractioii 
sont  des  nombres  entiers.  ‘ 

Problème.  Tiouver  le  quatrième  terme  d’une  équidifférence, 
connaissant  los  trois  autres. 


Exemple. 

donne 

d’où 

Pareillement 

donne 


a.b'.c.x 
a-\-x  — b-\-c\ 
x=  b-\-c — a. 
0.6  : x.d 
x = a-\-d  — 6. 


Quant  aux  proportions,  ['analogie  suflfil  pour  permettre  de 
poser 

bc 

a:  b ::  c : — 
i a 


ad  , 

O ; 6 ::  -r  : d- 

' 6 

Problème.  Insérer  mie  moyenne  arithmétique  entre  deux 
nombres  donnés  a et  6. 

Soit  X cette  moyenne.  Par  définition , x surpasse  a d’autant 
qu’il  est  surpassé  par  6 ; donc 

' / * . 

y a .X  X . b.\  ' 

d'où  = « -t”  6 

0-1-6 

X—  2 • 

Quant  à la  moyenne  géométrique , l’analogie  donne  immé- 
diatement X = y/ax.b , c'est-à-dire  que  chaque  opération  est 
remplacée  par  l’opération  immédiatement  supérieure;  ainsi, 
['addition  o-}-6  est  remplacée  par  la  multiplication  ox6;  la 

division  fLzL?  est  remplacée  par  ['extraction  de  la  racine  carrée 

n/oX  6.  . , . 
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IlEMARyrE.  Si  (le  “ on  relrauchc  vrtX&>  on  lrou\c  un 
rcsullal  positif;  donc 

[«] 

c’est-à-dire  que  la  moyenne  arithmétique  est  plus  grande  que  la 
moyenne  géométrique.  Les  deux  moyennes  seraient  égales  si 
l’on  avait  a = b.  La  géométrie  met  l’inégalité  [1]  en  parfaite 

évidence,  puisque  ° ^ - est  une  oblique  au  diamètre,  tandis 

(juc  v'axi  est  une  perpendiculaire  (issue  d'un  môme  i>oint) 
sur  ce  même  diamètre. 

L’analogie  que  nous  avous  remarquée  à l’égard  dos  équidif- 
férences  et  des  propoi  lioiis  peut  s'étendre  aux  projwrtions  si- 
multanées : 

Exemple.  Les  équidilTcrences 

u.b’.c.d 

a'.b':c'.d' 

donnent  (a-j- a').(6-t-6')  : (c  + O .(rf-f-d'), 

c’est-à-dire  que  l’on  peut  ajouter  deux  équidilTérences  terme  à 
terme  ; par  conséquent , les  proportions 

a\b  V.  c \ d 

a’:b'::c':d’ 

donnent  aa!  : bb'  ::  ce'  : dd'; 

ce  que  d’ailloiu's  on  peut  vérilier  ainsi  qu’il  suit  ; 

aa’dd'  = bl/cc',  . ^ 

ou  ad  X a'cP  — bc'><.  b'c'. 

Or,  ad  = bc,  (z’d' = ô'c' ; donc 

En  conséquence,  on  |>cut  multiplier  des  proportions  terme  à 
lermc. 


t 
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Lcü  deux  équidiffércnces 

rt.fr  : c.d 
a'.b'ic’.ie 


dunnent 


(rt  — rt').(fr — fr')  : (c — c').(d — (f); 


C : d 

e'  :d! 

\ -1  » . 

e ,d 

c”d’’ 

é 

donnent  ^ ÿ * F 

c’est-à-dire  que'pouvant  soustraire  deux  équidifférenccs  terme 
à terme , on  peut  diviser  deux  proportions  terme  à terme. 

On  voit  par  là  que  l'on  ne  pourra  pas  toiÿours  ajouter  des 
proportions  terme  à terme;  aussi,  avons-nous  fait  connaître, 
au  D°  8S9  de  l’arithmétique,  la  condition  pour  qu’il  en  fût 
ainsi. 

Rkharocs  1.  Dans  la  théorie  des  proportions  exposée  en 
aritlimétique  les  quantités  proportionnelles  étaient  essenticllc- 
inent  positives  ; en  algèbre,  les  termes  sont  positifs  ou  négatifs  : 

1 : —1  — 1 : i, 

Ccl  exemple  fait  voir  que  le  premier  antécédent  d’une  propor- 
tion peut  être  plus  grand  que  son  conséipienl,  sans  que  la  mènic 
relation  ait  lieu  entre  les  deux  autres  termes  de  la  proportion. 

Remarque  II.  On  a vu  en  arithmétique,  que  l’égalité  des  con- 
séquents d’une  proportion  entraîne  l’égalité  des  antécédents  ; 
en  est-il  toujours  ainsi  dans  les  proportions  algébriques  ? 


'■’ÜT’: 


'Soit 
d’où 
Si 

il  vient 


a : b ::  c : d\ 
rtXd  = frXe. 
b = d, 
a = c. 


Toutefois,  il  est  essentiel  d’ohservcr  que  si , jnir  suite  d’une 
hypothèse  particulière,  les  conséquents  venaient  à s’évanouir, 
auquel  cas  la  suppression  du  facteur  commun  ne  serait  plus  |K’r- 

29 
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mise,  on  ne  pounail  plus  conduic  que  6 = rf;dans  ce  cas, 
l’égalilé  des  antécédents  ne  serait  pas  une  conséquence  néces- 
saire de  celle  des  conséquents. 


Exemple.  La  proportion 

a : p—q  " b : p—q 

ne  donne  pas  nécessairement  a = 6 , si  l’on  suppose  que  1 on 
ait  P —q=0. 

L’omission  de  cette  exception  pourrait  induire  en  erreur. 

Exemple.  On  démontre,  en  géométrie,  que  tout  triangle  rec- 
tangle ABC  dont  on  projette  en  D le  sommet  A sur  l’hypoténuse 
BC,  doime  la  proportion 

ÂB*  ; ÂC*  ::  BD  ; DC. 

k 

Cela  posé,  on  demande  si  la  réciproque  est  vraie;  on  supiwse 
d’ailleurs  que  la  hauteur  AD  tombe  dans  l’intérieur  du  triangle. 
A cet  effet,  la  proportion 

1^13  ÂB*  : âE’::BD:DC, 

donne  successivement  : 

Aff-j-ÂC*  : ÂB*-ÂC*  BD-f-DC  : BD-DC, 

Â5*-j-ÂC*:  ÂB'-ÂC*::  (BD  + DC)*:(BD-DC)(BD-fDC), 
[2]  âS*-|-ÂC*  : ÂB*— Â(?  ::  BC*  : BD*— DÛ*. 

Or,  les  triangles  rectangles  BAD,  DAC  donnent 
ÂB*=ÂÜ*-f-5D*, 

ÂC*  = AD*  -|-  DC  , 


a>où  âF-âc*=bd*-dc. 

L’égalité  des  conséquents  de  la  proportion  [21  conduit  à 
ÂB'-t-ÂC‘  = BC*;  pai-  suite,  le  triangle  BAC  est  rectangle 
en  A.  . 
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DE  l’algèbre  a l’arithmétique. 

Soit  actuellement  un  triangle  isocèle  quelconque  ABC,  me- 
nons la  hauteur  AD,  et  nous  aurons  la  proportion  identique  : 

ÂB*  : ÂC*  ::  BD  ; DC. 

Donc,  tout  triangle  isocèle  est  rectangle,  ce  qui  est  absurde. 
En  conséquence,  nous  dirons  : 

.S»  les  carrés  des  côtés  d'un  triangle  sont  entre  eux  comme  les 
segments  adjacents  déterminés  par  la  hauteur,  ce  triangle  est 
isocèle  ou  rectangle. 

111.  Les  proportions  par  quotient  jouissent  exclusivement  de. 
quelques  propriétés,  parmi  lesquelles  nous  remarquerons  les 
suivantes  ; 

Théorème.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux  la  somme  des  anté- 
cédents est  à la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à 
son  conséquent. 

« 

Soit  a:b::  c:d::e:f  ::  g:  h:: ...., 

a = bq, 
e = dq, 
e = fq, 

9 = hq, 


d’où  a-\-c-\-e-\-g-\-  ...,  = {b-\-d-\-f-\-h-{-..^.)q\ 
a-]“C -\-e -\- g a 

Conséquence.  Si  plusieurs  fractions  sont  équivalentes,  et 
qu’on  les  ajoute  terme  à terme,  on  formera  une  fraction  équi- 
valente à chacune  d’elles. 

IV.  Supposons  qu’au  lieu  d’ajouter  les  égalités  ci-dessus,  on 
les  multiplie  membre  à membre , on  aura 

/ fl\  * û" 

aceg....  = bdfh....q’'=\^J 

( n désignant  le  nombre  des  rapports).  Cette  égalité  traduite  en 


Digitized  by  Google 


AITLII.VTION 


452 

languge  ordinaire,  duiinc  lieu  à un  principe  qu'un  a quelquc- 
luis  occasion  d’appliquer. 


V . Dam  une  suite  fie  rapports  égaux,  ta  somme  des  mogenne.- 
est  égale  à la  moyenne  des  sommes,  c’esl-à-dire  que 


y/a6 v' cd -f  v'e/'-l- = V^(rt + c + c -f  (6  4- 1/ -f /■+ /(  J . 


En  effet , 


ajoutant  membre  à membre,  et  obser\ant  que  les  radicau.x 
v/^vA^  ....  sont  égaux  , il  vient 

v'a6  + v/cd4->/ê7+ v'i/A  = (rt  + e4-c  + ÿ) 

^bJJ±f+h. 


= («  + <■+«  + ?) 


i + c + e+ÿ 


faisant  entrer  le  coefficient  du  radical  sous  le  radical,  et  sbu- 
])iifiant,  on  a G.  Q.  F.  D. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  cette  formule  à 
la  recherche  de  la  mesure  du  tronc  de  pyramide  polygon.alc  à 
bases  parallèles. 


Des  règles  de  trois.  ^ 

ôôd.  l'noBLKMK.  Pour  creuser  un  fossé  de  !K)  mètres  de  prolon- 
deur  on  a employé,  pendant  15 jours,  12  ouvriers  qui  travailtfiienl  I 
8 heures  juir  jour.  Pour  en  creuser  un  second , on  a em/doiir 
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16  ouvriers  travaillant  pendant  18  jours , et  9 heures  par  Jour  ; 
quelle  est  la  profondeur  du  second  fossé?  (Arithmétique,  n*  5i2.) 

Pour  résoudre  généralement  cette  question  nous  remplace- 
rons les  nombres  par  des  lettres,  et  nous  dirons  : 

a ouvriers,  pendant  b jours,  et  travaillant 

c heures  par  jour,  ont  fait 

1 ouvrier,  pendant  b jours,  et  travaillant 

c heures  par  jour,  fera 

1 ouvrier,  pendant  1 jour,  et  travaillant 

c heures  par  jour,  fera. 

1 ouvrier , pendant  1 jour , et  travaillant 

1 heure  par  jour,  fera 

«'  ouvriers,  pendant  1 jour,  et  travaillant 

1 heure  par  jour,  feront 

a' ouvriers,  pendant  6' jours,  et  travaillant 

] heure  par  jour,  feront 

a’  ouvriers,  pendant  é' jours,  et  travaillant 
c'  heures  par  jour,  feront 

Soit  X l'inconnue,  on  aura 

dX.a'Xb’X.c' 

• SC  — — • 

aXôXc 

Connaissant  7 des  quantités  qui  entrent  dans  cette  formule , 
un  pourra  déterminer  la  huitième  par  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  premier  degré. 

Règle  de  société. 

3j>6.  Problème.  Partager  un  nombre  donné  N en  n parties  qui 
soient  entre  elles  comme  les  nombres  donnés  a,  h,  c,  d.... 

1"  Par  les  proportions  : 

* Ou  d“  |>ar  abréviation. 


d mètres'' 

f/m 

a 

d" 

aX.b 

d"' 

ax.b'^c 

d"  X«' 
a-Xb-X.c 

d"  X a' b' 
aXbXc 

d“'  X g'  X.b'Xc' 
a XhX  r 
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Soient  x,  y,  s,  u...  les  inconnues  de  la  question,  nous  aurons 
a:x::b:y::c:z::  d:u 

d’où  a + - b’.yy.c’.z 

:: 

aN 

par  suite,  x = ■ 


x~\~  b~\~c  "f-  d 
cN 

fl-|-  b -|-  c d -j*...* 
dN 


u = 


a+ô-f  c + d+...’ 


VÉRIFICATION.  Les  iiombrcs  trouvés  sont  entre  eux  comme  les 
quantités,  car  ils  reviennent  chacun  à 


aX 

bx 

ex 


N 


ü b c d-j-,.,^ 
N 

a-j-é-f-c-|-d-|-...* 

N 


o + 6+c  + d+...' 
En  outre,  1a  somme  de  ces  nombres  donne 
N(g+6+c+d4-...) 

2*  Par  les  équations: 

[1]  x + y-f  s4-w-f-...  = N, 

[2] 


[3] 

[4] 


X a 

ÿ~b’ 

X a 

X ^.a 
V d' 
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La  forme  particulière  de  ces  n équations  du  premier  degré 
à n inconnues , permet  de  les  résoudre  avec  une  extrême  fa- 
cilité. Exprimons  chacune  de  ces  inconnues  en  fonction  de  x; 
nous  aurons 

b e d 

y = -x,  z = -x,  u = -x.... 

' a ’ a a 

Substituant  ces  valeurs  dans  [1],  on  trouve 

oN 

ü b c -|-  d “f"...* 

et  par  suite  toutes  les  autres  inconnues. 

3“  Par  une  seule  équation. 

Les  nombres  cherchés  sont  entre  eux  comme  les  quantités 
données  a,  b,  c,  d...,  ce  qui  veut  dire  que  ces  nombres  sont 
égaux  à ces  quantités  respectivement  multipliées  par  un  même 
nombre;  soit  x ce  nombre,  nous  aurons  ; 

or -|- to ex da? = N, 

(a -}- è -f- c-}- d,..)x=N, 

N 

û b -j-  O -j—  d “|-  ••• 

on  aura  donc  la  valeur  de  chaque  inconnue  par  une  simple 
multiplication. 

Cette  méthode  déjà  remarquée  en  arithmétique  est  d’une 
grande  simplicité , puisqu’elle  n’exige  qu’une  équ.ition  ; en  gé- 
néral , il  sera  bon  de  l’employer  dans  les  problèmes  qui  com- 
prendront dans  leur  énoncé  la  proportionnalité  des  nombres 
cherchés. 

Exemple.  Trouver  les  longueurs  des  trois  dimensions  d’un 
parallélipipède  rectangle  de  S'fO  mètres  cubes  de  volume , 
sachant  qu’elles  sont  entre  elles  ; : 7 : 5 ; 3. 

7x,  5x,  3x  désignant  les  longueurs  cherchées,  on  aura 

7xx5x  X3x  = 840, 

105x*  = 840,, 

^ = ?M  = 8. 

x=2; 


d’où 

et  par  suite , 
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par  suite,  14  mètres,  10  mètres  et  6 mètres  sont  les  trois 
dimensions  cherchées. 


Des  problèmes  de  fausse  position , d'alliage  et  de  mélange. 

5tS7.  Nous  avons  montré,  en  arithmétique,  tout  le  parti  que 
l’on  pt'ul  tirer  du  raisonnement  pour  résoudre  les  problèmes  de 
l'aiisse  position  sinqilc  ou  composée.  I..a  plupart  de  ces  questions 
se  résolvent  d'une  mauièiv  plus  expéditive  en  algèbre.  C’est 
encore  à l’algèbre  qu’il  faut  avoir  recours  lorsqu’on  veut 
donner  la  règle  générale  relative  îl  ces  problèmes.  Toutefois, 
comme  les  élèves  ne  sauraient  faire  trop  d’efforts  en  aritbnié- 
Uque  |M)ur  développer  leur  intelligence,  nous  n’avons  pas  cru 
devoir  passer  ces  applications  sous  silence.  Ajoutons  que  la  com- 
paraison des  deux  modes  de  solution , comparaison  que  nous 
avons  déjà  indiquée  à la  fin  du  livre  I,  sera  un  exercice  utile, 
< nr  le  succès  dans  l’étude  des  parties  diverses  des  mathémati- 
ques, repose  sur  la  comparaison  des  métliodes  qui  y sont  em- 
ployées. Ce  que  uous  venons  de  dire  de  la  résolution  des  pro- 
blèmes de  fausse  position , s’applique  également  aux  problèmes 
d'alliage  et  de  mélange.  Entre  auti  es  applications,  nous  indique- 
rons le  problème  d’arithmétique  du  n°  3S8 , qui  repose  de  fait 
sur  la  résolution  de  deux  équations  du  premier  degré.  L’in- 
suffisance  de  l’arithmétique  en  ce  qui  concerne  les  problèmes 
sur  les  mélanges,  est  facile  à reconnaître,  puisque  la  plupart  de 
ces  questions  dépendent  de  Fanalyse  indéterminée  du  premier 
degré  à une  ou  à plusieurs  inconnues. 

Exsmplx.  Combien  faut-il  prendre  de  vin  à 15  sous,  à 10  sous, 
et  à 8 sous  le  litre,  pour  avoir  du  vin  à 12  sous  le  litre? 

Les  équations  du  problème  sont  : 

«+y+-  = i. 

15a? -t- lOy -f  8s  = 12. 

Leur  résolution  en  nombres  entiers  dépasse  les  bornes  de 
l'arithmétique. 
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Des  progressions  par  difTérencc  et  |iar  quotient. 

I.  On  distingue  deux  espèces  de  progressions  : les  pro- 
gressions par  différence  et  les  progressions  par  quotient. 

Une  progression  par  différence  est  une  suite  de  nombres  tels, 
qu’m  diminuant  chacun  d'eux  du  précédent,  on  obtient  un  nombre 
constant  qu'on  appelle  lu  raison  de  la  progression. 

Une  progression  par  quotient  est  une  suite  de  nombres  tels,  qu’m 
divisant  chacun  d’eux  par  le  précédent,  on  obtient  un  nombre 
constant  qu’on  appelle  la  raison  de  la  progression. 

11.  La  progression  aritlunétique  est  croissante  ou  décroissante, 
suivant  que  la  raison  positive  ou  négative. 

I.a  progression  géométrique  est  croissante  ou  décroissante, 
suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  l’unité. 

in.  a étant  le  premier  terme  d’une  progression  imithmélitiue 
et  rla  raison,  le  type  général  de  ces  progressions  sera 

vo. a -(-r . o-f-  2r . a-)- 3r «-!-(«  — l)r 

(n  désignant  le  nombre  des  termes  de  la  portion  de  progression 
indéfinie  que  l’on  considère). 

q étant  la  raison  d’une  progression  géométrique,  le  type  gé- 
néral de  ces  progressions  sera 

. a a:aq  : aq*  :a<^  : ...  : aq"-\ 

IV.  I..a  comparaison  des  deux  progressions  montre  une  ana- 
logie frappante  ; les  sommes  sont  remplacées  par  des  produits, 
et  les  produits  sont  remplacés  par  des  puissances. 

V.  L’emploi  des  formules  simplifie  la  théorie  des  progressions 
par  difTérencc  et  par  quotient,  dont  les  propriétés  nous  sont 
déjà  connues. 

VI.  Désignons  par  l un  terme  de  rang  quelconque  ; les  deux 
énoncés  du  n"  99  de  l'Arithmétique  auront  pour  expression  al- 
gébrique ; 

[1]  / = o-f(»  — l)r, 

[2]  /=fl  — (n— l)r. 
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APPLICATION 


Mois  la  raison  r élan!  négative  dans  le  cas  de  la  progression  dé- 
croissante, l’égalité  [2]  est  implicitement  renfermée  dans  l’éga- 
lité [1] , en  sorte  que  la  formule  l=a-\-{n — l)r  sera  l’expression 
du  terme  général  dans  les  progressions  par  ditTérence. 

L'analogie  (ou  bien  ce  qui  a été  dit  au  n°  lil  de  XArithmé- 
tiqve)  donne  immédiatement 

[3]  l = aq’'-' 

pour  l'expression  du  terme  général  dans  les  progressions  géo- 
métriques. 

VII.  I^s  quatre  problèmes  résolus  en  arithmétique,  à l’égard 
du  premier  et  du  dernier  terme,  du  nombre  des  termes  et  de  la 
raison , soit  pour  les  progressions  arithmétiques , soit  pour  les 
progressions  géométriques,  se  trouvent  implicitement  renfermés 
dans  les  deux  formules  précédentes , qui  contiennent  chacune 
quatre  quantités.  Trois  de  ces  quantités  étant  données,  la  réso- 
lution d'une  équation  fera  connaître  la  quatrième. 

Exemple.  Trouver  la  raison,  connaissant  le  premier  terme,  le 
dernier  terme  et  le  nombre  des  termes. 

L’équation  [1],  résolue  par  rapport  à r,  donne 


r = 


l — a 
n — 1* 


L’équation  [3],  résolue  par  rapport  à q,  donne  pour  formule 
correspondante 


-Vi. 


en  sorte  que  si  l’on  voulait  insérer  m moyens  entre  deux  nombres 
donnés  a et  b,  on  aurait 


l — a 


OT-f  1 ’ 

=7!. 


selon  que  la  progression  serait  par  différence  ou  par  quotient. 

La  raison  une  fois  connue,  soit  exactement,  soit  approxima- 
tivement, l’insertion  des  moyens  se  fera  sans  difficulté. 
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VIII.  On  remarquera  que  si  l’indice  i«  -f- 1 renfermait  des 
facteurs  premiers  autres  que  2 et  3,  une  méthode  nouvelle  de- 
viendrait nécessaire  pour  calculer  la  raison  de  la  progression 
géométrique  cherchée. 

La  formule  du  terme  général  une  fois  établie , on  passe  à la 
sommation  des  termes  d’une  progression.  Cette  sommation, 
pour  les  progressions  arithmétiques,  repose  sur  ce  que  la  somme 
des  termes  pris  à égale  distance  des  extrêmes,  est  égale  à la  somme 
des  extrêmes. 


Somme  des  termes  d'une  progression  par  différence. 

3S0.  IX.  Considérons  la  progression 

[1]  Ta.a-|-r.a-|-2r. ..a-f(n  — 3)r.a-j-(« — 2)r.o-f-(« — l)r. 

Écrivons  au-dessous  la  môme  progression  dans  un  ordre  ren- 
versé, il  viendra 

[2]  Ta-f(n— l)r .a-|-(n — 2)r.a-|-(n — 3)r. . .a-f2r.a  + r.o. 

La  somme  des  deux  termes  correspondants,  dans  ces  deux 
suites,  est  constamment  égale  à 2a  -j-fn — l)r;  d’ailleurs,  celte 
sonune  égale  la  somme  a -f-  f des  extrêmes,  puisque 

2a -|-  (n  — l)r  = o-j-a-(-(n — l)r  = a-t-  l, 

et  comme  il  y a n de  ces  sommes , la  somme  des  termes  des 
deux  progressions  [1]  et  [2],  ou  2S,  sera  égale  ü (a-f-/)n;  en 
sorte  que  nous  pourrons  écrire 

[4]  S = 

Cette  formule  est  la  traduction  abrégée  de  l’énoncé  de  la  règle 
du  n®  108  de  V Arithmétique  : La  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression par  différence  est  égale  à la  somme  des  extrêmes  multipliée 
par  la  moitié  du  nombres  des  termes. 

X.  Puisque  2o-f-(«  — l)r=:o-}-/,  on  peut  encore  écrire 

[5]  S = + 
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Celte  formule  montre  que  la  somme  des  n premiers  termes  do 
la  progression  est  entière  si  le  premier  terme  et  la  raison  sont 
(les  nombres  entiers,  ce  qui  d’ailleurs  est  évident  de  soi-même. 

XI.  L’analogie  nous  montre  que 

[6]  P = V/(Ï>^ 

est  la  formule  du  produit  detnpremiers  termes  tF une  progresnion 
géométrique,  puisqu’il  suffit , dans  la  formule  [4] , de  remplacer 
elia<|ue  opération  par  celle  qui  lui  est  immédiatement  sujié- 
rieure. 

On  peut  aussi  établir  directement  celte  formule  de  la  manière 
suivante  ; 

I) 

»(»-ii  

or,  rt"Xç  * = 

= v'taxO". 

Si  rt  et  sont  des  quantités  commensurables,  le  produit  P est 
(‘videmmenl  commcnsurablc ; la  formule  satisfait  d’ailleurs  è 
l'olte  condition. 

En  effet,  si  n est  pair,  P = (a/)’;  donc  ...  ; 

Si  n est  impair,  il  suffit  de  remplacer  / par  sa  valeur  aq"~', 
auquel  cas 

«(«-Il 

' P = a"X<7  ‘ ; 

or,  n(n  — l)esl  toujours  pair;  donc. . . 

360.  Phobléme.  Trouver  la  somme  des  n premiers  nombres  im- 
pairs. 

Les  nombre.s  impairs  consécutifs  forment  une  progression 
par  différence,  dont  le  premier  terme  est  1,  et  dont  la  raison 
est  2 ; il  suffit  donc  d’introduire  ces  deux  valeurs  particulières, 
qui  caractérisent  la  progression  en  question  dans  la  formule  [5], 
pour  répondre  au  problème  proposé;  on  trouve  ainsi,  réduc- 
tions faites,  S = n*;  donc  la  somme  des  n premiers  nombres  im- 
pairs est  égale  au  carré  du  nombre  des  termes. 

Si  on  demandait  la  somme  des  n premiers  nombres  natu- 
rels 1,  2. 3,  4,  .5, on  ferait  dans  la  formule  [4]  n=l,  l=n. 
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ôOl.  La  formule  S=n’  permel  de  former  par  addition  la 
table  des  carrés  des  n premiers  nombres  consécutifs. 

562.  La  même  foitnule  permet  aussi  de  trouver  trois  carres 
(entiers)  tels  que  le  plus  grand  soit  égal  à la  somme  des  deux  autres  ; 
autrement  dit,  de  résoudre  l’équation  indéterminée  du  second 
degré  «•  = y*  -f*  nombres  entiers  positifs. 

A cet  effet,  écrivons  la  progression , 

f 1.3.5.7.9.11.13.15.17.19.25 

La  somme  des  5 premiers  termes  est  25  ; dans  cette  somme 
le  5*  tenne  9 est  un  carré  ; or,  la  somme  des  4 premiers  termes 
est  le  carré  de  4 ou  16;  donc  25  = 16+9.  On  peut  donc  poser 
a:=5,  y=4,  3=3.  On  trouverait  de  même  les  autres  solutions. 


Applicalion  géométrique  de  la  formule  x’  = y’  + A^ 

365.  On  dit  quelquefois  que  les  nombres  3,  4,  5,  sont  des 
nombres  en  triangle  rectangle,  parce  que  tout  triangle  dont  les 
côtés  sont  numériquement  égaux  à 3 , 4 , 5,  est  un  triangle  rec- 
tangle. Ces  nombres  permettent,  comme  on  le  voit,  d'élever  une 
perpendiculaire  à l’extrémité  d’une  droite  sans  la  prolonger, 
ou  bien  encore  de  construire  une  équerre.  On  peut  remarquer, 
en  passant,  que  l’aire  du  triangle  3,  4,  5 est  6,  en  sorte  que 
les  trois  côtés  et  la  surface  de  ce  triangle  sont  quatre  nombres  en- 
tiers consécutifs. 

364.  L’expérience  prouve  qu’un  corps  obéissant  librement  à 
l’action  de  la  pesanteur,  parcourant  1 pendant  la  première 
seconde,  parcourra  3 pendant  la  deuxième,  5 pendant  la  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite;  ainsi , les  espaces  parcourus  forment  la 
suite  naturelle  des  nombres  impairs;  donc,  les  espaces  parcourus 
par  un  corps  soumis  à l’action  de  la  pesanteur,  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  des  temps  employés  à les  parcourir. 

Application.  Une  bombe  a mis  aidant  de  temps  à monter  qu’à 
ilescendrc,  son  mouvement  a duré  10  secondes.  A quelle  bail- 
leur s'esl-elle  élevée,  en  supposant  que  la  hauteur  de  cliule 
soit  de  4"’ ,904  au  bout  d'une  seconde  ? 
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La  formule  S=n*  donne  S=an*,  si  le  premier  terme  de  la  pro- 
gression est  a;  or,  o=4",904,  donc  S=4“, 904X5*= 122“, 600. 

368.  Problème.  La  progression  t 1.3. 5. 7. 9 est-elle 

la  seule  qui  jouisse  de  la  propriété  S=  n*  quel  que  soit  n? 

n |2a-f-(tt— l)rin  , 

Posons  ' 

divisant  par  n,  ce  qui  est  permis  puisque  n n’est  pas  nul,  on  a 
successivement  : 

2a  (n  — l)r  = 2n 
2a  -|-  nr  — r = 2n 
n(r  — 2)  -j-  2a  — r = 0. 

Le  polynôme  du  premier  degré  nir-2)-\-2a — r étant  nul, 
quel  que  soit  n,  nous  en  concluons,  d'après  ce  qui  a été  dit  au 
n*  (178),  les  deux  équations  simultanées  : 

r— 2 = 0 

2a  — r = 0;  ' 

par  suite,  r=2  et  a=l  ; donc  il  n’y  a qu'une  progression 'par 
différence  qui  jouisse  de  la  propriété  énoncée , et  cette  pro- 
gression est  formée  de  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs 
comptés  à partir  de  l'unité. 

Des  problèmes  relatiCs  aux  progressions  par  différeace. 


366.  Tant  que  l'on  considérera  isolément  les  formules 

f =a-f  (n — l)r , S on  n'aura,  pour  chacune  d’elles, 

que  quatre  problèmes  à résoudre  ; mais  si  on  les  considère  si- 
multanément , on  aura  deux  équations  entre  5 quantités  a,  l, 
n,r,s\  trois  d'entre  elles  étant  connues,  on  pourra  en  déduire 
les  deux  autres,  ce  qui  donne  lieu  à 10  problèmes  : 


DE  l’aLUÉBHE  a 

l’arithmetiolk. 

Connaissant. 

Calculer. 

l°n,  S,  r,  . . . 

2»  /,  S,  r,  ... 

3°  i,  n,  r,  — 

- 4"  /,  n,  S,  ... 

5°  o.  S,  r,  ... 

6°  0,  n,  r,  ... 

/ et  S, 

7*  0,  n,  S,  ... 

8“  a,  l,  r,  ... 

9°  a,  1,  S,  ... 

10°  a,  l,  n,  . . . , 

463 


Ces  problèmes,  à l’exception  du  deuxième  et  du  cinquième 
qui  dépendent  d’une  équation  du  second  degré,  se  résolvent 
tous  par  des  équations  du  premier  degré. 

Problème  1.  Connaissant  a,  r,  S calculer  n. 

Considérons  les  équations 

[1]  l=a  + (n  — l)r, 


[2] 


i»-  — 


Remplaçant  l par  sa  valeur,  l’équation  [2]  devient, 


d’où 


^ [2n  -|-  (»  — l)r]n 

S , 

r«*-|-(2a  — r)n  — 2S  = 0. 


Cette  équation  a ses  deux  racines  réelles  : lorsque  r est  po- 
sitif, l’une  est  positive  et  l’autre  est  négative.  Or,  n doit  être  un 
nombre  entier  positif,  on  ne  prendra  donc  dans  ce  cas  que  la 
racine  positive  et  encore  faudra-t-il  qu’elle  soit  entière  pour  que 
le  problème  soit  possible. 

On  trouve  ainsi 

_r — '2o±v'(r — 2a)’-|-8rS  . 


par  suite 


— r-j-v^fr  — 2a)*-j-8rS 
2 
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I*ROBi.kMK  U.  Counaissaiit  S,  l,  r trouver  n cl  a. 
L'équulion  |.l]  dunne 


a = l — (n  — !)/•, 

..  [2/— {»  — l)r]«. 

|tar  builc  —, 

d'où  rn‘ — (2/ -f  r)» -}- 2S  = 0, 


équation  qui  donne 

_ 2/  + r ± v/{2/  + r)* — 8rS 
»- ^ , 


, r :qrv^(2/4-r)* — 8rS 

et  par  sude  a i . 

Si  les  valeurs  de  n sont  entières  et  positives,  le  problème 
admet  deux  solutions. 

Application.  r = 2,  / = 12,  S=36.  Les  formules  donnent 
n=9,  n=4;  par  suite  a=6;  «= — 4. 


Somme  des  termes  d'une  progression  par  quolieut. 

507.  1æ  produit  des  termes  d’une  progression  par  quotient, 
correspond  à la  somme  des  termes  d’une  progression  par  dif- 
férence ; quant  à la  somme  des  termes  d’une  progression  par 
quotient,  elle  échappe  à l'analogie. 

Soit  la  progression  H a : ag  :ag*  : d’où 

[1]  S = a -f  09' -f  Oÿ’ -f  ay’ 

Multipliant  les  deux  membres  par  g,  il  vient  : 

[2]  S9  = og'-|-û9’-f-a9*-f-oÿ‘-)- . . . 

Cela  posé,  si  la  progression  est  croissante,  on  retranchera 
membre  h membre  l’égalité  [1]  de  l’égalité  [2]  et  l’on  aura 

Sg  — S = «9"  — rt,  d’où  S(g  — l)z=a(g’' — 1), 
et  par  suite 

9—1 
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Si  la  progression  est  décroissanlc , il  faut  retrancher  membre 
à membre  l’égalité  [2]  de  l’égalité  [l]  et  il  vient  : 

[4)  ^ = 

cette  formule  est  algébriquement  équivalente  à la  précédente 
par  suite  de  l’emploi  des  quantités  négatives. 

La  valeur  de  S peut  être  explicitement  exprimée  en  fonction 
des  quantités  /,  a et  9;  en  effet,  l’équation  [3]  revient  à 


aq”  — a . 
' 


mais 

09"  = «9"-*  x,q  z=  ( 'Xq',  donc , 

[5] 

^_lq  — a 

* 

Remarques.  1.  Cette  dernière  formule  est  la  trailuction  abrégée 
de  l’énoncé  d’arithmétique  du  n°  110. 


II.  La  formule  [3]  a,  par  le  fait , été  obtenue  en  multipliant 
les  deux  membres  de  l égalité  [1]  par  q — 1 ; elle  n’est  donc  pas 
préparée  pour  le  cas  de  q — 1 =0,  ou  de  ç = 1 ; aussi , cette  for- 
mule conduit-elle  au  symbole  ^ , c’est-à-dire  à une  indétermi- 
nation apparente,  puisque  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de 
termes  est  elle -même  déterminée.  La  présence  du  facteur 
commun  q — 1,  qui  a été  introduit  dans  le  calcul , est  ici  mani- 
feste, puisque  7"  — 1 est  exactement  divisible  par  q — 1;  le 
quotient  de  cette  division  est  9*"'  -f-  9""*  -1-  9""’  -|-  . . . -f  9 -f  1 , 
en  sorte  que  la  formule  générale  est  la  suivante  : 

S = 0(9"-' -f- 9"-* -f- 9"-’ -|- . . . . -f9-|-l). 


Si , actuellement , on  fait  l’hypothèse  de  9 = 1,  il  viendra 
S = an,  ce  qui  devait  être,  puisque  pour  9 = 1,  les  n termes  de 
la  progression  sont  tous  égaux  au  premier  terme  a. 


30 
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APPLICATION 


Limite  de  la  somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient  décroissante 

à l'inflni. 


S6iS.  Si  la  progression  par  quotient  est  croissante , auquel  cas 
l’on  a ç > 1 , la  formule 

c _og-— a 

' tf-1 

fait  voir  que  si  l’on  fait  varier  n depuis  une  valeur  initiale  jus- 
qu’à+*  . S croîtra  indéfiniment;  donc,  la  somme  S n’a  pas 
de  limite  lorsque  la  progression  est  croissante. 

Si,  au  contraire,  la  progression  est  décroissante,  auquel  cas 
l’on  a y < 1 , la  formule  précédente  revient  à 

J, a — aq" a aq’‘ 

~ 1 — î “1— y~i— y' 


Cela  posé , n est  ici  la  seule  quantité  variable;  cette  quantité  est 
d’ailleurs  susceptible  de  devenir  plus  grande  que  toute  quantité 
donnée;  par  conséquent  q"  peut  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée,  puisque  y est  une  fraction  proprement  dite;  par 

suite , le  munérateur  de  la  fraction  soustractive  peut  de- 

1 — 9 

venir  moindre  que  toute  quantité  donnée;  la  quantité  S s’ap- 
proche donc  de  plus  en  plus  de  la  constante  ^ ; elle  peut 

d’ailleurs  en  différer  d’aussi  peu  qu’on  voudra  sans  jamais  lui 
être  rigoureusement  égale , puisque  n ne  sera  jamais  infini  ; 

en  conséquence,  la  fraction  ^ ^ est  une  limite  vers  laquelle 


converge  la  somme  des  termes  d’une  progression  décroissante 
à mesure  que  l’on  ajoute  un  plus  grand  nombre  de  termes  ; 
nous  pourrons  donc  poser  : 


[6] 


liraS  = -p^. 
1 — 9 


Ainsi , la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  progression  par 
quotient  indéfiniment  décroissante  est  égale  au  quotient  de  la  di- 
vision du  premier  terme  par  l'excès  de  l'unité  sur  la  raison. 
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Application.  Trouver  la  génératrice  d’uqe  fraction  décimale 
périodique  simple  plus  petite  que  l’unité. 


Exemple.  La  rrnetion  décimale  périodique  0,363636. . . . équi- 


.36 


36 


36 


+ 


36 


+ ....,  c’est-à-dire  à la 


^ (100)' ^ {lOOj’  ' (100/  ' (100)‘ 
somme  des  termes  d’une  progression  géométrique  indéfiniment 
décroissante  dont  le  premier  terme  est  0,36  et  dont  la  raison  est 

0,01  ; par  suite,  la  formule  [6]  donne  lim  S = = 

1 — üyUi  yy 


ce  qui  s’accorde  avec  la  règle  que  nous  avons  donnée  en  arith- 
métique. 


Principes  relatifs  aux  puissances  d'une  quantité  plus  grande  ou  plus  petite 
que  l’unité. 

566.  Pour  trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  d’une 
progression  jwr  (|uoticnlnotrs  nous  sommes  appuyé  sur  ce  prin- 
cipe : Une  quantité  plus  petite  qle  l’ünité  étant  donnée,  on  peut 
toujours  élever  cette  quantité  à une  puissance  assez  grande  pour 
que  te  résultat  soit  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Ce  principe  découle  de  celui-ci  : Une  quantité  plus  grande  que 
l’unité  étant  donnée,  on  peut  toujours  élever  cette  quantité  à une 
puissance  assez  grande  pour  que  le  résultat  surpasse  toute  quan- 
tité donnée. 

Soit  A > 1 ; prouvons  que  l’on  peut  toujours  satisfaireà  la  con- 
dition A'">B  (B  étant  aussi  grand  qu’on  voudra).  En  effet, 
soit  D l’excès  de  A sur  l’unité,  on  aura  l’égalité  A — 1 = D. 
Puisque  A est  > 1 , le  produit  d’un  nombre  quelconque  par  A 
sera  plus  grand  que  ce  nombre.  On  aura  donc 

A—  1 = Ü 
A(A— 1)>D 
A’(A— 1)>D 
A>(A— 1)>D 


' A'"-’(A  — 1)>D 
A~-'(A—  I)>D 


ou 


A — 1 =11 
.V  — A>D 
A‘  — A*>I) 
A‘  — A»>D 


A- 

A” 


— A'»-*>1) 
— A”-‘>D 
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Ajoutant  ineuibre à membre  les m dernières  égalités,  on  aura 
A"  — l>»n.D;  donc,  pour  avoir  A“>B,  il  suffit  de  déter- 
miner m de  fa(,^on  que  [1]  mD>B — 1 ; car  a fortiori  aura-t-on 
A”  — 1>B— 1,  ou  A">B; 

Or  [1]  donne  m > — ; 

donc  le  principe  énoncé  est  démontré. 

Soit  actuellement  A < l , 

on  peut  toujours  satisfaire  à la  condition 

A”  < B. 

En  cfl'et,  soit  A'  1a  quantité  réciproque  de  A;  il  viendra  suc- 
cessivement : 


AA'  = 1 
A"  A’”  = 1 


Or,  pour  avoir  A"<B  il  suffit  de  poser 

^<B; 

d’où  1<BA""; 

et  par' suite  A’“>  -|,. 

D 

Mais  on  a A'>  1 ; donc,  on  aura  A'“>g  en  prenant , d’après  ce 

qui  précède,  m = — g — ; D représentant  l’excès  de  A'  sur 
l’iinité. 
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Problème  IV.  Connaissant  o,  l,  n,  trouver  q et  S. 


Problème  V.  Connaissant  l,  n,  S,  trouver  a et  y.  ç dépend  de 
la  résolution  de  l’équation 

(S  — /)7"— = 

que  nous  savons  résoudre  quand  on  y suppose  n=2. 

Lorsque  n=3  l’équation  est  du  troisième  degré,  mais  elle  se 
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réduit  à une  équation  du  second  parce  que  son  premier  mem- 
bre est  divisible  par  q — 1. 

Problèms  VI.  Connaissant  a,  n,  S,  trouver  / et  9.  La  valeur  de 
q dépend  de  l'équation 

aq”  — S9-I-S  — a = 0. 

Cette  équation  et  la  précédente  admettent  chacune  la  solution 
étrangère  9 = 1.  (Chercher  comment  celle  racine  a été  intro- 
duite.) 

Quant  aux  quatre  autres  problèmes  dans  lesquels  on  sup- 
pose tout  connu , excepté  n et  l’une  des  quantités  a,  l,  S,  9,  on 
aura  à résoudre  une  équation  de  la  forme 

A‘  = B, 

dans  laquelle  l’inconnue  est  en  exposant.  L’application  du  calcul 
des  logarithmes  (exposé  en  arithmétique)  à la  résolution  de  cette 
équation  dite  équation  exponentielle , donne 


a;logA  = logB; 


Des  logarilhmes. 

568.  La  théorie  des  logarithmes  peut  être  envisagée  sous 
deux  points  de  vue  : considérés  comme  des  nombres  en  pro- 
gression , les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par 
différence,  répondant  terme  pour  terme  à des  nombres  en  progres- 
sion par  quotient;  on  complète  d’ailleurs  celte  détinilion  en 
ajoutant  que  zéro  est  le  logarithme  de  l'unité.  Considérés  comme 
des  quantités  exponentielles,  on  peut  dire  que  le  logarithme  d'vn 
nombre  est  la  puissance  à laquelle  il  faut  clener  un  nombre  con- 
stant appelé  base  pour  reproduire  le  nombre  donné;  a désignant 
un  nombre  plus  grand  que  l'unité  pris  pour  . base,  b dési- 
gnant le  nombre  proposé,  son  logarilinne  sera  donné  par  la 
résolution  de  l’équation  exponentielle  a'  = &,ainsi  qu’on  le 
verra  dans  les  Compléments  de  l’algèbre. 

Quelques  observations  suffiront  pour  compléter  la  Ihéorié  des 


Digitized  by  Googli 


DE  l'algèbre  a L'ARITBMÈTIQnE.  471 

logarithmes  telle  que  nous  l’avons  exposée  en  arithmétique, 
conformément  au  premier  point  de  vue  indiqué  ci  - dessus  ; 
a et  ÿ désignant  deux  quantités  quelconques  pim  grandes  que 
l’unité,  nous  aurons  pour  la  formule  du  théorème  fondamental 
démontré  au  n°  123  ; 

logaX6=loga  + l0gé, 

Conséquences. 

logoXôXcXdX..  . = loga-flogô  + logc-f ..... 
loga’"  = mlogo, 

log|  = loga  — logé  (a>6), 

J J 

logVâ=-(loga). 

Pour  obtenir  les  logarithmes  des  fractions  proprement  dites, 
nous  avons  prolongé  les  deux  progressions  en  sens  inverse. 

Faisant  usage  des  exposants  négatifs , Ces  deux  progressions 
peuvent  s’écrire 

0 : IO-*  : 10-*  : i0-‘  : lO-’  : io-‘  ; i : lo'  ; lO*  : lO*:  io‘: ....  » 

— 00  ....  . — 5.  — 4.  — 3.  — 2.— l.Ô.  1.  2.  3.  4 âo 

Le  logarithme  d'une  fraction  une  fois  défini,  nous  avons 
étendu  par  analogie  les  formules  précédentes  aux  cas  des  quan- 
tités moindres  que  l'unité.  Les  nombreux  exemples  numériques 
que  nous  avons  traités  nous  dispensent  de  toute  addition  à cet 
égard  ; toutefois  nous  rappellerons  que  l'emploi  des  loga- 
rithmes è caractéristiques  négatives  doit  être  préféré  à Celui  des 
logarithmes  entièrement  négatifs. 

Problème.  Est-il  nécessaire  que  0 soit  le  logarithme  de  tuAili 
pour  que  le  logarithme  d’un  produit  soit  égal  à la  somme  des  loga- 
rilhmes  de  ses  facteurs  ? 

Considérons  les  deux  progressions  générales  : 

^ a b ",e  i d \ . .... 

^ a'.  6'.  c-.  d’ 
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Soit  A un  terme  de  la  progression  par  quotient,  ayant  m 
termes  avant  lui; 

B un  terme  de  la  progression  par  quotient,  ayant  n 
termes  avant  lui  ; 

A'  le  terme  de  la  progression  par  différence  corres- 
pondant à A ; ' 

B'  le  terme  de  la  progression  par  différence  corres- 


pondant à B. 

Nous  aurons  A’  —a'  -\-mr A =<?ç",  ' 

B'  =a'  4-nr B =ûç*. 


d’où  A'-|-B'  = 2a'4-(»*-|-n>- • . AB=n*Xv"^"- 

La  somme  A'-|-B'  et  le  produit  AB  ne  sont  pas.  des  termes 
correspondants,  l'un  de  la  progression  par  différence,  et  l'autre 
de  la  progression  par  quotient;  ainsi,  pour  deux  progressions 
quelconques,  le  principe  fondamental  est  eu  défaut. 

Mais  A'-|-B'  — a'  = o'-|-(»î-t-»;r; 

AB 

semblablement  — = a X 

a 

De  cette  manière  les  nombres  A’-f-  B'  — a'  et  ^ occupent 

chacun  le  rang  »w  -1-  n -|- 1 dans  les  deux  progressions , cl  par 
conséquent  s’y  correspondent;  il  suffit  donc  que  a'=0,  et  que 
a = 1 pour  que  cette  correspondance  s’établisse  entre  A'  + B' 
et  AB  ; de  là  la  conclusion  suivante  : 

Deux  progressions,  l’une  par  quotient  et  l’autre  par  diffé- 
rence, jouiront  de  la  propriété  de  pouvoir  ramener  une  multi- 
plication à une  addition  lorsque  le  terme  0 de  la  progression 
par  différence  correspondra  au  terme  1 de  la  progression  par 
quotient. 

De  l'incommensurabililé  des  logarUhmeA. 

560.  Soient  les  deux  progressions 

7^  1 : 10'  ; 10’  : 10’  : 10»  : lO", 

^ 0.  1 . 2 . 3 . 4 n. 
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Ulsi'rODS  m — 1 fermes  enlre  les  termes  consécutifs  de  la  pre- 
mière progression  el  le  môme  nombre  de  moyens  par  dilTémice 
entre  les  termes  consécutifs  de  la  seconde  ; la  raison  sera , 

d’nne  part,  ^ d’autre  part,  en  sorte  que  les  deux  pro- 

gressions primitixes  deviendront  : 

H 1 : Vîô  : v'üj’  : lOy'Tô:  lO^ïô*:  ... 

,0.  i . i i 1.1+1.  , + i 

m m m m 'mm 

lOÇ'iü*-'  : tCO: 


Tous  les  moyens  insérés  enlre  les  termes  de  la  progression 
par  quotient  sont  incommensurables.  En  cfTet,  prenons  un 
moyen  quelconque  v'tô"  > par  exemple , et  voyons  s’il  peut  être 
égal  à un  nombre  commensurable  A.  Posons  v'ïô"  = A,  d'où 
10"  = A".  Pour  que  cette  dernière  égalité  soit  vraie,  il  faut 
que  10"  et  A“  soient  le  produit  des  mômes  facteurs  premiers; 
or,  les  facteurs  premiers  de  10  sont  2 et  5,  il  faut  donc  que  A se 
compose  des  mômes  facteurs  ; cela  posé , supposons  que  le  fac- 
teur 2 entre  p fois  dans  A,  et  que  le  facteur  5 y entre  q fois, 
il  viendra  A=V.5'',  el  par  suite,  A"'=2'~.5'''* ; mais,  10"=2".5"; 

donc  il  faut  avoir  pm=  n el  qm  — n,  d’où  l’on  tirep  = j = ^> 

or,  P est  un  nombre  entier,  — doit  donc  être  aussi  un  nombre 

m 

entier,  ce  qui  exige  que  n soit  un  multiple  de  m \ soit  Am  ce 
multiple , on  aura  A = y'io*"  = 10‘  ; ainsi , il  n’y  a que  les 
puissances  de  10  qui,  dans  la  progression  par  quotient,  soient  des 
nombres  commensurables. 

Cela  posé,  prenons  deux  termes  consécutifs  de  la  progression 
par  quotient,  v^îô*  et  y'iü""'' , par  exemple,  leurs  logarithmes 

— el  sont  commensurables;  mais  si  nous  considérons 

m m 
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un  nombre  commensuroble  compris  entre  y'ÏÔ*  et  on 

peut  bien  dire  que  son  logarithme  est  compris  entre  — et  ■ ^ , 

mais  le  nombre  commensurable  dont  il  s’agit  ne  pouvant  pas 
être  un  terme  de  la  progression  par  quotient , on  ne  peut  pas  - 

avoir  son  logarithme  exactement,  auquel  cas  ^ en  sera  une 

valeur  approchée.  En  conséquence,  tous  les  nombres  commen- 
surables  autres  que  les  puissances  de  10  (base  du  système  de 
logarithmes  vulgaires),  ont  leurs  logarithmes  incommensurables. 

Rbmarqoe.  On  dit  souvent  que  les  nombres  peuvent  être 
regardés  dans  toutes  leurs  nuances  de  grandeur  comme  for- 
mant les  termes  d’une  progression  par  quotient.  Voici  ce  que 
l’on  doit  entendre  par  là. 

Supposons  que  m soit  très-grand,  ce  qui  revient  à dire  qu’on 
insère  un  très-grand  nombre  de  moyens  entre  1 et  10,  entre  10 
et  100,  et  ainsi  de  suite.  Pour  s'élever  de  1 à 10  il  faudra  passer 
par  tous  les  moyens  intermédiaires  que  l’on  aura  insérés;  donc 
si  l’on  prend  la  différence  entre  le  deuxième  et  le  premier , 
entre  le  troisième  et  ie  deuxième,  entre  le  quatrième  et  le  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite,  la  somme  de  toutes  ces  différences  sera 
égale  à 10,  et  par  conséquent  ces  différences  seront  d'autant 
plus  petites  que  leur  nombre  sera  plus  grand  ; en  prenant  m 
suffisamment  grand  ces  différences  pourront  devenir  aussi 
petites  qu’on  voudra,  ce  qui  revient  à dire  que  : Les  termes  d'une 
progression  par  quotient  peuvent  approcher  indéfiniment  de  satis- 
faire à la  loi  de  continuité  ; ces  termes  peuvent  donc,  sans  erreur 
sensible,  comprendre  tous  les  nombres  possibles. 


Problème  (ur  les  inlérèts  composés  ; recherche  de  la  formule  fondamenuie. 

570.  Nous  nous  sommes  rigoureusement  interdit  l'emploi 
des  formules  en  arithmétique;  par  suite,  nous  n'avons  pü 
traiter  que  fort  imparfaitement  les  problèmes  relatifs  aux  inté- 
rêts composés  et  aux  annuités  que  nous  allons  maintenant  étu- 
dier d’une  manière  complète. 

PH0RI.1IMB.  Que  vaut,  du  bout  den  années,  une  somme  K placée 
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à raison  de  1 povr  lOOpar  an,  en  ayant  égard  aux  intérêts  des 
in  téréts  ? 

100'  rapportent  t*  au  bout  d’un  an, 
donc  l' rapporte  — au  bout  d’un  an, 

1'  vaut  1 -f  ou  au  bout  d'un  an, 

par  suite  A' valent  a au  bout  d’un  an. 


Ainsi , pour  savoir  ce  que  vaut  une  somme  au  bout  d'un  an , 
capital  et  intérêt  réunis,  il  suffit  de  la  multiplier  par  la  fraction 
100-f-/ 
lüO  ■ 


En  conséquence,  la  somme  X ^ d’un 

somme,  au  bout  d’un  an,  vaut  a X suite, 

de  sorte  qu’au  Inuit  de  n années  la  somme  primitive  A fau- 
dra A X valeur  de  cette  expression , nous 


aurons  : 


ou  bien  encore.  A'  = A(1  -|-  r)". 


r désignant  l’inl^êt  d’un  franc. 

Telle  est  la  formule  des  intérêts  composés. 

Remarque.  Celle  formule  n’est  préparée  que  pour  le  cas  où  » 
est  un  nombre  entier;  si  n était  fractionnaire  , 4 ans  8 mois, 
ou  4 ans  f,  par  exemple,  on  chercherait  d’abord,  conformément 
aux  usages  établis , la  valeur  de  A’  au  bout  de  4 ans,  et  on  y 
ajouterait  les  intérêts  simples  de  A’  pendant  8 mois. 
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appmcation 


fonilamenl.ilc  des  intérêts  composés  dans  le  cas  où  le  nomlire 
des  années  est  rraclionnaire. 


571.  I.  Le  raisonnement  précédent  suppose  que  n est  un 
nombre  entier  d'années.  Qu’arriverait-il  si  n était  fraction- 
naire? Cherchons  la  formule  qui  convient  à ce  cas. 

.\u  bout  de  n années  le  capital  A vaut  A(l-l-  r)"  ; mais  un,  franc 
rapportant  r au  bout  d’un  an , rapporte  mr  au  bout  de  la  frac- 
tion donnée  (si  on  suppose  8 mois  5 jours,  ou  245  jours, 


m = 


245\ . 
36oj’ 


donc  1 franc  vaut  1 -|-  »wr  au  bout  de  cette  fraction 


donnée;  le  capital  A(t -j-r)*  vaudra  donc  A(l-|-r)"  x(t 
soit  A"  celle  valeur,  on  pourra  poser 


[2]  A"  = A(l-l-r)-'(l+wr); 

c’est-à-dire  qu’indépendamment  d’unerègle  d’intérêt  composée 
on  aura  à résoudre  une  règle  d’intérêt  simple. 

II.  L’emploi  des  logarithmes  permet  de  résoudre  avec  promp- 
titude les  quatre  problèmes  implicitement  renfermés  dans  les 
formules  [l]  el[2]  ; toutefois , nous  re’commanderons  à l’atten- 
tion du  lecteur  le  cas  où  l’on  demande  le  temps,  connaissant  les 
trois  autres  quantités.  Au  premier  abord  il  semble  qu’il  y ait 
deux  inconnues. 

On  pose  d’abord  la  formule  A’=A(1  -f  rf,  comme  si  l’on  devait 
trouver  un  nombre  exact  d’années  pour  l’inconnue  ; prenant 
les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient  : 

log  A'  = log  A x[Iog  ( t -f  r}] , 


d’où 


log.V — logA 
log(l-i-r)  ’ 


La  plupart  du  temps  on  ne  trouvera  pas  une  valeur  entière 
pour  X ; on  cherchera  par  les  tables  le  plus  petit  nombre 
entier  approché,  de  manière  que  n sera  une  valeur  trop  petite, 
tandis  que  n -j-  1 sera  une  valeur  trop  grande , ce  qui  prouve 
qu’il  faudra  faire  valoir  le  capital  pendant  un  temps  plus  grand 
que  n années  et  plus  petit  que  n -j- 1 années  pour  qu’il  devienne 
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égal  à A';  soit  y la  fradioii  d’années  à ajouter,  il  faudra  (pic 
l'on  ail  A'  = AX(1 +r)"(l +yr), 


d’iiù 


par  suite, 


i + y'-  = T7 


A’ 


A' 


,A(1  +0" 


1 


On  cherchera  le  logarithme  de 


A'  . 
A(l+r)-’ 


on  reviendra  au 


nombre  ; de  ce  nombre  on  retranchera  l'unité  ; on  prendra  de 
nouveau  le  logarithme,  puis  on  en  retranchera  le  logarithme 
de  r pour  avoir  le  logarithme  de  y ; enfin,  on  reviendra  du  loga- 
rithme au  nombre  et  le  calcul  sera  terminé. 

Nous  avons  supposé  que  les  intérêts  se  capitalisent  d'annee 
en  année,  ainsi  que  cela  se  fait  généralement  dans  la  pratique  ; on 
pourrait  aussi  supposer  que  ces  intérêts  se  capitalisent  h dliaque 
instant.  (V'oiraii  besoin  la  note  sur  les  intérêts  comivosés  instan- 
tanés, page  161,  tome  II,  des  Nouvelles  Annales  de  mathéma- 
tiques.) 


Problèmes  numérique!)  sur  les  liilérèts  composés. 


57Ï.  Problème  I.  Trouver  la  valeur  de  12546  francs  places 
« 4 J pour  XQO,  pendant  7 ans,  8 mois,  b jours. 


On  a 


A'  = A(l-f-r)"(l  -1-wr); 


posons  A =12546;  r= 0,045;  l-|-r  = 1,045;  » = 7; 

371,025 . 


245  , , 371,025. 

*”  = 36Ô:  ‘ + ""-  = “36Ô-’ 


par  suite.  A'  = 12.546  X (1,045)’  X 


360 


d'où  log  A’  = lüg  1 2546  -|-  7 log(  1 ,045)  -|-  log  37 1 ,025 

-fComp.  log 360  — 10. 

Effectuant  les  opérations,  on  trouve 

A' = 17596',25, 
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' Tableau  des  opérations. 

log  12546  = 4,0985053 
log  1,045  = 0,01911629.  7 log  1,045  = 0,13381403 
log  371,025  = 2,5694032 
log  360  = 2,5563025.  comp.  log  360  = 7,4436975 

log  A’  = 4,24542003 
A' = 17596,25. 

Problème  11.  Trouver  au  bout  de  combien  de  temps  12546 /r, 
placés  à 4 ^ pour  100,  vaudront  17596', 25,  en  ayant  égard  aux 
intérêts  des  intérêts. 

Supposons  que  le  temps  eherché  soit  un  nombre  entier  d’an- 
nées. 

A'=  A(1  -f  r)','  d’où  log  x=log . (log  A'— log  A)  — log . log  ( 1 -j-r). 

IciA=12546;  A'  = 17596,25;  1 -fr  = 1,045,  par  suite, 
x = 7 ans  plus  une  fraction  d’année  que  nous  représenterons 
par  y ; dès  lors  il  viendra  A’  = A(1  -f-  r)''(l  + yr) , d'où 

log  (•  = log  A'-f  comp.  log  A -f- comp.  7 log  (1  -|-r)— 20. 

Effectuant,  on  trouve 

> + = t ,030625,  yr  = 0,045  X y = 0,030025, 

30625  49  „ , 

y = 45ÔÔÔ  ~72  ^ année  = 8 mois  5 jours, 
ce  qui  vérifie  le  problème  précédent. 

Tableau  des  opérations. 

log  I7596,JS  = 4,2154201 
log  12546  = 4,0985053 

log  A'  — log  A = 0,1468148 

log.  (log  A'  — log  K)  = logo, 1469148  =7,1670655 
l0K(l  + r)  = 0,01911629.  log.  log  1,045=  logO,OI91IC29  = 2,2814035 

log  X = 0,8856620 
* = 7,  ,,.  7<ï<8 
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log  17596,25  = 4, 24S4Î01  ' 

log  12546  = 4,0985653.  comp.  log.  12546  =?, 9014947  j — 20 
7.log  1,045=0, 1338 1407.  COmp.7.log.  1,045  = 0,86618597  ) 

log  (1  + yr)  =0,01310077 
I + yr  = 1 + 0,045  X y = 1 ,030625,  0,045  X y =0,030625  , 


30625  1225  49 


45000  1800 


— = 8 mois  5 jours. 


donnera 


Problème  III.  Pendant  combien  de  temps  faut-il  placer  une 
somme  donnéepour  doubler  sa  valeur,  à raison  de  b pour par  an? 

Soit  A'  = 2A,  < = 5,  la  formule  A'  = A^*^^~^  ^ 

2 = , et  par  suite 

log  105  — 2 

n = 14  ans  2 mois  14  jours. 


Ainsi  une  somme  est  doublée  au  bout  de  14  ans  environ. 

Remarque.  Si  la  somme  était  placée  à 5 pour  100  à intérêt 
simple,  il  faudrait  autant  d’années  que  l’intérêt  5 francs  est 
contenu  dans  le  capital  100  francs,  c’est-à-dire  20 an». 


Problèmes  sur  les  annuités  ; recherche  de  la  formule. 

575.  Supposons  qu’un  particulier  soit  débiteur  d’une  somme 
A,  prêtée  à intérêts  composés  pour  n années,  au  taux  t,  et  qu’au 
lieu  de  se  libérer  en  une  seule  fois,  il  veuille  placer  au  bout  de 
chaque  année,  pendant  n années,  à t pour  100,  une  même 
somme  telle  que  chacune  étant  cumulée  avec  ses  intérêts  pen- 
dant le  temps  qui  précède  l’échéance  Use  trouve  en  possession  de 
la  somme  qu’il  doit  rembourser  intégralement,  on  aura  à dé- 
terminer la  valeur  de  ce  placement  annuel,  autrement  dit  la 
valeur  de  l’annuité.  Ainsi,  le  problème  des  annuités  a pour  but  ' ■ - 
de  former,  au  bout  d’un  certain  temps,  à l’aide  de  placements 
égaux  et  de  l’accumulation  de  leurs  intérêts,  une  somme  équiva- 
lente au  montant  d’un  capital  que  l’on  doit  rembourser  avec  ses 
intérêts  composés. 
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La  souimc  due  esl  A x 


/lOO  + f\ 
\ UH)  y 


N 


on  A X F",  en  posant, 


, . _ 100  + / 
pour  abréger,  F = 


Soit  I»  le  raonlunl  inconnu  de  raunuité,  que  le  débiteur  doit 
verser  à la  fin  de  chaque  année  pour  s’acquitter  intégralement  ; 
cherchons  ce  que  vaudront  ces  différents  payements  le  jour  de 
l'échéance,  capital  et  intérêt  réunis  : 

Les  m fr.  versés  au  bout  de  la  première  année  valent  «ixF"*'; 

Les  m fr.  versés  au  bout  de  la  seconde  année  valent  /«xF"-*; 

Les  m fr.  versés  au  bout  de  la  troisième  année  valent  wixF"-*; 

Les  m fr.  versés  au  bout  de  l’avant-dernière  année  \alent 
w XF; 

Enfin,  les  m fr.  versés  au  bout  de  la  dernière  année  valent  m. 

La  somme  de  tous  ces  vei  seinenis  forme  l'équivalent  de  la 
dette,  ou  A X F"  ; donc,  en  égalant  ces  deux  quantités,  on  aura 
une  équation  dans  laquelle  m sera  seul  inconnu. 

Or,  la  somme  des  versements  annuels 

wF"”'  -f-  wF*“’  -1-  -f-  ...  -f  )»F -f-  m 

peut  s'écrire  , 

[t]  wXfF-'-f  F-*-f  F"-*4-  ...-f  F-fl). 

La  somme  entre  parenthèses  est  la  somme  des  termes  d’une 
progression  géométrique  dont  le  premier  terme  estF*“‘,  la  rai- 
son F"',  et  le  nombre  des  termes  n;  piu-  suite,  elleéquivaut  h 

L p«-i 

1 X F*’  — F*-'  F.  1 — F-  _ F"  — 1 . 


r:TF  ” F — 1 


on  a donc 


[2] 
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Telle  est  l’équalion  générale  des  annuités;  cette  équation 
résolue  par  rapport  à m donne  pour  la  formule  fondamentale 
cherchée  : * 


[3] 


AF"XfF-I) 

p»_i  • 


Remaroik  I.  Lorsqu’au  lieu  de  poser  = F,  on  repré- 

lUU 

1 +77^1  0>*  P*'»*’  1 + '■>  l'équation  [2]  prend 

1 \7\l  1 uu 


la  forme  A X(1  -f  r}"  = 


»i[n  -fr)"— 1] 


Remarque  II.  Si  l’on  demandait  la  valeur  de  l’annuité  né<‘es- 
saire  pour  éteindre  une  dette  perpétuelle,  on  poserait  a = x , 
et  comme  on  a F>1,  on  aurait  F’=oo  ; par  suite,  l’équation  [2] 
deviendrait 

m = ^. 


Pour  interpréter  ce  résultat,  divisons  les  deux  termes  de  la 
fraction  par  F",  et  nous  aurons  m = ^ Faisant  ac- 

1— F" 

tuclleinent  n = * , il  viendra  , 


m = 


AX(F  — 1)  AX(F  — I) 


1 — 


1 


1—0 


:AX(F  — I); 


or,  F— 1 équivaut  à ou  à l’int&éf  d'un  franc;  en  sorte  que 

lUU 

dans  le  cas  actuel,  l'annuité  se  réduit  à l'intérôt  annuel  du  ca- 
pital, ce  qui  est  évident  a priori  : c’est  ce  qu’on  appelle  la  renie 
perpétuelle. 

Quand  le  gouvernement  veut  éteindre  une  dette,  il  fonde  une 
caisse  d'amortissement.,  et  l’annuité,  qu’il  y verse  chaque  année, 
se  nomme  la  dotation  de  la  caisse. 


Remarque  III.  On  résoudrait  sans  difficultés  le  problème  des 
annuités,>dnns  le  cas  où  chaque  versement,  au  lieu  de  s’efTec- 

31 
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m 

tuer  au  bout  de  chaque  année,  s’efTectueraU,  au  contraire,  au 
coinmencement  de  chaque  aimée. 


Prolilèmes  numériques  sur  les  annuités. 


374.  I’roblème  1.  Une  personne  achète  une  propriété  40000 /r. 
sous  la  condition  de  s’acquitter  en  six  ans,  au  moyen  de  verse- 
ments égaux  faits  d'année  en  année  ; le  taux  d’intérêt  est  5,  trouver 
le  montant  de  l’annuité. 

Posons  .\  = 40000,  n = 6,  F = et  la  foiinule  [3]  de- 
viendia 


(105\* 

=0,1271308, 

Q‘=.,34ü095. 

_ 40000X1,340095  X 0,05  2000X1340095 

0,340095  ~ 340095 

lofî  2(KX)  = 3,3010300, 
lo^t  1340095  = 6,1271358, 
coiup  log  .340095  = 4,4083996 
log  m = 3,8965034, 

»n  = 7880',71. 

Chaque  pajenieiil  sera  donc  do  7880', 71. 

Pour  vérifier  directement  ce  résultat,  il  faut  exécuter  six 
opérations  successives;  un  pareil  calcul  deviendrait  d'une  lon- 
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gueiir  impraticable,  s’il  s’agissait  d’un  très -grand  nombre 


d'années. 

Capital  dû 40000f 

5 pour  100  de  40000 2000 

Total  dû  au  bout  d’un  an. . 42000' 

Remboursé 7880,71 

Reste  dû 34 110', 29 

5 pour  100  de  341 19', 29 1705,93 

Total  dû  au  bout  de  deux  ans  3.)825',24 

Rembourse 7880,71 

Reste  dû  27944',.53 

5 pour  100  de  27944',53 1397  ,23 

Total  dû  au  bout  de  trois  ans  29341 ',76 

Remboursé 7880,71 

Reste  dû 2 1461 ',06 

5 pour  100  de  2 1461 ',05 >073  ,05 

Total  dû  au  bout  de  quatreans  22534',  1 0 

Remboursé 7880,71 

Reste  dû 14653',39 

5 pour  100  d£  14653',39. ,. . 732  ,67 

Total  dû  au  bout  de  cinq  ans  1 5386', 06 

, Remboursé 7880 ,71 

Reste  dû 7505',^ 

5 pour  100  de  7505',35 375 ,27 

Total  dû  au  bout  de  six  ans.  7880', 62 

Remboursé 7880,71 

Différence o',09. 


Donc , le  calcul  tombe  juste , sauf  une  différence  de  9 cen- 
times. 

Pboblème  11.  ('ne  personne  voudrait  se  faire  une  rente  de  m' 
pendant  n années;  * ombien  doit-elle  placer  à raison  de  t pour  |0O 
par  an  K 
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La  formule  AF"  = w X 


F"  — 1 
F— 1 


donne 


»nX(F"— I) 

-'“F"X(F-I)' 

Appuc.vtio>'.  Un  père  met  son  fils  en  pension  à l’âge  de  6 ans, 
moyennant  la  somme  de  1200  fr.,  payable  au  bout  de  chaque 
année;  quelle  est  la  somme  qu’il  devrait  payer  dès  à présent  pour 
ne  plus  avoir  aucun  compte  à régler  d’ici  à 12  ans,  en  supposant 
l’intérêt  à 5 pour  100? 

105 

m=1200,  F = — , n = 12. 


1200X 

11 

1 -1 

1200  X 

Q”-] 

/io5y‘ 

\100/ 

X 

ili 

l 

1 

noâ 

lioo 

»/  *^100 

24000 X 

[Q 

'"-J 

.( 

'10.5  Y’ 
,100/ 

0-0211893 


= 0,2542716 
= 1,795856 


/105\‘' 

(tÔô)  -1  = 0.795856, 

24000X795856 
~ 1795856  ■ 


log  24000  = 4,3802112 
log  795856  = 5,9008345 
comp  log  1795856  = 3,7457284 
log  A =4,0267741 
A=10635',90. 

Problème  III.  Une  personne  qui  doit  A et  ses  intérêts  composés 
n t pour  100  par  an,  voudrait  s’acquitter  en  payant  annuellement 
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une  somme  de  m fr.  ; pendant  combien  d'années  le  payement  doit- 
il  durer  ? 

On  voit  d’abord  que  le  problème  n’est  possible  qu’ autant  que 
m surpasse  l’intérêt  de  A. 

La  formule  donne 

^ ~w  + A— AF' 

Riiiabqüb.  Cette  formule  exige  que  l’on  ail  : 

— AF>0, 


d’où  *”^'ÏÔÔ’ 

c’est-à-dire  que  m doit  être  plus' grand  que  l’intérêt  de  A,  coa 
dition  que  nous  avons  dit  tout  d’abord  être  nécessaire. 
L’équation  [1]  donne 

log  m — log(m-|-A — AF) 


ou 


log  m 
n =• 


log  F 


Application.  Vn  particulier  est  débiteur  d'une  somme  de 
10635', 90  avec  intérêt  à 5 pour  100;  chaque  année  il  rembourse 
1200  fr.;  au  bout  de  combien  d'années  sera-t-il  quitte  avec  son 
créancier  ? 

„ 105 

m = 1200;  A =10635,90;  F = t^, 


_ log  1200  — log  668,205 
log  1,05  ’ 

log  1200  = 3,0791812 
log  668,205  =2,8249098 
Différence  0,25427 1 4 , 

2.542714 
" ~ 211893  ’ 

log  2542714=6,4052975 
log  21 1893  = 5,.326 1167 
log  n = 1,0791808 
n = 12. 
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REMARQie.  Ce  prolilème  est  la  preuve  de  l’un  de*  pr(>rédent*. 
Actuellement,  proposons-nous  de  trouver  le  taux  d’intérfl, 
connaissant  les  trois  autres  quantités. 

Ce  problème  se  distingue  des  précédents,  ett  cfe  qUe  riltcen* 
nue  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  n*  degré 

Ax*  = m X (.r"’' -j- *"■’ -4- x"  ■*  + ...  1) , 


dans  laquelle  x = F = — — . 

Pour  répondre  à la  question  proposée,  nous  recourrons  à la 
méthode  des  tâtonnements,  fort  usitée  en  mathématiques  ; trai- 
tons un  exemple  : 


Problème  IV,  Unepertonne  voudrait  se  libérer  d'une  somme  de 
20000  fr.  en  plaçant  2000  fr.  par  an  pendant  13  années  consétv- 
tives;  à quel  taux  faut-il  qu’elle  place  son  argent  t 
Supposons  que  ce  soit  à 5 pour  100. 

La  foriiiulc  .\F”  = - ^ - donne 

r — 1 

lUO 


log  105=2,0211893 
log  100  = 2 


'»ST77.  = 0'02H8‘J3 


Q =0,2754609 

Q"- 

40000  X [(1^)"—  l]  = 33<26'  ; 

=37713'. 
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En  conséquence,  les  payenienls  accumules  avec  leurs  inté- 
rêls,  seront  3.‘)42(}  fr.,  tanJis  que  la  delle,  avec  ses  inléréls, 
donnera  un  nombre  plus  fort,  37713;  la  delle  avec  inlérél  A 5 
pour  100  n’étanl  pas  complélement  payée,  nous  en  concluons 
que  5esl  trop  fort;  essayons  4;  en  opérant  comme  précédem- 
ment, on  trouve  successivement  : 


mais 


104 

log-— = 0.01703334 


SOOOO  X 


"—0,2214334 


"=  1 ,60507 


t = 0,66507 
I = 33253', 45  ; 


/I04\  '* 

AF"  = 20000  X = .33.301 ',40; 


donc  4 est  encore  Irop  forl;  essayons  3 : 

10.3 


200000 , 
3 


/I03\” 

'""(ïïiô)  =0’' 668839 
/I03'  “ 


/103.'’ 

or,  2000  xf^j  =29370', 60. 

Donc,  3 est  trop  faible;  d’ailleurs,  en  comparant  l’erreur 
commise  avec  3 pour  100  avec  l'erreur  commise  avec  4 pour  100, 
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on  on  conclnl  que  le  taux  cherché  doit  être  beaucoup  plus  près 
de  4 que  de  3. 

L’essai  de  3,95  donne  lieu  aux  operations  suivantes  : 

log  1,0395=0,0168245 
log(l,0395)'*=0, 2187185 
{1,0395}'*=  1,65469 
(1,0395)”  — 1 = 0,65469 

-^^[a,0395)”-l]  = 33l49; 

d’ailleurs , 20000  X (1 ,0395)'*=  33094. 

Donc  le  taux  cherché  est  plus  grand  que  3',95.  En  faisant  le 
môme  calcul  avec  3',98 , on  trouve  : 


Somme  duc 33218' 

Somme  payée 33211 


Le  taux  3',98  est  donc  trop  grand , mais  en  essayant  3',97,  on 
trouverait  qu’il  est  trop  faible  ; donc  enfin  le  taux  demandé  est 
à très-peu  près  3' ,98. 


Autre  poiDi  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager  les  problèmes 
sur  les  annuités. 


575.  Jusqu’à  présent,  nous  avons  considéré  les  annuités 
comme  destinées  à éteindre  une  somme  dont  on  était  le  débi- 
teur. Dans  les  problèmes  suivants,  nous  les  considérerons 
comme  des  sommes  accumulées  pour  produire  un  capital  au 
bout  d’un  certain  temps. 

Un  particulier  place  chaque  année  une  somme  de  2000  fr.  ; cotn- 
bien  cela  fera-t-il  au  bout  de  vingt  ans  ? Si  l’annuité  m fr.  est 
payée  à la  fin  de  chacune  des  n années,  pour  avoir  A fr.,  le  calcul 
est  le  même  que  précédemment,  sauf  qu’au  lieu  d’égaler  la 

fraction  ^ ^ à AF“ , on  l’égalera  simplement  à A ; de 


sorte  que  l’on  aura 

H] 


_»/  X(F"— t) 

“ F — 1 


ce  qui  donne  lieu  à quatre  problèmes. 
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Si  l'annuilé  est  payée  au  l ominenci-incnl  tic  chaque  aimée , 
un  raisonnera  ainsi  qu'il  suit  ; 

Les  m',  placés  au  cominciicement  de  la  première  an- 


née, valent,  au  bout  de  n années wi  X F" 

Les  m',  placés  au  commencement  de  la  deuxième  an- 
née, valent w/XF"-' 

Les  m',  placés  au  commencement  de  la  troisième  an- 
née, valent //iXF"'’ 

Les  m’,  placés  au  commencement  de  la  n*  année, 
valent »«  X F 


Donc, 
d’où  [12] 


wF  X fF“-'  -j-  F"-*  -f- -|-  1)  ~ A ; 

^_»iFx(F'‘  — 1) 


Problème  I.  Quelle  somme  obtient-on  au  bout  de  vingt  ans 
lorsqu'on  place  annuellement  2000  fr.,  au  bout  de  chaque  année  t 


= 66132'. 


Problème  IL  Un  particulier  achète  une  maison  40000  fr.,  et 
paye  20000  fr.  comptant;  quelle  somme  doit-il  placer  à Apour  100 
pour  avoir,  au  bout  de  dix  ans,  les  20000  fr.  qui  lui  manquent 
pour  solder  son  acquisition  ? 

Ici  l’annuité  est  inconnue. 

I.,a  formule  [1]  donne 


A xtF— ij 
F"  — 1 


20000  X:^^ 


m = — — , 


/I04\'“ 

(tüô) 


1665', 82. 


Problème  III.  Une  personne  place,  tous  les  six  mois,  500  fr.; 
elle  laisse  accumuler  les  intérêts  à 5 pour  100 par  semestre;  trouver 
au  bout  de  combien  de  placements  cela  fera  un  capital  de  50000 /r. 
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APPLICATION  UE  I.'aLUÈBRE  A L’ARITHStTIQUE. 


La  formiiU- 

donne 

\ 

d’où 


I»  xO‘’“  — ') 

~ l'  — I 


n = 36  on  67. 


Il  faudra  donc  environ  37  placements , et,  comme  on  en  fait 
un  tous  les  six  mois,  cela  fera  dix-huit  ans  et  demi. 

Problème  IV.  Un  particulier  vend  une  maison  pour  la  somme 
de  30000  fr.  payable  dans  dix  uns , et  consent  à recevoir , pour 
prix  de  son  immeuble,  la  somme  de  1400  fr.  tous  les  six  mois.  A 
quel  taux  place-t-il  son  argent  1 

Ce  problème  ne  peut  ici  être  résolu  que  par  la  méthode  des 
tâtonnements,  parce  que  F,  qui  est  l'inconnue,  entre  au  n'  de- 
gré dans  la  formule  [I]. 

Les  essais  successifs  2;  1,90;  1;  0,90;  0,75;  0,72,  pour  100 
par  semestre  font  reconnaître  que  le  taux  cherché  est , à très- 
peu  près,  72  centimes  pour  cent  francs,  par  semestre. 


PROGRAMME  SOMMAIRE 

SERVANT  d’indication  DANS  LA  MANIÈRE  DE  REVOIR  L’ ARITHMÉTIQUE 
BT  LE8  QUESTIONS  ANALOGUES  D'aLGÈBRE  , DE  MANIÈRE  A COORDON- 
NEE LES  QUESTIONS  SEMÈL ARLES. 

L’enseignement  des  mathématiques  serait  de  beaucoup  sim- 
plifié si , dans  leur  exposition , on  enchaînait  sans  interruption 
toutes  les  questions  qui  présentent  entre  elles  quelque  analogie, 
de  manière  à les  confondre  dans  un  mode  commun  de  solution  ; 
mais , la  nécessité  de  ne  s’appuyer  dans  une  question  que  sur 
des  propositions  déjà  connues , s’oppose  à ce  que  l’on  suive  tout 
d’abord  une  marche  semblable  à celle  que  nous  indiquons; 
toutefois,  ce  qui  n’est  pas  possible  dans  un  premier  enseigne- 
ment, le  devient  quand  on  reprend  en  sous-œuvre  les  parties 
diverses  que  l’on  a déjà  étudiées.  Tel  est  le  but  du  programme 
suivant. 

37G  But  de  l’arithmétique.  — Nombre.  — Unité.  — Unité 
concrèle.  — Unité  abstraite.  — Nombre  concret.  — Nombre 
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abstrait.  — Exposition  du  système  décimal  de  nuniéialion.  — 
Conséquences  de  ce  système.  — Extension  du  système  de  nu- 
mération, ou  introduction  des  nombres  décimaux.  — Identité 
d'un  nombre  entier  avec  Un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  positives  de  10.  Identité  d'un  nombre  décimal 
avec  un  polynôme  Ot-douné  suivant  les  puissances  rtégiltlves 
de  10.  — X étant  la  base  du  système  et  d,  e,  b,  a,  désignant  les 
unités  des  ditTérents  ordres  d’un  nombre  N,  on  peut  écrire  ; 
Nï=dc6«=dx’-|-ex*-f  — SI  l’on  convient  de  mar- 

quer par  une  virgule  la  place  des  unités  de  premier  ordre,  et  de 
prolonger  indéfiniment  de  gauche  h droite  les» termes  de,  la 
progression  par  quotient  dont  la  raisttn  est  x , un  nombre  tel 
que  A,  übedé  pourra  s’écrire  k-{-ax-'-\-bx-*-\-exr*-{-dx-^-\-exr*. 

— Grandeur,  quantité,  mesure  des  grandeurs,  unités  de  me- 
sure, nombre.  — Grandeur  commensurable , grandeur  incom- 
mensurable. — Système  métrique.  — Ses  conséquences.  — 
Addition  des  nombres  entiers,  fractionnaires  et  décimaux. 

— Addition  algébrique  considérée  dans  tes  différents  cas  et 
dans  les  généralisations  successives  qui  ont  été  examinées.  — 
Remarquer  l’analogie  qui  existe  entre  la  réduction  des  frac- 
tions au  même  dénominateur  et  la  résolution  des  équations  par 
la  méthode  de  réduction  ainsi  qu’avec  la  réduction  des  radicaux 
au  même  indice.  — Multiplication  des  nombres  entiers,  fraction- 
naires et  décimaux.  — Multiplication  abrégée.  — Propriétés 
d’un  produit.  — Hulliplication  algébrique  considérée  dans  les 
différents  cas  et  dans  les  généralisations  successives  qui  ont 
été  examinées.  — Formation  des  puissances.  — Carré  et  cube 
de  la  somme  de  deux  nombres  ; (o  -f-  è)*  = o*  -y-  2«6  -f-  6*  ; 
(a-f-6)*=o*4-3o*é-|-3o6’-f-6’.  — Cas  particuliers  6=1  ; b— — 6. 
Carré  et  cube  d’un  nombre  renfermant  des  dizaines  et  des 
unités.  Produit  des  puissances  d’un  même  nombre.  — Puis- 
sance d'un  produit.  — Puissance  de  puissance.  — Carré  d'un 
polynôme.  — Classification  des  opérations  de  l’arithmétique  en 
opérations  directn  et  en  opérations  inverm.  — l*  Problème  in- 
verse de  l’addition.  — Ce  problème  est  Indéterminé.  — Cas  de 
deux  nombres.  — Une  somme  étant  tytnéirique  par  rapport  & ses 
parties,  les  deux  problèmes  inverses  de  l'addition  se  réduisent 
à un  seul.  — Soustraction.  — Revoir  tout  ce  qui  se  rattache 
il  cette  opération,  soit  en  arithmétique,  soit  en  algèbre,  con- 
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forménienl  à la  marche  pn'oédcmment  suivie.  — 2"  Problème 
inverse  de  la  miilliplicalion.  — Tn  produil  a X 6 èlanl  symé- 
Iriqiie  par  rapport  h ses  facteurs,  les  deux  problèmes  in- 
verses de  la  multiplication  se  réduisent  à un  seul.  — Division. 
— Division  arithmétique  dans  ses  dilTércnts  cas,  tant  pour  les 
nombres  entiers  que  pour  les  nombres  fractionnaires  et  déci- 
maux. — Division  abréfféc.  — Propriétés  d’un  quotient.  — Di- 
vision algébrique  dans  ses  différents  cas  et  dans  ses  générali- 
sations successives.  — 3*  Problème  inverse  de  la  formation  des 
puissances.  Dans  l’équation  a'"  = c , les  quantités  a et  6 ne 
peuvent  pas  être  prises  l'imc  pour  l'autre;  par  suite,  deux  pro- 
blèmes inverses  sont  à distinguer.  L’un  de  ces  problèmes  a 
reçu  le  nom  de  racine,  et  l'autre  celui  de  logarithme.  — La  théo- 
rie des  logarithmes  sera  exposée  plus  tard.  — Extraction  de  la 
racine  carrée  et  de  la  racine  cubique , soit  exactement , soit 
approximativement,  d'un  nombre  donné,  entier,  fraction- 
naire ou  décimal.  — Formule  relative  à l’cxlraclion  de  la  ra- 
cine carrée  et  de  la  racine  cubique  d’un  nombre  à moins 


1 


■ Kacinc  carrée  algébrique.  — Propriétés  générales  des 


de  -. 

P 

nombres.  — Principes  préliminaires.  — Multiples  et  diviseurs. 
— Caractères  de  divisibilité  : 1*  Arithmétiquement;  2°  algébri- 
quement. — Remarquer  les  généralités  laconiquement  indi- 

10-— l 10’"  — 1 , lO’-’^'-i-l  — n“  a:’"— 1 

1 — r; — et  avec , — p-r 

11  lO-j-  1 x — a ’ a:-f-  1 


quées  par  ■ 


9 


et  . — Du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  de 

plusieurs  nombres.  — Théorie  des  nombres  premiers. — Du  plus 
grand  commun  diviseur.  — Du  plus  petit  multiple  et  des  frac- 
tions irréductibles.  — Remarquer  l’analogie  qui  a lieu  entre  la 
décomposition  d’un  nombre  en  facteurs  premiers  et  la  décom- 
position x*-\-px-\~q—{x  — x'){x — x'')  \ dans  les  deux  cas  il  n'y 
a qu’une  seule  et  même  déeomposition.  — Des  nombres  incom- 
mensurables. — La  racine  carrée  d’un  nombre  qui  n’est  pas  le 
carré  d’un  nombre  entier  n’est  pas  le  carré  d’un  nombre  frac- 
tionnaire exact.  — Extension  du  principe  aux  racines  de  tous 
les  degrés.  — Théorie  des  incommensurables.  — Applications 
de  l’arithmétique.  — Proportions.  — Proportions  algébriques. 
— Règle  de  trois,  d’intérêt,  d’escompte,  de  société,  d’alliage. 
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(le  iiu'liiiige  ; el  résolnlion  clos  mêmes  problèmes  à l’aide  des 
formules.  — Rt^ohilioii  des  équations  du  premier  degré.  — 
Résolution  des  équations  du  second  degré.  — Progressions  par 
différence.  — Progressions  par  quotient.  — Problèmes  du  pre- 
mier el  du  deuxième  degré  qui  se  rattachent  aux  progressions. 
— Logarithmes.  — Intérêts  eomposés.  — Annuités. 

Remarqie.  Une  marche  analogue  à celle  que  nous  venons 
d’indiquer  d’une  manière  sommaire,  peut  être  suivie  avec 
succès  en  géométrie;  il  y a plus,  un  élève  qui  connaîtra  déjà 
les  iiarties  diverses  des  mathématiques  devra , dans  une  nou- 
velle .élude,  coordonner  toutes  les  questions  d’arithmétique, 
d’algèbre , de  géométrie  descriptive  , de  géométrie  analy- 
tique%  etc.,  qui  présentent  quelque  analogie;  il  devra  en  outre 
comparer  entre  elles  les  méthodes  employées  dans  ehacunc 
des  branches  des  mathématiques  pour  résoudre  les  mêmes 
questions. 


EXERCICES. 

577.  La  somme  de  deux  nombres  est  Ui;  12  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur;  quels  sont  ces  nombres? 

Le  produit  de  deux  nombres  est  86i;  6 est  leur  plus  grand  commun  di- 
viseur; quels  sont  ces  nombres? 

Partager  1U  en  trois  nombres  entiers  dont  12  soit  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

Trouver  trois  nombres,  connaissant  leur  somme  156,  l'excès  12  de  la 
somme  des  deux  premiers  sur  le  troisième  el  leur  plus  grand  commun  di- 
viseur 12. 

La  diflërence  de  deux  nombres  est  30  ; leur  plus  grand  commun  diviseur 
est  6;  quels  ;ont  ces  nombres? 

On  demande  le  plus  grand  nombre  qui  donne  le  reste  8 quand  il  divise 
3473 , et  le  reste  7 quand  il  divise  826. 

Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  connaissant 
leur  produit  864  el  leur  plus  petit  multiple  144. 

Trouver  la  plus  simple  des  fractions  équivalentes  à et  dont  la  diffé- 
rence des  deux  termes  soit  un  multiple  de  4. 

Une  fête  est  célébrée  tous  les  14  ans  chez  un  peuple,  tous  les  18  ans 
chez  un  second , tous  les  24  ans  chez  un  troisième  ; à combien  d’années 
d'intervalle  sera-t-elle  célébrée  la  même  année  chez  les  trois  peuples? 

Il  existe  un  nombre  entier  moindre  que  .5049  divisible  par  9,  et  qui 
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donne  conetammenl  le  resta  9 quand  il  est  divisé  par  les  nombres  10,  10, 
21  et  25  : quel  est  ce  nombre? 

Quel  est  le  plus  petit  nombre  qui,  étant  divisé  séparément  par  21,  96, 
45  et  24 , donne  constamment  le  reste  15? 

Dans  une  proportion  géométrique , le  carré  de  la  somme  des  deux  pre 
roiers  termes  est  à leur  produit  comme  le  carré  de  la  somme  des  deux 
derniers  est  à leur  produit. 

Dans  toute  proportion  géométrique , la  racine  carrée  de  la  somme  des 
carrés  des  antécédents  est  à la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
conséquents  comme  un  antécédent  est  à son  conséquent. 

Dans  toute  proportion  par  quotient,  la  moyenne  géométrique  des  deux 
premiers  termes  est  à leur  moyenne  arithmétique  comme  la  moyenne 
géométrique  des  deux  derniers  termes  est  à leur  moyenne  arithmétique. 

Trouver  le  plus  petit  multiple  de  7 auquel  il  manque  une  unité  pour 
être  divisible  par  3,  4 et  5.  * 

Lorsque  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  leur  produit  et  leur 
somme  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux. 

^ et  ^ sont  deux  fractions  irréductibles;  b est  premier  avec  n ; démon- 
trer que  fraction  Irréductible. 


0 

Trouver  la  condition  pour  que  soit  égal  6 


0 + w 
6 -j-n 


Un  nombre  terminé  par  2 ou  par  6 ne  peut  être  le  cube  d’na  nombre 
entier  qu’autant  que  le  chiffre  des  dizaines  est  impair. 

Dans  quel  système  de  numération  faut-il  écrire  4096  pour  être  représenté 
par  14C41. 

Deux  facteurs  moindres  chacun  qu’un  nombre  premier  ne  peuvent  for- 
mer un  nombre  divisible  par  ce  nombre  premier. 

On  a trois  fractions  périodiques  simples  : la  période  de  la  première  est 
de  2 chiffres;  celle  de  le  seconde  est  de  4;  celle  de  la  troisième  de  7; 
un  ajoute  ces  trois  fractions  et  l'on  demande  si  la  fraction  résultante  don- 
nera lieu  à une  fraction  décimale  périodique;  si  elle  donne  lieu  à une  pé- 
riode, quel  sera  le  nombre  des  chiffres  de  cette  période? 

Tout  carré  est  un  multiple  de  3 ou  le  devient  lorsqu’il  est  diminué  d’une 
unité. 


Tout  carré  est  un  multiple  de  4 ou  le  devient  lorsqu’il  est  diminué  d'une 
unité. 

Tout  carré  est  un  multiple  de  5 ou  le  devient  lors<)u'il  est  augmenté  ou 
diminué  d'une  unité. 


Tout  carré  impair  diminué  d'une  unité  est  un  multiple  de  8. 
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Tous  les  nombres  premiers  sont  des  multiples  de  3 ou  de  4 augmentés 
ou  diminués  d’une  unité. 

Trouver  un  nombre  de  deux  chiRres  multiple  de  9 et  de  21. 

217  est  la  différence  entre  les  cubes  de  deux  nombres  entiers  consécutifs; 
quels  sont  ces  nombres? 

Quelle  est  la  fraction  qui  ne  change  pas  quand  on  l’élève  au  carré? 

Un  nombre  terminé  par  S ne  peut  être  un  cube  qu’aulant  que  le  chiffre 
des  dizaines  est  2 ou  7. 

Un  cube  est  égal  à la  somme  d’autant  de  nombres  de  la  suite  des 
nombres  impairs  1 , 3,  5,  7 , etc.  qu’il  y a d’unités  dans  la  racine. 

A 

Calculer  le  quotient  ^ de  deux  nombres  donnés,  à moins  d’une  fraction 

donnée  — . 
m 

On  remplit  d’eau  distillée  un  vase  cylindrique  dont  le  rayon  de  la  base 
est  de  1 mètre  et  la  hauteur  de  2 mètres  Trouver  le  poids  de  l’eau  qui 
remplit  le  vase. 

Une  somme  augmentée  rie  ses  intérêts  simples  est  devenue  6i72  francs 
BU  bout  de  dix  ans  sept  mois.  Au  bout  de  quinze  ans  elle  est  devenue 
8300  francs  : trouver  le  capital  et  le  taux  de  l'intérél. 

Une  personne  âgée  de  n années  place  une  rente  a à rentes  viagères  : on 
demande  la  valeur  de  cette  rente  dans  la  supposition  que  cette  personne 
doive  vivre  encore  ni  années.  (Voir , dans  VAnnnairt  du  bureau  des  longi- 
tudes , la  table  de  mortalité.) 

Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  comme  f ; 9,  et  tels  qu’en 
diminuant  le  premier  de  c,  et  qu’en  augmentant  le  second  de  d,  les  deux 
résultats  soient  entre  eux  comme  m ; n. 

Dégager  X et  y des  proportions  x:y::3;7;  (a:-t-y)*;(® — y)’;:25:384. 

Trois  nombres  sont  entre  eux  3 : 7 : 10,  la  somme  de  leurs  carrée  est 
2328;  quels  sont  ces  nombres? 

Trouver  un  nombre  tel  que  le  produit  de  ses  trois  tiers,  soit  au  produit 
de  ses  quatre  quarts , comme  le  produit  de  ses  sept  septièmes  est  au  pro- 
duit de  ses  onze  onzièmes. 

Partager  27000  francs  entre  trois  enfants,  dont  l’un  a 5 ans,  l’autre 
0 ans,  le  troisième  15  ans;  sous  la  condition  que  chacune  des  parts  aug- 
mentée de  ses  intérêts  simples  à S pour  100,  soit  la  même  quand  chacun 
d’eux  aura  vingt  et  un  ans. 

Trouver  un  nombre  qui  ne  soit  composé  que  de  9,  et  qui  soit  un  mul- 
tiple de  7. 

Trouver  le  nombre  de  diagonales  d'un  polygone  par  les  progressions. 

Un  carré  étant  donné,  on  joint  les  milieux  consécutifs  par  des  droites, 
ce  qui  donne  un  carré,  on  opère  sur  ce  carré  comme  sur  le  précédent,  et 
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ainsi  de  suite , un  demande  la  iimile  de  la  somme  des  surfaces  de  tous  ces 
carrés? 

(Même  problème  pour  le  triangle  équilatéral.) 

Soit  la  progression  arithmétique  tI  .2.3.4. ...m.m-f-t  i prouver  que 
(t +2  + 3-)-4.... +2+ 3.... + ™ + CRfixi 

parfait. 

Quelle  est  la  somme  de  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  t et 
t 00000. 

Une  personne  place  chez  un  banquier  une  somme  de  7200  fr.  ; uu  bout 
de  7 ans  elle  reçoit  10000  fr.  tant  pour  le  capital  que  pour  les  intérêts 
accumulés;  trouver  le  taux  d’intérêt  de  la  somme  placée. 

Trouver  le  nombre  des  rangs  d’un  bataillon  triangulaire  équilatéral  de 
78  hommes? 

Le  nombre  des  termes  d’une  progression  par  dilférence  est  6,  la  somme 
de  tous  ses  termes  est  42,  la  somme  des  trois  premiers  est  12  ; quels  sont 
ces  termes  ? 

Trouver  le  nombre  des  termes  d’une  progression  arithmétique  connais- 
sant le  premier  terme,  la  raison  et  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
termes. 

D’un  tonneau  qui  contient  156  bouteilles  de  vin,  on  tire  chaque  jour 
trois  bouteilles  que  l’on  remplace  chaque  jour  par  trois  bouteilles  d’eau  ; 
on  demande  combien  le  tonneau  contiendra  d’eau  et  de  vin  après  qu’on 
aura  fait  cette  opération  sept  jours  de  suite? 

Un  mobile  animé  d’un  mouvement  perpétuel  parcourt  cent  lieues  à la 
première  minute,  99  la  seconde,  98,01  la  troisième,  et  ainsi  de  suite; 
combien  parcourra-l-il  de  lieues  dans  toute  l’éternité? 

Trouver  la  somme  de.s  50  premiers  termes  d’une  progression  géomé* 
trique  dont  le  premier  terme  est  15  et  le  septième  terme  25. 

Le  premier  terme  d’une  progression  arithmétique  est  I,  le  dernier  est 
20  , la  somme  de  tous  ces  termes  est  84  ; trouver  le  septième  terme  de  la 
progression? 

Appliquer  la  formule  de  la  somme  des  termes  d’une  progression  par 
quotient  A la  mesure  de  la  pyramide  triangulaire. 

Trouver  la  raison  d’une  progression  telle  que  le  m"'  terme  soit  a,  et 
que  le  n”'  terme  soit  5. 

Trouver  une  progression  par  différence , dont  la  somme  des  termes 
ajoutée  à la  somme  des  extrêmes  soit  21,  la  raison  1 et  le  nombre  des 
termes  5. 

Insérer  des  moyens  arithmétiques  entre  3 ^ et  5,  sous  la  condition  que 
3 ÿ soit  un  de  ces  moyens. 

La  population  A d’un  département  cioit  chaque  année  de  on  de- 
mande ce  qu’elle  sera  au  bout  de  n années? 
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Une  progression  par  quotient  est  composée  de  six  termes;  le  premier 
est  1,  leur  produit  est  15,  quelle  est  cette  progression? 

' Combien  faut-ilprendredeterme3delaprogressiongéométrique1;3, etc., 
pour  que  la  somme  soit  égale  à 1093  ? v > 

Connaissant  dans  une  progression  arithmétique  a,  r et  S,  trouver  n et  l. 
Introduire  dans  la  valeur  trouvée  l'hypothèse  r=0,  et  discuter  les  sym- 

boles^et-. 

Trouver  i nombres  en  progression  arithmétique  et  qui  soient  tels,  qu’en 
les  diminuant  respectivement  de  67,  270,  365  et  il6  J , les  nombres  résul- 
tants soient  en  progression  géométrique. 

Trouver  4 nombres  en  progression  arithmétique  tels  que,  si  on  les  re- 
tranche respectivement  des  4 nombres  11,  28,  61  et  142,  les  restes  soient  . 
en  progression  géométrique.  > ' ■ ■ • 

Le  premier  terme  d’une  progression  arithmétique  est  2*  la  raison  est  3, 
la  somme  de  tous  les  termes  est  2420  : trouver  le  nombre  des  termes  de  la 
progression. 

Trouver  4 nombres  en  progression  arithmétique  tels  que  la  sommeties 
deux  premiers  soit  égale  à 10  et  la  somme  des  deux  derniers  égale  à 26. 

Doux  courriers  séparés  par  une  distance  de  1650  mètres  vont  à la  ren- 
contre l’un  de  l’autre;  le  premier  parcourt  4 mètres  la  première  minute,  et 
dans  chaque  minute  suivante  2 mètres  de  plus  que  dans  la  précédente  ; le 
second  parcourt  2 mètres  dans  la  première  minute,  èl,  dans  chaque  minute 
suivante,  3 mètres  de  plus  que  dans  la  précédente  ; au  bout  de  combien  de 
minutes  se  rencontreront-ils?  . . , '■ 

Résoudre  les  équations  et  log  de  xij=\. 

Résoudre  les  deux  équatiohs  a"  -}-  y = o,  log  x ; log  ÿ ; m : n. 

Une  somme  de  12000  fr.  est  due;  dans  15  ans  on  payera  40000  fr.,  et 
la  dette  sera  éteinte  ; trouver  le  taux  de  l’inlérét. 

Quelles  sont  les  progressions  à raisons  entières  dont  le  premier  terme  est 
6 et  dont  1446  est  un  terme?  ' , 

Trouver  deux  nombres  entiers  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un 
carré  parfait. 

Un  particulier  devait  une  somme  payable  dans  12  ans;  par  suite  d’un 
arrangement  avec  son  créancier,  il  a acquitté  sa  dette  par  trois* payements,  _ 
l’un  de  500  fr.  après  4 ans,  l’autre  de  900  fr.  après  8 ans,  et  le  troisième 
de  1500  fr.'après  20  ans  ; trouver  le  montant  de  la  dette. 

Une  somme  de  800  fr.'  n’est  remboursable  que  dans  12  ans,  on  veut 
l’acquitter  aujourd’hui , quelle  est  la  somme  à payer,  le  taux  étant  stipulé 
i raison  de  5 pour  100? 

Pendant  combien  de  temps  faut-il  placer  une  somme  à 5 pour  100  pot  r 
l’aiagmenter  de  ses  trois  cinquièmes  ? 

Un  billet  de  2000  fr.  est  payable  dans  5 ans,  on  veut  payer  600  fr.  au 
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bout  de  2 ans,  1000  fr.  au  bout  de  la  troisième  année , et  l'on  vèut  s'ac- 
quitter à la  fia  de  la  quatrième;  que  devra-t-on  payer  à cette  époque  le 
taux  étant  4 pour  100? 

Bésoudre  l’équation  A'^'  = B*. 

Bésoudre  l'équation  a.b‘=.c''‘. 

Cne  personne  jouant  à quitte  ou  double  parie  un  centime  la  première 
fois;  quelle  somme  a-t-elle  perdue  au  bout  de  11  parties,  en  aupporaat 
que  chaque  fois  la  chance  lui  ait  été  défavorable  ? 

I 

PROBLÈMES  DITIRS. 

Üne  personne  a dans  une  main  un  nombre  impair  de  louis  de  24  fr.,  et 
dans  l’autre  un  nombre  pair  de  napoléons  de  20  fr.  ; on  lui  dit  : Multipliez 
par  6 ce  que  vous  avez  dans  la  main  droite,  et  par  9 ce  que  vous  avez  dans 
la  main  gauche , additionnez  les  produits , distribuez  la  somme  entre 
48  pauvres  , il  revient  à chacun  93  fr.  — Dans  quelle  main  se  trouvaient 
les  louis? 

Deux  personnes  ont,  la  première  15',60,  et  la  deuxième  11 ',40.  Quelle 
somme  la  première  doit-elle  remettre  à la  seconde  pour  que  oelle-ci  ait  { de 
plus  que  la  première? 

Une  personne  a dépensé  4S00  fr.  pour  acheter  90  aunes  d'une  étoffe  qui 
a { de  large  ; on  demande  combien  elle  devrait  débourser  pour  acbeler 
15  aunes  d’une  étoffe  d’une  qualité  qui  a J de  large,  sachant  que  si  les 
deux  qualités  étaient  de  même  largeur,  le  prix  do  la  première  serait  les  J de 
celui  de  la  seconde? 

^ On  a trois  montres,  la  première  avance  de  6'",8'  par  24  heures  ; la 
deuxième  avance  de  13'”, 9’  dans  le  même  temps;  enfin,  la  troisième  re- 
tarde de  47'°.  On  demande  au  bout  de  combien  de  fois  24  heures  elles  mar- 
queront la  môme  heure  ? 

Quatre  courriers  se  poursuivent  sur  une  circonférence;  le  premier  a une 
vitesse  de  2 lieues  j à l’heure  ; le  second  de  3 lieues  | ; le  troisième  de 
7 lieues  le  quatrième  de  2 lieues  J.  Au  bout  de  combien  de  temps  les 
courriers  seront-ils  ensemble  ? 

, Trois  cavaliers  se  meuvent  sur  une  circonférence  ; le  premier  rencontre 
le  deuxième  toutes  les  2 heures , et  le  troisième  toutes  læ  3 heures.  Quand 
seronUils  tous  les  trois  ensemble? 

Une  montre  a trois  aiguilles,  celle  des  heures,  celle  des  minutes,  et^e 
des  secondes.  Au  bout  de  combien  de  tenq>s  seront-elles  de  nouveau  tmites 
ensemble  ? 

On  a payé  une  certaine  sonune  au  moyen  de  payements  qui  ont  toujours 
.été  en  croissant  de  3 fr.  ; le  premier  a été  de  6 fr.,  le  dernier  do  S7  fr.  On 
demande  le  nombre  de  payements  et  la  somiàe  remboursée. 
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' On  veut  payer  5000  fr.  en  8 ans;  combien  faudra-t4l  donner  chaque 
année  pour  que  chaque  payement  effectué  vaille  la  huitième  partie  de 
5000  fr.  au  commencement  de  la  première  année. 

On  a payé  8235  fr.  en  30  payemente  qui  ont  augmenté  succesaivement 
de  3 fr.  On  demande  à combien  sa  sont  élevés  le  premier  et  le  dernier 
payement? 

Une  personne  a acheté  une  pièce  de  drap  pour  768  fr.;  une  deuxième 
personne  a acheté  une  pièce  de  drap  de  qualité  différente  contenant  4 aunes 
de  plus;  elle  a payé  chaque  aune  8 fr.  de  plus;  et  elles  lui  ont  coûté 
tt20  fr.  Trouver  le  prix  d’une  aune  et  le  nombre  d'aunes. 

On  a du  vin  à 13  sous  et  à 48  sous.  Combien  faudrailril  prendre  de 
chacun  de  ces  vins  pour  former  un  mélange  à 15  sons? 

Partager  a en  deux  parties  telles  que  le  carré  de  la  première  soit  au 
carré  de  fa  seconde  comme  m est  à n. 

Un  négociant  donne  3 francs  de  gratification  à son  commis  chaque  fois  , 
qu’il  gagne  3-5', 75.  Le  commis  ayant  touché  286  francs , on  demande  quelle 
a été  la  recette  totale  du  négociant , sachant  d’ailleurs  qu’il  gagne  5^8Q 
par  chaque  vente  de  96  fr.  > 

4 fontaines  coulant  ensemble  remplimienl  un  bassin  en  16  heures  ; 
le  tempe  qu’il  faudrait  à la  première  pour  le  remplir  seule  est  au  temps 
qu’il  faudrait  à la  deuxième  : : | le  tempsde  la  deuxième  est  à celui  de 
la  troisième  : : 1 J : 3 ; et  le  temps  de  la  troisième  est  à celui  de  la  qua  ' 
trième  ;;  1 ; 2.  On  demande  le  temps  qu’il  faudrait  à chaque  fontaine  pour 
remplir  le  bassin  en  totalité?  ’ . ' 

A quelle  époque  doit  échoir  un  billet  pour  que  la  valeur  stipulée  soit  à 
la  valeur  actuelle  comme  18:17,  l’escompte  étant  en  dedans  à 3>  pour  100?^ 

On  emploie  des  ouvriers  à faire  un  ouvrage  ; on  dépense  on  tout  3375  fr.; 
chaque  ouvrier  fait  12  pieds  6 pouces  d’ouvrage;  on  donne  à chaque 
ouvrier  12', 50.  On  demande  le  nombre  d’ouvriers  et  le  nombre  de  mètres 
qu’ils  ont  fait? 

On  a plusieurs  fractions  périodiques  simples;  on  sait  d’ailleurs  que  la 
période  de  la  première  e$t  de  2 chiffres,  la  deuxième  de  4,  et  la  troisième 
de  7 ; on  ajoute  ces  fractions  et  l’on  demande  si  la  fraction  résultante  sera 
périodique,  et  datas  ce  dernier  cas,  quel  sera  le  nombre  des  chiffres  de  la 
période  ? 

Un  chariot  a deux  espèces  de  roues;  le  contour  de  la  grande  est  de  - 
30  pieds  4 pouces  ; tandis  qu’elle  fait  3 tours  } la  petite  en  fait  9J.  Quel  est  ' 
le  contour  de  la  petite  roue? 

Bésoudre  par  tâtonnements  l’équation 

(Mponsb.  x=1,6à0,1  près.)  % 

Un  banquier  a escompté  deux  billets , l’un  de  7000  fr.  payable  dans 
cinq  mois , l’autre  de  4500  fr.  à trois  mois  de  terme.  Trouyer  le  tanx  de 
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l’escompte , sachant  que  le  premier  a été  payé  2392' ,50  de  plus  que  le 
second. 

(Répo.>'Se.  J pour  100  par  mois.) 

Deux  courriers  partant  de  Paris  et  de  Metz  vont  à la  rencontre  l’un  de 
l'autre;  celui  de  Paris  fait  i lieues  à l’heure,  et  il  part  S heures  avant  celui 
de  Metz  qui  fait  seulementS  lieues  à l’heure;  il  y a 79  lieues  entre  les  deux 
villes;  à quelle  distance  de  Paris  les  deux  courriers  se  rencontreront-ils  i 

(Réponse.  A 53  lieues  ^ de  Paris  et  à 25  lieues  de  Metz.  On  comparera 
la  solution  arithmétique  avec  la  solution  algébrique,  après  quoi  on  généra- 
lisera le  problème.) 

Deux  courriers  partent  de  Strasbourg  et  de  Nancy  pour  Paris;  le  premier 
fait  i lieues  à l’heure,  et  il  commence  sa  course  5 heures  avant  le  second 
qui  fait  seulement  3 lieues  à l'heure;  il  y a 37  lieues  entre  Strasbourg  et 
Nancy;  à quelle  distance  de  la  première  ville  la  rencontre  se  fera-t-elle? 

(Réponse.  Le  courrier  de  Strasbourg  rencontrera  celui  de  Nancy  à 
88  lieues  de  la  première  ville , et  ù 51  lieues  de  la  seconde.  — Comparer 
les  deux  modes  de  solution  et  généraliser.) 

Dn  robinet  peut  remplir  un  bassin  en  3 heures , et  un  autre  robinet  peut 
remplir  le  même  bassin  en  5 heures;  combien  faudra-t-il  de  temps  pour 
que  les  deux  robinets  coulant  ensemble , remplissent  ce  bassin  ? 

(Répo.nse.  1 heure  52  minutes  30  secondes.) 


-.Un  réservoir  est  alimenté  par  3 fontaines;  tes  dciix  premières  coulant  en- 
semble le  rempliraient  en  a minutes  ; la  première  et  la  troisième  coulant 
ensemble  le  rempliraient  en  b minutes;  la  deuxième  et  la  troisième  coulant 
ensemble  le  rempliraient  en  c minutes.  Combien  faut  if  de  temps  à chaque 
fontaine  pour  remplir  le  réservoir  à elle  seule?  On  suppose  que  l’écoule- 
ment de  l’eau  est  uniforme. 


( Réponse. 


ar  = 


2g  6c  _ 

6c  -f-  ac  — o6’ 


2u6c 

^ bc-f-ab  — ac’_ 


_ . , iabc  ■\ 

ab-\-ac  — 6c’  / 

Un  homme  vend  son  cheval  2i0  francs,  et  perd  ^ pour  400  de  ce  qu’il 
lui  a coûté.  Combien  l’a-t-il  payé? 

-Un  capitaliste  a escompté  en  dedans  deux  billets,  l’un  de  7000  fr.  à 
5 mois  do  terme , et  l’autre  de  .1500  fr.  à 3 mois  ; trouver  le  taux  de  l’es- 
compte sachant  que  le  premier  billet  a été  payé  2395', 77  de  plus  que  le 
second. 

( Réponse.  J pour  400  par  mois.  ) 
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Une  personne  possède  un  eèpital  de  30,000  fr.,  qu'elle  fait  valoir  à un 
certain  intérêt  ; mais  elle  doit  une  somme  de  20,000  fr.,  dont  elle  paye  un 
certain  intérêt.  L’intérêtqu’elle  retire  surpasse  celui  qu’elle  paye  de  800  fr.; 
une  seconde  personne  possède  35,000  fr.  qu’elle  fait  valoir  au  second  taux 
d’intérêt  ; mais  elle  doit  24,000  fr.,  dont  elle  paye  un  intérêt  au  premier 
taux;  l’intérêt  qu’elle  retire  surpasse  celui  qu’elle  paye  de  310  fr.  ; on  de- 
mande les  deux  taux  d’intérêt. 

(RépoMSB.  Le  premier  taox  esté  6 pour  tOO,  et  le  second  taux  est  à 5 
pour  tOO.) 

On  multiplie  l’un  par  l’autre' deux  nombres  dont  la  différence  e^7S; 
par  suite  d'une  erreur  on  a trouvé  un  produit  trop  faible  de  100  ; ce  pro- 
duit est  supérieur  de  1 04  3 au  produit  du  multiplicande  par  227  ; quels  sont 
ces  nombres  î ' ' ' 

(Réponse.  469  et  234^ — Interpréter  la  solution  négative.) 

On  dit  que  Hiéron , roi  de  Syracuse , voulant  offrir  une  couronne  à Ju- 
piter, donne  20  livres  d’or  à un  orfèvre  pour  la  faire.  La  couronne  se  trouva 
du  poids  de  20  livres  ; cependant  le  roi , soupçonnant  la  bonne  foi  de  l’ou-  - 
vrier,  chargea  Archimède  de  vérifier  la  chose  sans  endommager  la  couronne.  - . 

Archimède  détermina  le  poids  spécifique  de  la  couronne  et  trouva  46  pour 
sa  valeur,  tandis  que  celui  de  l’or  est  49,64;  il  en  conclut  que  la  couronne 
était  formée  d’or  allié  à un  métal  moins  dense.  La  facilité  avec  laquelle 
l’argent  s’allie  avec  l’or,  lui  fit  soupçonner  que  l’argent  était  cet  autre  ’ - . 

métal.  Or,  le  poids  spécifique  de  l’argent  étant  4 0,5 , Archimède  en  conclut 
que  la  couronne  était  composée  de  4 4<,77  d’or  et  de  S',23  d’argent , ce  dont 
l’orfévre  convint.  Trouver  comment  Archimède  a pu  découvrir  cette  com- 
position de  la  couronne.  On  sait  d’ailleurs  que  le  volume  d’un  corps  s’ob-.. 
tient  en  divisant  un  certain  poids  de  ce  corps  par  son  poids  sp^ifique. 
(4fflè6re  <f«  J/.  Ciroitfe,  page  90.) 

On  laisse  tomber  unè  pierre  dans  un  puits  de  mine  et  l’on  trouve  qu’il 
s’est  écoulé  un  nombre  t de  secondes  entre  l’instant  de  sa  chute  et  celui  où  ■ 
le  bruit  de  son  arrivée  aii  fond  du  puits  est  parvenu  à l’oreille  de  l’obser- 
vateur. On  propose  de  calculer  la  profondeur  de  ce  puits  sachant  que  : 

4*  la  vitesse  du  son  est  uniforme  et  de  a mètres  par  seconde;  2°  un  corps 
qui  tombe  dans  le  vide  parcourt  0 g mètres  pendant  la  première  seconde  ; 

3°  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  carrés  des  temps  ; on  fait 
d’ailleurs  abstraction  de  la  rteistance  de  l’air.  (Algèbre  de  U.  Cirodde, 
page  465.) 

On  suppose  trois  prés  dont  les  surfaces  respectives  sont  b,  e,  g où  l’herbe  ' ' 
est  égale  de  hauteur  et  croit  d’une  manière  uniforme  ; le  premier  est 
épuisé  par  un  nombre  a de  bœufs  dans  le  temps  c ; le  second  par  un 
nombre  d de  bœufs  dans  le  temps /';  on  demande  combien  le  troisième  pré 
pourra  nourrir  de  bœufs  dans  le  temps  h,  ^ 


/ 
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' r Décomposer  6 en  deux  parties  telles  que  la  somme  des  carrés  ^Jeure 
inversee  soit  égale  à 

(RipoirsB.  Les  équations  du  problème  sont  : - 

^-j-y  = 5, 

l-ui  — 1® 

X*  y*  “ 36'  ' 

L’équaüon  n0x*+*S3!C*+«60x— 9M=«,  * laquelle  onarrive, 
est  facilement  résoluble  par  la  méthode  de  décomposition.  ) 
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NOTE  SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRI- 
QUES DU  1"  DEGRÉ  A PLUSIEURS  INCONNUES. 


1”  Càs.  Le  système  est  déterminé. 


[«] 

4»+  3v+  i*—  Sfc=~  S 

[1] 

4»+  3y+  2x—  5fc=—  5 

[2] 

3( — 

1& 

[S] 

47* — y+ai»e:  60 

[8] 

6®—  4jf — 3JC-1"  Bt= 

35  > 

[«1 

62»+  4y+  »=  135 

[4] 

hx—  Vt-  TX—  21= 

6 

DI 

17»— lly— 3»fc=  40 

[11 

'4*+  3y+  2x—  5I=- 

- 6 

[I] 

4»+3y+2*—  W=>—  5 

[S] 

47»—  y+3IX= 

60 

W 

, 47*—  y+3l*=  60 

[81 

1&C+  y= 

33 

[81 

15»+  y—  33 

[»1 

lis»— 19y=  179 

[101 

403»=  806. 

De  tlO]  on  tire  x=2;  substituant  cette  valeur  dims  [8],  on  en 
tire  y =3  ; ces  deux  valeurs  étant  substituées  dans  [5],  on  trouv 
1 ; enfin  [1]  donne  t = 4;  en  conséquence,  le  système 
des  valeurs  cherchées  est  x = 2,  y =3,  s= — J,  < = 4. 


2*  Cas.  Le  système  est  impossible. 


[i] 

12»+  3y+  2»—  81=- 

5 

[1] 

12»+  8y+  2»—  81  =— 

[21 

. 3»—  2y+  6**  21= 

15 

[5] 

— i»y+H*= 

[8] 

9x~  4y—  3»—  61= 

35 

[8] 

Ky+l»X=— 1 

[4] 

6»—  s—  U—  41= 

a 

DI 

Sy+ia»=— 

[1] 

12»+  3y+  2»—  81  =- 

5 

[1] 

12*+  3y+  2*—  81=— 

[5] 

— lly+  18*= 

65 

[SI 

— t1f+  l8*= 

[81 

86y=— 

220 

[81 

86y=— 

[9] 

133y=-673 

[10] 

0= 

L’élimination  de  s entre  les  équations  [5]  et  [6]  d’une  part, 
et  d’antre  part  entre  [5]  et  [7]  conduit  à deux  équations  entre 
lesquelles  éliminant  y,  on  trouve  0 = 1258  ; ce  qui  fîdt  voir  que 
le  système  proposé  est  impossible. 
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3*  Cas.  Le',  système  est  indéterminé , mais  deux  inconnues 


sont  déterminées. 

ti] 

I2i+  3ÿ+  2ï—  8(=- 

-S 

[1] 

12*+  3y+  2ï— 8t=—  S 

W 

3i — Ay+  Si — 21= 

IS 

IM 

— I9y+I8l=  6S 

[3] 

ftr—  2y+10l—  61= 

30 

[6] 

— 17y+3Ai=  13S 

W 

18i+  5y+  71—121= 

10 

m 

y+  8l=  3S 

[IJ 

12*+  3y+  2l—  8I=- 

-.5 

['] 

12*+  3y+  2l—  81  =—  S 

[S] 

— 19y+I8i= 

CS 

[i] 

— I9y+I8l=  OS 

l«] 

17l= 

73 

[3] 

17l=  73 

M . 

I7l= 

73 

[10], 

0=  0 

4*  Cas.  Le  système  est  impossible  et  relatif  à la  remarque  du 
n«2ip.  • 


[1] 

12*+  3y+2l—  81=+ 

S 

[1] 

12*+  3y+2*—  81=+  S 

[21 

a* — Oy— Al—  61= 

4S 

[3] 

33y+22l=— 16S  ' 

[3] 

12*— 12y— 8*—  81= 

80 

[6] 

, ISy+10l=—  7S 

[‘1 

18*+  3ÿ+2I— 121= 

18 

[1] 

8y+  2l=—  21 

1.1]  1ÎÏ+  3y+2*—  81=  S 
U]  33y+22l=-16S 

0=  0 
0=—  66- 

' L’élimination  entre  [5]  et  [6]  donne  0=0;  mais  comme  '' 
celle  de  y entre  [5]  et  [7]  donne  0= — 66,  ces  dernières 
équations  sont  contradictoires,  et  le  système  proposé  est  im- 
possible. 

5*  Cas.  Le  système  est  doublement  indéterminé. 


[1] 

I2*+  8y+2l—  81= 

S 

[1] 

12*+3y+2l— 81= 

S 

[2] 

9*—  6y — 4* — 61=— 

-10 

[5] 

33y+22l= 

SS 

[3] 

27*+  3y+2i— 181= 

5 

[«] 

ISy+10*= 

2S 

[♦]  ' 

18*+  3y+2l— 121= 

S 

[7] 

3y+  2i= 

S 

m 

l2*+3y+2l—  81= 

5 

[4] 

33y+22i= 

SS 

[8] 

0= 

0 

[»] 

0= 

0 

Ici  les  deux  éliminations  de  y entre  [5]  et  [6]  et  entre  L6] 
et  [7]  donnant  0=0,  il  faut  en  conclure  que  le  système  est 
indéterminé,  et  deux  inconnues  sont  arbitraires. 
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Dans  les  quatre  exemples  précédents  x a disparu  en  même 
temps  que  (. 

s , 

Exemples  relatifs  au  n»  211 . 

1"  Cas.  1°  Le  système  est  possible. 

[1]  4x-|-3y-|-  — 5<= — ‘5  . - 

[2]  7x—iy+  5a  + 3<=  15  ' ■ , 

[3]  Qx—Ay—  33  + 8<=  35 

[4]  bx — y — 7z  — 21=  6 

[5]  ' 9x  — 3y+  2s  — 61  = — 17 

[6]  I3x^5y— Ils— 91=  16. 

En  effet,  les  équations  [5]  et  [6]  sont  vérifiées  par  a: =2, 
y =3,  z = — 1,  1 = 4,  qui  forment  la  solution  du  système  des 
quatre  premières  équations. 


2“  te  système  est  impossible!  ‘ 


[1] 

4a:  -f-  3y  -j- 

2z—bt  = - 

- 5 

[2] 

7x  — 2y  + 

5s + 31  = 

15 

[3] 

1 

1 

.§ 

3s + 81  = 

35 

[4] 

bx — y — 

I 

II 

6 

[6] 

9x  — 3y  -|- 

23  — 61= 

32 

[6] 

13x-f-5y  — 

lis— 91  = 

16. 

En  effet,  si  l’équation  [6]  est  vérifiée  par  a;=2,  y=3,  s= — 1 , ^ 
1=4,  il  n’en  est  pas  de  môme  de  l’équation  [5]  qui  devient  . 
— 17=32,  ce  qui  suffit  pour  constater  l’impossibilité  des  équa- 
> tions  proposées. 

2*  Cas  du  n”  211. 

1“  Le  système  est  impossible  immédiatement.  - 

[I]  3ir+îÿ-  Sï— 3«=  18  [i]  8*+îy— 31=  18 
[îh  ix— ly+4it+271=  37  [7]  32i+My=199 

[3]  7x+2y— 20i— 121=  47  [8]  &x+  6y=  25  6lx=422 

[4]  flx— 7y+3Sx+2U=— 12  [9]  30r+  7y=114  28x=20  0=10047. 

[5]  17i+5y-32x— 431=  17  [5]  I7x+Sy-32X— 431=  17 

[6]  llx— 9y+  2x—  21=  10  [fi]  llx— 9y+  2x—  21=  10 
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En  effet,  l’éUminalion  de  < entre  [1],  [2],  [8],  [4],  condoit  aux 
équations  [7],  [8],  [9]  ; 1 cHminaüon  de  yenlre  [7],  [8],  [9],  con- 
duit à deux  équations  entre  lesquelles  l'élimination  de  x donne 
0 = 10047,  ce  qui  montre  l’impossibilité  du  système. 


2*  Le  système  n’est  pas  impossible  immédiatement. 


l«] 

3jf+îy—  Sa—  st=—  41 

[1] 

3i+2y— Si— 3t=- 

- 41 

[ï] 

Sx— Iy+4SA+Î7l=  469 

[’] 

32*+l4y= 

100 

[31 

7i+2y— ÎOi— lî<=— 1T2 

[8] 

Sx+  6y= 

8 

W 

Oj— 7y+35ï+2ll=  <398 

[9] 

30*+  7y= 

106. 

[3] 

nx+Sy— 321— 43(=— 446 

[3] 

17ï+5y— 32i— 43t=- 

-446 

[6] 

Hx— 9y+  2A—  2fc=  100 

[6] 

lli— 9y+  2i—  21=: 

100 

[1] 

8x+2y— Si— 3<=—  41 

[1] 

3* +2y— Si— ^1— — 

- 41 

[7] 

*2*+14y=  10« 

[î] 

1 32x+14y= 

MO 

28z=  112 

28*= 

112 

6Ix=  244 

0= 

0 

[3] 

17Jf+5y— 32i— 43t=— 446 

[5] 

1 7*+5y— 32i— 43fc=-4  46 

t«] 

llx— 9y+  2i—  31=  100 

[6] 

11*— 9y+  2i—  21= 

100 

L’élimination  de  x entre  28x=l  12  et  61x=244  donne  0=a0; 
on  peut  donc  supprimer  l’équation  correspondante  à [4]  qui 
est  une  conséquence  des  précédentes,  et  résoudre  le  système 


suivant  : 

[t]  3iE+2y—  âs—  3/=—  41 

[7]  32x-f-l4y=  100 

28x=112 

£5]  17x-f5y— 323  — 43<  =— 446 

[6]  llx_9y.j_  2a—  2/=  100. 


L’équation  [7]  et  la  suivante  donnent  x=4,  y= — 2;  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  les  équations  [1]  et  [5],  on  arrive  à 

[>]  ' 53-|-3f=  49 

[5]  323-|-43<=504 

[6]  llx  — 9y  + 23  — 2<=t00. 

Résolvant  ce  système  d’équations  on  trouve  a = 5,  <=9,  et 
ces  valeurs  substituées  dans  [6]  dornieut  56=100,  ce  qui  prouve 
que  le  système  est  impossible. 
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, Rehabqi'e.  Si  l’on  remplace  l' équation  [6]  par  ■' 
llx  — 9y  + 2a  — 2<=56, 

elle  sera  vérifiée  par  x = 4,  y= — 2,  *=5,  <=8,  et  le  système 
deviendra  possible  et  déterminé,  parce  qu’en  éliminant  t entre 
[l]et[5]  on  arrive  à l’équation  ,78x-|-71y — 1195= — 425;  cette 
équation , jointe  aux  équations  [1],  [7],  et  la  suivante  28x=112 
donnent  im  système  déterminé  qui  donne 


*=4,  y = — 2, 

Z 

= 5,  f = 8. 

3* 

Le  système  est  indéterminé. 

[>1 

3*+2y—  Si—  3I=—  41 

[l] 

3*+2y—  51—  3I=—  41 

[2] 

6x—iy+4&y+iJI=  469 

[n 

$ti+t*y=  lOO 

[3] 

7*+2V— aOl— 12(=— 172 

[8] 

4®+  ey=  8 

[*] 

•»— 7ÿ+3Sl+21»=  393 

[9] 

»0«+  7ÿ=  *06 

[S] 

lT»-f*y— lOl—  6t=—  38 

[S] 

n»+4y— Wl—  tt=—  38 

[6] 

lli— 9y+  3l+  S«=  111 

[6] 

lli— 9y+  31+  51=  111 

10 

3i+2y—  Si—  3t=—  41 

'[1] 

3*+*jl—  Si—  31=—  41 

[V 

32x-|-14y=  100 

28l=:  112 

011=  244 

[7] 

' 32i+14y=  100 

28*=  112 
0=  0 

[ij 

17e+4y— »«1—  6»=—  88 

[5] 

17*+4ÿ— lOl—  «l=—  88 

[6] 

llx— 9y-|-  3l+  5t=  111 

[6] 

ll*-9y+  a*+  6t=  111 

[•] 

&r+2y— Si— 3(=—  41 

[1] 

3*+2y— Si— 31=—  41 

[73 

32i+14y=  100 
281=  112 
0=  0 

[7] 

32*+14y=  100 
28*=  112 
0=  0 

11«=  44 

0=  0 

[6] 

11*— 9y+Si+3t=  111  , 

14*-7y=  70 

[t]- 

8*+2y— Si— 3t=—  41 

• 

[î] 

82*+14y=  100 
2Bz=  lt2 
ft=  0 

- ■ 

0=  0 

0=  0 

Le  système  proposé  se  réduit  à eelni  de  trois  équations  à 
quatre  mconiuies;  il  est  donc  mdétermiBé;  toutefois  il  ûiut 
idMenrer  que  la  troisième  éqoatU»  détermine  la  valeur  de  «=4; 
l’avant-dernière  conduit  k y = —i,&a  sorte  que  lœ  iuoonnnes 
a et  1 sont  les  seules  qw  soirat  indctennitiée&. 


r . < 
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Exemples  relatifs  au  n‘  819.  . . 


1“  Le  système  est  indéterminé. 


[1] 

S*+4y+3i+2r+  u=35 

[l] 

5i+4ÿ+3ï+21+«=  35 

[2] 

8j+7y— 2i— 31+2u=14 

[0  ■ 

2x+  y+  8î+7»=  56 

[3] 

Gj— 3y—  i+5(+3u=32 

[G] 

9x+I5y+IOi+  1=  73 

[U 

X— 2y+4i+6r-|-5u=S8 

m 

24i+22ÿ+lJx+4«=117 

['] 

5jr+4y-t-3x+2I+u=  35 

{Il 

5x+ly4-'3ï+2(+u=  35 

[5] 

2x+y+8ï+7l=  56 

[0 

2x+y+  8j+  7<—  56 

[8} 

6lx+l04y+62l=455 

[6] 

61X+I04y+  63S=  455 

[9] 

12x+38y+29x=175 

I025x+660y=2345 

2» 

Le  système  est  impossible. 

['] 

5x+  4y+  3X+21+  u=35 

['] 

&*+4y+3x+2«4-  u=35 

[î] 

Sx+  4yf  3*+4«-|-3li=72 

[0 

2(+2u=37 

[3] 

20x+ICy+12x— 6(+7u=75 

{«] 

14(— 3u=65 

10 

I5x+I2y+  9a+2(— 5u=l8 

[7] 

4I+8u=87 

[1] 

Sx+4ÿ+3A+S(-t-  u=  35 

- _ . 

10 

2l+2u=  37 
17«»=194 
4tt=  f3. 

L’élimination  de  u entre  les  deux  dernières  montre  l’impos- 
sibilité du  système.  . 


NOTE  SUR  LES  INCOMMENSURABLES. 

I.  Nous  avons  démontré  en  arithmétique  que  si  un  nombre 
entier  ou  fractionnaire  n’est  pas  un  carré , aucun  nombre  ne 
peut  représenter  la  racine  carrée  de  ce  nombre. 

^ Ainsi , dans  ce  cas , il  n’y  a pas  à proprement  parler  de  ra- 
cine carrée,  maison  trouve  par  les  opérations  mêmes  de  l’arith- 
métique, des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux  d’aussi  peu  qu’on 
le  veut,  et  dont  les  carrés  comprennent  le  nombre  proposé.  On 
trouve  par  exemple  deux  nombres  consécutifs  dè  dixièmes , de 
centièmes,  de  millièmes,  etc.,  dont  les  carrés  comprennent 
entre  eux  le  nombre  proposé.  Ces  carrés  eux-mêmes  (*»  leurs 
racmes  carrées  différent  assez  peu)  peuvent  différer  l'un  de  l'autre. 


— ^ 
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et  par  suite  du  nombre  proposé,  d'une  quantité  plus  petite  que 
toute  quantité  donnée.  , 

En  effet,  a désignant  la  différence  de  deux  des  racines  a et 
o + a,  par  défaut  et  par  excès,  telles  qu’on  les  obtient  en 
arithmétique,  on  pourra  toujours"  satisfaire  à la  condition' 
(a-f-at)’  — a’<S,  qui  revient  successivement  à a(2a-fa)<3 , 

ff,  ■ 

“<2^-  ■ • X • ■ . 

Pour  le  faire  voir,  observons  que  « pourra  prendre  des  valeurs 
décroissantes  ; soient  «j  la  première  de  ees  valeurs  de  « , et  B 
l’une  quelconque  des  racines  par  excès  plus  grande  nécessaire- 
ment que  toute  racine  par  défaut,  c’est-à-dire  que  toute  valeur 
de  a ; on  pourra  toujours  satisfaire  à la  condition  ‘ . 

«<■— L- 

et  l’on  aura , à plus  forte  raison , 

ce  qu’on  voulait  trouver  ; en  conséquence,  il  est  toujours  pos- 
sible de  prendre  la  différence  des  racines  assez  petite  pour  que 
la  différence  des  carrés  soit  moindre  que  toute  quantité  donnée  ; 
on  voit  donc  que  par  les  opérations  mêmes  de  l’aritlimétique , 
on  a les  racines  carrées  d'une  suite  de  nombres  qui  peuvent 
différer  du  nombre  proposé  d’une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  et  c'est  là  ce  qu’on  appelle  trouver  la  racine 
carrée  d’un  nombre  par  approximation, 

11  en  résultera  peu  d’erreurs  dans,  les  opérations  pratiques , 
parce  que  le  carré  de  cette  racine  reproduira  à très-peu  près  le 
nombre  proposé. 

II.  Si  les  nombres  que  l’on  considère  sont  des  mesures  de 
grandeurs  d’une  certaine  espèce , par  exemple , de  longueurs , 
on  peut  aller  plus  loin.*,En  effet,  soient  a,  a',  a",  a",  etc.,  les 
racines  par  défaut  d’un  nombre  donné  N,  et  b,  b',  b”,  6",  etc., 
les  racines  correspondantes  cliacune  à chacune  par  excès  ; les 
carrés  a’,  o'*,  a"*,  etc. , seront  tous  plus  petits  que  N , et  les  * 
carrés  i’,  b'*,  6"’,  etc. , seront  tous  plus  grands  que  N ; donc 
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chacun  des  (werniers  sera  plus  petit  que  chacun  des  derniers , 
cl  il  en  sera  de  même  de  leurs  racines  carrées.  ' 

A A'  A"  A"  L ly  B"  ly  B X 
ü 

Cela  posé,  prenons  sur  une  droite  indéfinie  OX,  à partir 
d’un  point  fixe  0,  choisi  pour  origine,  des  longueurs  OA,  OA', 
OA",  OA",  etc.,  OB,  OB',  OB",  OB",  etc.,  qui  aient  respective- 
ment pour  mesures  les  nombres  a,  a',  o",  etc.;  b,  b',  b",  etc.; 
tous  les  points  tels  que  A,  A',  A”,  etc.,  sont  en  deçiV  des  points 
B,  B',  B",  etc. , et  la  distance  entre  l’un  des  premiers  et  son 
coiTcspomlant  pourra  dc\cnir  moindre  que  toute  longueur 
donnée  ; il  résulte  de  là  qu'il  y a sur  la  ligne  OX  un  point  unique 
et  déterminé  L , qui  senira  de  démarcation  entre  la  première 
suite  de  points  et  la  seconde;  les  points  de  la  première  suite 
en  s’approchant  indéfiniment  de  leurs  correspondants  dans  la 
seconde,  s’approchent  indéfiniment  du  point  intermédiaire  L ; 
donc,  la  longueur  OL  est  à la  fois  la  limite  des  longueurs  telles 
que  O.A,  O.V,  0.\",  etc.,  représentées  par  les  nombres  a,  a’,  o",  etc., 
et  celles  des  longueurs  telles  que  OB,  OB',  OB",  etc.,  représentées 
par  les  nombres  b,  b',  b",  etc.  ; ainsi,  à la  vérité,  on  ne  peut  pas 
dire  que  les  nombres  a,  a',  a",  etc.;- 6,  b',  V,  etc.,  convergent 
vers  une  limite  commune,  parce  qu’il  ne  peut  paâ  y avoir  de 
véritable  continuité  dans  les  nombres,  mais  les  longueurs  re- 
présentées par  ces  nombres  ont  une  limite  OL,  et  nous  dirons 
par  analogie  que  le  symbole  représente  la  mesure  de  cette 
iîrhitc. 

Il  n’en  résultera  aucun  inconvénient  dans  les  applications, 
car,  d’une  part , pour  évaluer  v^N  approximativement  par  les 
méthodes  de  l’arithmétique,  et,  de  l’autre,  pour  évaluer 
approximativement  la  grandeur  OL  qui  est  essenirellcment 
incommensurable , on  pourra  preudre  les  mêmes  nombres’  a , 
a*,  a",  etc. , ou  bien  b,  V,  é",  etc.  ; donc , en  effet,  \/N  peut  être 
regardé  comme  le  symbole  de  la  mesure  de  celte  limite,  et  noa.s 
dirons,  par  extension  d’idées,  que  v'N  est  un  nombre  ineom- 
mesurable,  parce  que  ce  sera  pour  nous  le  symbole  de  te 
mesure  d’une  grandeur  incommensurable.  v 

Le  symbole  par  exemple,  est  censé  désigner  une  gran- 
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ileur  limite  des  grandeurs  que  rcpréscntcnl  les  différentes 
racines  d’une  suite  de  cai  rés  commensurables  qui  différent  de 
2 d’une  quantité  plus  petite  que  tella  quantité  donnée  qu’on 
voudra. 

Remarque.  Des  raisonnements  semblables  an  précédent  s’ap- 
püqoent  aux  racines  d’un  degré  quelconque. 

s 

III.  Les  racines  des  nombres  conduisent  à des  incommen- 
surables ; on  verra  plus  tard  qu’il  y a d’autres  cas  d’incom- 
mensurabilité, mais  toujours  avec  cette  circonstance  que  l’on 
pourra  trouver  deux  séries  de  nombres  se  correspondant 
chacun  à chacun,  tels  que  la  différence  entre  deux  nombres 
correspondants  puisse  devenir  moindre  que  toute  quantité  ' 
donnée  , et  qui  satisferont  approximativement  ceux  d’une  série 
par  défaut,  ceux  de  l’autre  par  excès  à la  condition  imposée  au 
nombre  que  l’on  veut  obtenir.  Ces  grandeurs  représentées  par 
les  deux  séries  de  nombres  auront  une  limite  commune  incom- 
mensurable , dont  le  nombre  cherché  sera  censé  la  mesure. 

rV’.  Dans  le  calcul  on  ne  peut  prendre  sur  le  fait  ni  les  gran- 
deurs incommensurables,  ni  leurs  mesures  fictives;  on  opère 
toujours  sur  des  nombres  commensurables  qui  mesurent  des 
quantités  très-peu  différentes  de  la  quantité  incommensurable 
qu’on  'ne  saurait  évaluer  rigoureusetpent  en  nonvbres;  en 
conséquence,  dans  le  calcul  appliqué  aux  nombres  incom- 
mensurables on  pourra  faire  usage  de  tous  les  principes  établis 
pour  les  nombres  commensurables.  On  pourra,  par  exemple, 
intervertir  l’ordre  des  facteurs  incommensurables  d’mi  produit. 
En  effet , si  pour  fixer  les  idées,  on  avait  à multipUcr  \/227  par 
^79,  et  qu’on  voulût  le  produit  à moins  d'wa  dixième,  on  mul- 
tiplierait 15,06....  par  4,29....  ce  qui  donnerait  64,6.  Or,  on 
pourrait  changer  f ordre  des  facteurs  précédents,  et  multiplier 

4.29.. ..  par  15,06....,  d’où  il  résulte  que  l’on  peut  changer 
a priori  l’ordre  de  l’opération  indiquée,  et  écrire  ^79  X V^7, 
puisque  si  l’on  passe  au  calcul  approclié,  on  trouvera 

4.29.. ..xiô,06....  , comme  si  l’on  avait  changé  l’ordre  des  fac- 
teurs dans  le  calcul  des  nombres  commensurables , sufaelitués 
au  calcul  des  nombres  incommensurables. 

Remarque.  On  ne  peut  pas  dire  d'une  racine  incomiBensa-' 
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Table,  de  y' 2,  par  exemple,  qu’elle  est  la  limite  d’un  nombre, 
parce  qu’il  n’y  a pas,  à proprement  parler,  de  conlinuilé  dans  les 
nombres;  p.ar  conséquent,  on  ne  peut  pas  établir  la  théorie  des 
incommensurables  en  passant  aux  limites,  et  si  l’on  voulait 
passer  par  lesgrandeurs  continues  (jue  les  nombres  incommen- 
surables sont  censés  représenter,  on  ne  pourrait  pas  faire  les 
opérations  de  raritbmétiquc  sur  ces  grandeurs;  ainsi  ce  pré- 
tendu passage  aux  limites  est  dépourui  de  sens  et  de  justesse. 
Néanmoins , malgré  l impossibilité  d'assigner  la  valeur  d’un 
nombre  incommensurable,  il  n’en  est  pas  moins  convenable  de 
regarder  toute  relation  entre  des  quantités  incommensurables 
comme  étant  vraie  toutes  les  fois  que  la  môme  relation  a lieu 
entre  des  nombres  conuncnsnrables , mesures  de  grandeurs 
incommensurables  variables  qui  convergent  vers  des  grandeurs 
fixes  et  déterminées,  qui  sont  censées  représentées  par  ces  >- 
nombres  incommensurables. 

En  résumé,  1”  il  n’y  a pas  à proprement  parler  de  nombres 
incommensurables;  mais  lorsqu’une  grandeur  est  incommen- 
surable avec  l unité,  cl  que  l’on  considère  une  série  de  gran-  ' 
deurs  commensnrablcs  qui  aient  la  précédente  pour  limite,  les 
nombres  qui  mesurent  ces  grandeurs  commcnsurables  seront 
des  mesures  approchées  de  la  grandeur  incommensurable  pro- 
posée; ce  n’csl  que  par  analogie  d’idée  qu’on  peut  dire  que  la 
mesure  de  la  grandeur  incommensurable  est  un  nombre  in- 
commensurable que  l’on  peut  calculer  par  approximation. 

2°  Une  relation  est  censée  avoir  lieu  entre  des  nombres  in- 
commensurables lorsqu’elle  a lieu  entre  des  nombres  commen- 
surables  qui  représentent  des  grandeurs  commcnsurables 
capables  de  converger  vers  les  grandeurs  incommensurables 
de  môme  espèce  dont  les  nombres  incommensurables  supposés 
sont  censés  les  mesures. 

3»  Une  équation  est  censée  avoir  lieu  entre  des  nombres 
incommensurables  lorsqu’elle  se  vérifie  quand  on  calcule  les 
‘deux  membres  avec  le  môme  degré  d’approximation  en  sub- 
stituant aux  nombres  incommensurables  des  nombres  coin- 
mensurablcs  convenablement  approchés , cl  cela  pour  tout 
degré  d’approximation.  L’égalité  y^  Xy^3=  y/6,  par  exemple, 
signifie  que,  si  d’une  part,  on  calcule  ^2  X y^3  à moins  de 
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0,1  ; 0,01  ; 0,001  et  que  d’autre  part  on  calcule  v'O  à moins 
de  0,1;  0,01;  0,001....,  les  nombres  décimaux  ainsi  obtenus 
seront  égaux  chacun  à chacun. 


NOTE  SUR  LES  APPROXIMATIONS. 

Addition. 

Des  quantités  incommensurables  entrent  dans  un  calcul  que 
l’on  doit  effectuer  : avec  quel  degré  d’approximation,  doit-on 
prendre  chacune  d'elles  pour  que  le  résultat  soit  exact  à moins 

de  — ? 

10" 

Soient  a,  b,  e,  d....  les  valeurs  approchées  de  plusieurs  quan- 
tités données  : A,  B,  G,  D....  ; soit  le  degré  inconnu  d’ap- 
proximation de  ces  valeurs;  soient  en  outre  *,  p,  y.  *•••■  les 
erreurs  respectives  que  l’on  commet , en  prenant  les  valeurs 
approchées  pour  les  valeurs  exactes;  il  résulte  de  ccs  hypo- 
thèses , les  égalités  et  les  inégalités  suivantes  : 

A — a = a,  B — 5=P,  G — c=Yi  O — d=î 

ajoutant  membre  à membre , il  vient  : 

(A  -(-  B “j-  G D....)  — (u-|“  5 -j-  c -f-  d. ...)  — a p -j-y  • .... 

Nous  supposerons  que  les  approximations  sont  toutes  par  dé- 
faut, ou  bien  toutes  par  excès.  Dans  le  premier  cas,  les  erreurs 
>•  P)  y,  seront  toutes  positives,  et  négatives  dans  le  second. 

On  a encore,  pour  les  valeurs  absolues  de  a,  6...., 

P < * Y < > 5 < i^- • • • tl’où , en  ajoutant 

“ + P + Y + ®+ 

en  désignant  par  m le  nombre  des  quantités  à ajouter.  Représen- 

33 
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tant  par  A l’erreur  totale  « + P + Y 4"  ••••»  l’inégalité  ci-dessus 
devient  : ^ Si  est  l’approximation  avec  laquelle  on 

veut  obtenir  la  somme  des  m quantités  proposées , on  devra 
avoir  ®n  satisfera  évidemment  à cette  dernière  iné- 

galité , en  déterminant  l’inconnue  x de  manière  qu’on  ait  î 

1-——.  Si  on  suppose  m = 10 , celte  équation  devient  : 

10"  10* 


1 10  _ 1 . 
10"  ~ 10*  ~ 10*-' ’ 


d’où  a:  = n 4- 1 • 


{ 

Si  w=  10’=  100 , l’équation  devient  ; 


10"~  10* 


1 . 

10*-’’ 


d’où  ar=n-}-2. 


Ainsi  on  satisfait  à l’inégalité  A < ^ par  la  valeur  a:  =n -f  l, 

lorsqu’on  a m = 10 , et  A fortiori , lorsqu’on  a »»  < 10. 

On  y satisfait  encore  par  la  valeur  a:=»-f2,  si  on  a 
10  <»i  < 100  ou  ff»  = 100.  De  là  cette  règle  : 

Pour  obtenir  la  somme  de  m quantités  approchées  à moins  de 

-î-  calculez  ces  quantités  approchées  toutes  par  défaut , ou  bien 
10"  ’ 

toutes  par  ■'excès  à moins  de  «m  = 10,  ou  si  ui<10; 

ealculez-les  à moins  de  |q„Ti  > m = 1 00 , ou  s»  10  < lu  <C  100. 

Faites  la  somme  de  toutes  ces  valeurs  approchées;  si  les  approxi- 
mations sont  toutes  par  défaut,  et  que  l'on  ait  t m=10  où  m<|l0, 
supprimez , dans  la  somme  trouvée , le  premier  chiffre  à droite , et 
auçmentez  le  second  d'une  unités  Si  les  approximations  sont  toutes 
par  excès,  supprimez  le  premier  chiffre  à droite,  sans  altérer  le 
second.  Si  l'on  a m = 100  ou  10  <m  < 100,  supprimez  Us  deux 
premiers  clûffres  à droite,  et  augmentez  U troisième  d’une 
unité,  ou  bien  supprimez  les  deux  premiers  sans  altérer  le 
troisième , suivant  que  les  approximatiortë  seront  toutespar  défaut, 
ou  toutes  par  excès. 
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Application.  Calculer  à moins  d’un  millième,  le  polynôme 
suivant  ; . ' 

/ • _ ■’ 

S = \/27  + 3v'5  + 7v/2Ô+2v/7r+20v^+10v/lÔ.  ' 

On  fera  passer  sous  les  radicaux  les  facteurs  3,  7,  2,  20  et  10,  et 
l’on  aura  : 

S ==  v'iÿ  + + v'ôsô  + + v^ïâôô  + ^/Tôôô. 

Puisque  la  somme  doit  être  approchée  à moins  de  et  que  l’on 

am=6<  10,  il  faut  calculer  ces  racines  à moins  de  puis- 
qu’ici  n=3,  et  que  n-|-  1 =4. 

■;  V^27=  .5,1961 + «<j^ 

V^=  6,7082  + p<jL 

^/9W=  31,3040  + T<j^  - , 

V^=  16*8522  4- 
V'Ï2ÔÔ=  34,64îO+e<i 
" ' .V^ÏÔÔÔ=  3l,6227  + «<j^ 


S=  126,3251 + A<^. 


- Ces  six  radicanx  éhmt'tous  approchés  par  défent,  la  somme 
,de  leurs  valeurs  approchées  ne  diffère  pas  de  leur  somme 

exactes  de  Donc  si,  conformément  à la  règle,  on  sqp- 

primeieobiftre  1 à droite,  et  qn’on  augmente  ^une  intifié  le 


Digitized  by  Google 


516 


non  > 


chiffre  5 , ce  qui  revient  à ajouter  - = 0,0009 , le  résultat 
136,326  excédera  S de 


v/27=  5,1962- .'<jL 
v/45  = 6,7083  - P' 
v/98Ô=  31,3050— S' 

V^284=  16,8523- y' 

v'ï^=  34,6411  — t'<i 
V^ÏÔÔÔ=  31,6228  — »'<1;  , 

S' = 126,3267— A' < A 


La  somme  des  valeurs  approchées  par  excès  des  radicaux  sur- 
passe  leur  somme  exacte  S' de  , si  on  supprime 

suivant  la  règle,  les  7 dix-millièmes,  le  reste  125,325  sera 
‘ moindre  que  S' de  ^ /brtion  <0,001.  L’ap- 

proximation sera  ici , par  défaut. 

Reharqcb.  La  règle  prescrit  de  calculer  les  valeurs  approchées 
des  quantités  à ajouter,  toutes  par  défaut  ou  toutes  par  excès. 
En  effet , si  les  unes  étaient  approchées  par  défaut  et  les  autres 
par  excès,  les  erreurs  a,  p,  y,  $...  seraient  les  unes  positives  et 
les  autres  négatives , et  l'on  ignorerait  si  leur  somme  algé- 
brique tk  est  positive  ou  négative,  par  conséquent  on  ne  saurait 
pas  si , dabs  la  somme  trouvée , on  doit  supprimer  le  dernier 
chiffre  et  augmenter  d’une  unité  l'avant-^ernier  à droite, 
comme  il  faudrait  le  faire  si  on  avait  A>0,  ou  supprimer  seu- 
lement le  dernier  chiffre  sans  altérer  l’avant-demier,  ainsi  que 
le  prescrit  la  règle  quand  on  a A<0.  Le  résultat  qu’on  serait 
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obligé  (le  œnserver  sans  altération,  aurait  bien  l'approximation 
demandée,  mais  il  serait  exprimé  en  parties  10  fois  plus  petites 
que  celle  qui  détermine  l’approximation , et  l’on  ne  répondrait 
pas  à la  question  qui  exige  que  la  valeur  approchée  à moins 
d'un  millième  soit  exprimée  en  millièmes. 

Soustraction. 

Soient  k et  B deux  quantités  dont  on  demande  la  différence; 
avec  quel  degré  d'approximation  faut-il  les  calculer  pour  que  la 
différence  a — h de  leurs  valeurs  approchées  exprime  la  différence 

A — B avec  uneerreur  A< 

10 

Soient  le  degré  d’approximation  cherché,  et  a,  ^ les  diffé- . 
rences  exactes  (A  — o)  et  — 1>),  on  aura  : 

A — 0 = 0,  B— >■5  = P, 
et  par  suite,  (A— B)— (a~è)=«— p=A< 

mais  on  a aussi  ; 

Supposons  O et  P de  même  signe , on  aura  en  valeur  absolue , 

O — p<la  plus  grande  des  deux  quantités  o , p,  et  par  suite , 

a — P = A < ^ ; or on  satisfait  à cette  inégalité  et  à A < i 

en  posant  « = n ; en  conséquence, 

//  faut  calculer  les  quantités  A et  B avec  le  même  degré  d’ap- 
proximation que  celui  qu'on  veut  obtenir  pour  leur  différence. 

Remarqob.  La  règle  précédente  suppose  que  les  erreurs  o et  p 
sont  de  même  signe.  En  effet,  si  elles  étaient  de  signe  contraire, 
a — p = A serait , en  valeur  absolue , la  somme  des  valeurs 

absolues  de  ces  deux  erreurs,  et  quoique  l’on  ait  a et  P<  jqï* 

on  ne  pourrait  pas  conclure  a — p<que  la  plus  grande  de  ces 
deux  quantités,  et  par  Suite  a — p = A < ^ ; on  est  ainsi  con- 
duit à compléter  la  règle  précédente,  en  disant  : 
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HOTE 


Pour  oblemr  la  diffèrmet  de  deux  quantité»  avec  vu  degre 
d' (approximation  déterminé , calculez  ces  quantités  avec  ce  degré 
d^eqpproximation,  toutes  deux  par  défaut  ou  toutes  deux  par  esxès, 
et  la  différence  des  valeurs  approchées  sera  la  différence  cherchée , 
(spprochée par  défaut  ou  par  excès. 

Application.  Calculer,  à moins  d'un  millième,  le  polynôme 
suivant  : . ' 

a; = — v/Î5  — + \/Ï2ÔÔ  — v'ÏÔOÔ 

on  peut  d’abord  écrire  : • 

X = (\/27  + \/2p  4-  /Î2ÔÔ)— (v'45  + ^980  + y'HWÔ), 

OU , en  désignant  par  S et  S' les  polynômes  entre  parenthèses , 
x=S  — S'.  . 

D’après  la  règle  de  la  soustraction , il  faut  calculer  S et  S'  à 
moins  d'un  millième  par  défaut,  ou  bien  par  excès,  puis,  par  la 
. règle  de  l’addition  , pour  avoir  S et  S' à moins  d'un  millième , 
il  faut  calculer  les  radicaux  qui  composent  les  sommes  S et  S' 
à moins  d'un  dix-millième  par  défaut  ou  par  excès. 

v/^=  5,1961 + 

. 16,8522 

/i^  = 34,64l04-r<j^,. 

’ • S =56, 6893  + 


V^45  = 6,7082 + «'<.^, 
y/98Ô=  31,3049+ P' 


6227  + y <j^. 


S =69,6358.+ A' 
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Les  valeurs  des  radicaux  étant  approchées  par  défaut , il  faut  » • 
suivant  la  règle,  supprimer  le  dernier  chiffre,  et  forcer  l’avant- 

JO 3 7 

dernier , ce  qui  revient  à fijouter  jq*  ^ valeur  de 

S , et  ^ = — à celle  de  S'.  Mais  puisque  A cl  A'  étaient 
les  erreurs  respectives  relatives  à S et  S' , il  s’ensuit  que  les 
erreurs  actuelles  sont  — — A^  et  — — A'^,  par  suite, 

on  peut  écrire  : - 

S =56,6900-(^-a)<j^,  et,  à fortiori,  < j^  = 0,001; 

S'  = 69,6360-(i-i')<A, 

L’erreur  relative  à S est  négative , mais  celle  de  S' est  affectée 

' ' 2 

d’un  signe  inconnu,  parce  que  les  deux  nombres  et  A'  étant 

3 

tous  deux  moindres  que  , on  ne  peut  pas  savoir  lequel  des 

deux  est  le  plus  grand , par  conséquent , on  ne  sait  pas  si  les 
valeurs  de  S et  S'  sont  approchées  dans  le  même  sens , comme 
il  le  faudrait,  suivant  la  règle  de  la  soustraction.  Cependant  on 
peut,  dans  ce  cas,  appliquer  la  règle,  parce  que  la  somme  arilh» 

métique  des  deux  erreurs  étant  moindre  que  est , à fortiori , 

<0,001  ; on  trouve  alors 

ar  = S — S'  = — 12,946. 

, MuUiplicatlon. 

Soient  A et  B deux  quantités  dont  on  sait  trouver  les  valeurs 
avec  un  degré  quelconque  d’approximation;  on  demandé  avec  . • 
crnibien  de  décimales  il  suffit  de  les  calculer  pour  obtenir  leur 

produit  A X B approché  à moins  de 

SoLtmoK.  Concevons  qu’on>  ait  calculé  A et  B avec  un  nombre  , 
indéfini  de  décimales,  et’ représentons  par  a,  b,  c.,..  a',' 
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etc , des  nombres  moindres  que  10  ; on  pourra  écrire, 
d'une  manière  générale , les  valeurs  de  À et  de  B , 'comme  il 
suit  : 

A = o.lO»-4-&.l(r-'-t- -t-c.l0’+d.l0“-t-«.10-‘-t-,... 

B = oM0«  + ô'.10«-*  + '.....  + c'.  lO'  + tf  .10»+e'.10-'+  .... 

+/•.  io-"+ÿ . io-^‘ + A . 10-"-‘ +.... 

+/*.  10-"+ÿ'.  10-»-'  + A'.  10-*-*+.... 

+ i . 10—*  +J . + A . 10—*-*+ 1 . 10— R. 

+ 1' . 10“*^  +/ . 10“*“^  + A' . 10— + etc... . 

R représente  tous  les  termes  suivants,  c'est-à-dire  que 

R = m.lO-"-*-*-f-l . 10~'*^‘-t- etc. 

Si  l’on  multipliait  tous  les  termes  de  A par  chaque  terme 
de  B,  on  obtiendrait  des  produits  partiels,  dont  la  somme  com- 
poserait le  produit  total  AxB;  mais,  puisqu'on  veut  ce  pro- 

11 

duit  approché  à moins  de  = 10"”,  il  suffit,  en  vertu  de  la 

règle  de  l’addition , de  calculer  tous  les  produits  partiels  avec 

l'approximation  de  ou  de  suivant  que  leur  nombre 

ne  surpasse  pas  10,  ou  qu’il  est  compris  entre  10  et  100.  Nous 
supposerons  que  c’est  le  premier  cas  qui  a lieu  ici,  parce  que 
c’est  celui  qui  se  présente  le  plus  souvent,  et  que  d’ailleurs  les 
explications  que  nous  donnerons  pour  ce  cas  conviennent  à , 
tous  les  autres. 

Cela  posé,  puisque  tous  les  produits  partiels  doivent  être 

calculés  avec  l’approximation  = 10“*“* , il  faut  chercher 

les  termes  de  A qu’il  suffit  de  considérer  pour  que  le  produit 
de  tous  ces  termes  par  le  terme  de  B qu'on  prendra  pour  mul-  7 
tiplicateur,  ne  renferme  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur 
à 10“’^'.  Si  l’on  veut , par  exemple,  le  produit  partiel  de  A par 
le  premier  terme  à gauche  de  B,  c’est-à-dire  para'.  10*,  on  voit 
immédiatement  que  le  terme  de  A , dont  le  produit  par  a' . 10* 
contient  des  unités  de  l’ordre  10-*-*  est  le  terme j . 10-*-*-* , 
puisque  7.10— *-*Xo'.  t0*=>o’.  10-"-* ; par  conséquent,  en 
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multipliant  par  a' . lO’ , de  droite^  gauche , tous  les  termes  de  A 
à partir  du  termes' . jusqu’au  premier  terme  a . lO',  on 

obtiendra  un  produit  qui  ne  contiendra  pas  d’unités  d’un 
ordre  inférieur  à celui  de  l’approximation  demandée.  Dési- 
gnons ce  produit  par  S . 10“'—'  en  ajoutant  à ce  produit  les 
unités  de  l’ordre  10"'-'  qui  peuvent  provenir  de  la  multiplica- 
tion des  autres  termes  de  Apara'.lO', on  aura  le  produit  partiel 
de  A par  a'.lO’  approché  à moins  de  10“'—'  ; multiplions  donc  les 
autres  termes  de  A para'.  10*;  çn  indiquant  d’abord  la  multi- 
plication , il  vient  : 

(*.  l(r’’“*-‘-|- 1 . 10“''“«“'>j'.10«  -l-a'.  lO»  X R , 
le  produit  des  deux  termes  de  la  parenthèse  par  d.W  donne 
a'A.lO—'-f-o'/.lO-’-». 

Les  unités  de  ce  produit  étant  de  l’ordre  10""“*,  100  de  ces 
unités  en  forment  une  de  l’ordre  10“’-';  par  conséquent,  si 
l’on  représente  par  s le  nombre  de  centaines  que  ce  produit . 
peut  contenir , et  par  r les  unités , ce  produit  pourra  être  mis 

sous  la  forme  : - . 

**  *.  * ' 

* .10^"“'-|-r.l0-’-».  ‘ 

(«provient  de  la  retenue  de  la  multiplication  par  a'.  10*  des  ' 
deux  termes  de  A qui  suivent  le  terme  j . 10"’-*"',  r représente 
ce  produit  diminué  de  ses  centaines  ; par  suite  on  a r •<  100.) 

Faisant  la  somme  des  divers  produits  que  nous  venons 
d’obtenir,  le  produit  total  Axa'.  10*  pourra  se  mettre  sous 
- la  forme  : 

A X a' . 10’ = S X 10-’-' -f- « X 10-""' -t- »•  X 10“"“* -}y  tt' . 10*  X R 
= (S-f«)10“-'-f  r.  10“""*-f^o'.  10*  X R. 

Pour  obtenir  le  produit  partiel  approché  à moins  de  10“’-',  on  > 
voit  qu’il  faut  dégager  les  unités  de  cet  ordre  qui  peuvent  se  ' 
trouver  dans  les  deux  dernières  parties  de  ce  produit  partiel^ 
total,  c’est-à-dire  dans  rxi0“"^-)-o'.10*xR;  pour  cela,  il  faut" 
remarquer  que  R=»i.  10— *“*-f  «.lO-'^^-f  ....etc....  et  que 
le  terme  de  A qui  précède  R est  f . 10—*"’  ; par  conséquent , 
la  somme  de  toutes  les  décimales  que  représente  R , quel  que 
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soit  lotir  nombre,  est  moindre  qu’une  imité  décimale  de  l’ordre 
immédiatement  supérieur  à celui  de  la  première  décimale  de 
la  somme  R;  en  conséquence , on  peut  écrire  10r*-*-*  >>  R,  et , 
pîtr  suite  • ' 

o'.10’XtO-"-^‘>a'.10’XR,  ou  o'X  10-’’r’>aM0»  xR  ; 
donc  rX10-"-’  + a’Xl0-"-’>rX10-’’-»+o'.10’XR,  ' 
ou , en  réduisant , 

(r  + > r X 10-"-*  + a' . 10’  X R . 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  est  la  partie  du  pro- 
duit Axa'.  10’,  dont  nous  cherchons  à dégager  les  unités  de 
l’ordre  10“"“’  qui  peuvent  y être  renfermées;  or,  le  premier 
membre  est  plus  grand  que  le  second,  donc  lorsque  le  pre- 
mier membre  ne  renfermera  pas  d’unités  de  l’ordre  10“"“'  ou 
n’en  renfermera  qu’une  exactement , le  seccaid  membre  n’en 
contiendra. pas,  et  par  conséquent  (S-|-*)10“"“‘  sera  le  produit 
partiel  demandé;  mais,  les  nombres  r et  a’  sont  entiers,  de 
plus  on  a : r<  100,  «’<  10 , donc  les  plus  grandes  valeurs  de 
r et  de  a'  sont  : r = 99 , o'  = 9 et 

r -1- a' = 99 -f- 9 = 108  = 10* -1-8. 

t , 

Portant  cette  valeur  maximum  de  (r-{-a')  dans  le  premier 
membre  de  l’inégalité  ci-dessus,  on  obtient  : valeur  maximum 
de  (r-|-a'jl0“"“.*=(l0^^-8)l0-"“*=10“"-1-l-8xi0“"“*;  en  con- 
séquence , le  premier  membre  de  l’inégalité  ci-dessus  ne  peut 
contenir  qu’une  seule  unité  de  l’ordre  10“"“' , et  il  en  est  de 
même,  ô /'ortiori,  du  second  membre.  Pour  que  (r-f- a')  10“"“* 
contienne  une  unité  de  l’ordre  10“"“' , il  faut  que  l’on  ait 
f-l-o'=100  ou  >100.  Donc  on  peut  dire  avec  certitude  : 
Lorsque  r -j-  a’  ue  surpassera  pas  100  , l’expression 

rX10“"“*-f-o'.  lO’XR 

< * * f * 

ne  contiendra  pas  d’unités  de  l’ordre  10“"'-',  et,  par  consé' 
quent,  (S-f«)10-*“‘  sera  le  produit  partiel  dierché;  mais 
si  (r+o')>  100,  le  premier  membre  de  l'inégalité  ebéessus, 
(r^-o')lO-*-*  contiendra  urte  unité  de  l’ordre  10^'  ; mms  onne 
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pourra  rien  conclure,  à priori,  pour  le  second  membre,  at- 
tendu qu’il  est  plus  petit  que  (r-|-a')10“’*~’;  pour  faire  cesser 
toute  incertitude , il  faudra  recourir  aux  deux  premiers  termes 
de  R qui  sont  : m . 10-’^-*  ; on  les  multipliera  par 

o'.lO*,  et  si  le  produit  dont  les  unités  seront  de  l’ordre 
contient  des  centaines , on  les  ajoutera  à rx  10^'^ , parce  que 

10-’^X10*=1G— ^ 

ST  l’on  désigne  le  nombre  de  ces  centaines  par  s',  et  par  C le 
nombre  d’unités  de  ce  produit, -on  pourra  écrire  l’expres- 
sion f X lO-"-*  -)-  a' . 10*  X R sous  la  forme 

r X lO-"-*  + O* . 10’  X R = 10— * -j-  o' . 10’  X R’  ; . 

R'  désigne  tous  les  termes  de  R qui  suivent  les  deux  premiers. 

On  pourra  donc  écrire  le  produit  partiel  complet  A X a' . 10’  de 
la  manière  suivante  : 

Axa'.10’  = (S-|-i)10-"-‘-f-(f-t-s')lû-’’-’'+r'Xl0— ’+a'.IO’XR'.  ^ 

' Les  deux  derniers  termes  de  ce  produit , savoir  : 

r'XlO— -’  + a'.lO’XR',  ' ■ 

ne  peuvent  contenir  qu’une  seule  unité  de  l’ordre  10^"^ , ce 
qui  se  démontre  par  un  raisonnement  semblable  à celui  qui  a 
servi  à prouver  que  l’expression  r x 10“"~’-|-a'.10’X  R ne 
peut  contenir  qu’une  seule  unité  de  l’ordre  10“"~*.  U suit  de  là 
que  si  l’on  a r -|-s'<99 , il  n’y  aura  pas  de  retenue  à ajouter 
à (S-f  s)10— ce  sera  par  conséquent  le  produit  demandé; 
mais  si  l’on  a:  r-)-*'>99,  il  faudra  augmenter  (S -|- j)  d’une 
unité,  le  produit  cherché  sera  alors  (S-|- s + 1)10— Si  Ijon 
avait  r-|-i'=99i  il  faudrait  recourir  aux  deux  première 
termes  de  R' pour  savoir  si  (r' XIO— *+a'.  Wx R')  contient 
une  unité  de  l’ordre  10—*;  mais  on  peut  se  dispenser  de  faire 
cette  recherche,  et,  dans  ce  Cas,  on  ajoutera  une  unité' 
à (S-|-*)-  A la  vérité,  le  produit  ■ partiel  (S l>lü*"“‘' 
pourra  être  approché  par  excès,  à moins  de  -rèïï  de  10*"-*, 
tandis  que  la  règle  de  l’addition  prescrit  de  calcula  le» 
nombres  à<  ajouter  avec  une  approximation  par  difasU';  maie. 
il  n’en  peut  résulter  aucune  wreur  dans  le  résultat  Rnal. 

- \ 
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Il  suit  de  là  que  les  nombres  qu’il  suCfll  de  calcider  pour  i 
former  un  produit  partiel  quelconque  sont  ceux  qui,  dans  la 
formule  générale  ci-dessus , sont  représentés  par  S,  s , r, 

Pour  obtenir  le  nombre  s , il  faut  chercher  le  terme  de  A dont 
le  produit  par  le  terme  de  B qu’on  prend  pour  multiplicateur, 

' donne  des  unilésde  l’ordre  de  l’approximation  10-*-'. On  évitera 
' cette  recherche  si , avant  d’opérer , on  dispose  les  termes  du 
multiplicateur  B au-dessous  de  ceux  de  A , de  nuinière  que  le 
produit  de  deux  termes  quelconques  correspondants  donne  des 
unités  de  l’ordre  10“"“' , comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

, A=a.l(F-l-6.1(P“'-f ....  ■ ' 

B = f'IO-"-^* -|- *'10“"“^' -1- i' . 10“"“* -f .. . . 

, ' -l-c.lO'-l-rf.lO'-t-e.lO-'-f....  - . 

-h  A'10-«“’ -f  ÿ'IO-*-' -j-Z^lO- -I- .... 

-f /■.  10-" -t-ÿ . 10“"“' A.  10^"-'-i- .... 

' . -|-«'10-'-|-d'.10“-l-c'.10'-f-..:. 

,-fi.lO-'“^-f7.lO“"“«“'-l-A.10“-^-*-|-/.lO“"“^*-fm.lO“"-’-‘-fMO— 
-f-A'KP-'-f-fl'lO’. 

On  voit  que  les  unités  de  B , qui  sont  . 10°  se  trouvent  au- 
dessous  du  terme  g . 10“"“' , dont  les  unités  décimales  sont  de 
‘ l’ordre  de  l’approximation , et  que  tous  les  autres  termes  de  B 
sont  placés  , savoir:  les  dizaines,  centaines,  etc.,  à droite  des 
unités,  tandis  que  les  dixièmes , centièmes , etc.,  se  trouvent  à 
gauche.  Si  l’on  veut  former  un  produit  partiel  quelconque , par 
exemple , celui  de  A x a'  X 10°,  voici  comment  il  faut  opérer  : 
on  multiplie  par  a! . 10°  les  deux  termes  de  A placés  à droite  du 
terme  >.  10“"“°“'  correspondant  au  multiplicateur  o'.10°;  on 
Ote  les  centaines  s de  ce  produit , et  on  ajoute  au  reste  r le  - 
chiffre  a' du  multiplicateur;  si  la  somme  r-\-a'  ne  surpasse 
pas  100,  on  relient  les  centaines  s qu’on  ajoute  au  produit 
.du  terme  ;.10“"“°“'  par  son  correspondant  o'.lO*;  on  écrit 
les  unités  de  ce  produit  qui  sont  de  l’ordre  10“"“' , et  on  retient 
les  dizaines  pour  les  ajouter  au  produit  du  terme  <.10“"~° 
par  a' . 10°  ; on  écrit  les  unités  de  ce  produit , et  l’on  relient  les 
dizaines  pour  les  ajouter  au  produit  par  a' . 10°  du  terme  de  A,  à 
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gauche  de  celui  qu'on  vient  de  multipiiep,  et  l’on  continue  de 
multiplier  tous  les  termes  de  A jusqu’au  premW  terme  a . 10». 

On  obtient  ainsi  le  produit  partiel  demandé.  Si  l'on  trouvait 
r -|-  a’>  100 , il  faudrait  multiplier  par  o' . 10*  les  deux  derniers 
termes  de  A , qui  sont  m . 10“"-*-*+ 1 . 10“"-^, < et  ajouter  à r 
les  centaines  s'  de  ce  produit , et  si  r 4-  a'  < W,  on  n’aurait  pas^ 
à augmenter*  d’une  unité;  on  ferait  alors  la  multiplication, 
comme  il  vient  d’être  dit  ; mais  si  l’on  trouvait  r-f-*'>99  ou  =:dl9, 
il  faudrait  augmenter  s d’une  unité,  ajouter  * + l au  produit 
des  deux  tenues  correspondant^ . l(r*-*-^  >;  a' . 10*,  et  conti- 
nuer ensuite  la  multiplication  de  tous  les  termes  de  A par  a'.lO* 
jusqu’au  premier  à gauche  a . 10». 

En  examinant  les  termes  de  A et  de  B qu’il  suffit  d’employer 
pour  avoir  le  produit  A XB  approché  à moins  de  10-",  on  voit 

que  le  dernier  terme  de  A est  de  l’ordre  i0“"“*-‘  = > et 

que  le  premier  terme  de  B est  de  l’ordre  10-"-»-*= Les 

exposants  »-f94-5etn4-p-|-2  indiquant  je  nombre  de  déci- 
males de  A et  de  B,  on  peut  établir  les  formules  suivantes  ; 

Le  nombre  de  décimales  avec  lequel  il  faut  calculer  A est 

' ’ n-t-î+S; 

le  nombre  de  décimales  avec  lequel  il  faut  calculer  B est 

Dans  ces  formules  p et  ^'désignent  respectivement  les  expo- 
sants positifs  ou  négatifs  des  puissances  de  tO  qui  expriment 
les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  dans  A et  B. 

Rbmarqgb.  Si  le  nombre  des  produits  partiels  dont  le  produit 
AxB  doit  être  composé  était  compris  entre  10  et  100,  il 
faudrait  ajouter  1 aux  formules  ci-dessus,  parce  que  les  produits 
partiels  devraient  être  calculés  à 10-"“*  près. 

Application.  Étant  donné  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  é 
5 mètres,  on  prend  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  à ce 
cercle  pour  rayon  d'«n  second  cercle.  On  demande , à un  millième 
près , la  longueur  de  la  circonférence  de  ce  second  cercle. 
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L’énoncé  de  ce  problème  conduit  à l'équation  x = 2nX5v^3; 

<c  désignant  la  circonférence  cherchée.  Cette  valeur  de  x j»ut 
se  mettre  sous  la  forme  : 

x=itxv^. 

' V 

Puisqu’on  demande  la  valeur  de  x à moins  de  0,001  q>rès , il 
faut  calculer  les  produits  partiels  qui  composent  le  pro- 
duit irXv^âÔÔ  avec  l’approximation  de  0,0001.  Comme  les  deux 
facteurs  de  ce  produit  sont  incommensurables,  il  faut  voir  avec 
combien  de  décimales  il  suffit  de  les  calculer.  Si  l’on  prend 
V^3ÔÔ  pour  multiplicande  A,  et  tt  pour  multiplicateur  B les 
' unités  de  l’ordre  le  plus  élevé  de  A et  do  B sont  rcspectire- 
’ment  iO*  et  10";  car  on  voit  que  v'300  aura  deux  chiffres 
dans  sa  partie  entière  ; on  aura  donc  dans  lé  cas  actuel  : 

n + g-f5=3+0-|-5=8  et  n+p-|-2=3 +1 +2=6 
A doit  donc  être  calculé  avec  8 décimales  et  B avec  6 décimales. 

■ ' ‘ A=v^3ÔÔ=  17,32050807, 

. ■ B = 71=3,141592. 

/•  w % 

Pour  effectuer  la  multiplication  de  À par  B , il  faut  placer  B 
au-dessous  de  A , de  manière  que  le  chiffre  des  unités  de  B se 
trouve  au-dessous  du  chiffre  des  dix-miUièmes  de  A , et  que  les 
décimales  de  B soient  à gauche  du  chiffre  de  scs  unités,  comme 
on  le  voit  ci-dessous  : 

' 1732050807 

...  - ' _ 2951413 

519615 

^ ' 17320 

6928 
173 

• : . ■ 86  . . 

15 

644137 

- I 

En  conséquence,  x = v^300  X >1  = 54,414  à moins  de  0,001. 

Explication  do  calcul.  Pmnr  former  le  produit  partiel  du 
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multiplicande  par  le  premier  chilTre  3 du  multiplicateur,  on 
multiplie  les  deux  chiffres  à droite  de  5 correspondant  à 3 ; le 
produit  est  24,  et  comme  il  n’y  a pas  de  centaines,  on  a : 

i=0,  r = 24,o'=3  et  r+o'  = 24-f-3=27<  100. 

11  n’y  a donc  rien  à ajouter  à »=iO;  par  conséquent,  on  mul- 
tiplie par  3 tout  le  multiplicande  à partir  du  chiffre  6 , et  l’on 
écrit  le  produit  partiel  au-dessous  du  otuffie  3 ; on  passe  en-  ' ' 
suite  à l’autre  chiffre  du  multi|dicateur;  on  multiplie  par  ce  > ' ' 
chiffre  1 , en  commençant  la  multiplication  par  le  nombre  50  à 
.droite  du  chiffre  0 correspondant  à 1 , et  l’on  trouve  50  pour 
produit;  donc  5=0,  r-}-a'  = 51 -<100;  par  conséquent  on  n’a 
pas  de  retenue  à ajouter  au  produit  0 x 1 des  deux  chiffres  cor- 
respondants; on  opère  de  môme  pour  tous  les  autres  produits  ^ . 
partiels  qui  expriment  tous  des  dix-inillièraes;  on  fait  leur 
somme;  on  efface  le  chiffre 7 et  l’on  augmente  de  1 le  chiffre  3. 

. - • ' V • 

DiTlsiOO. 

Soient  A ef  B deux  quantiléi  dont  on  sait  calculer  les  valeurs 
avec  un  degré  quelconque  d'e^proximation;  on  demande  avec 
combien  de  décimales  il  suffit  de  les  calculer  pour  obtenir  le  quo- 
tient de  la  division  de  À par  B à moins  de  ' ' 

Solution.  Désignons  par  A'  et  B'  les  valeurs  approchées  de 
A et  B ; par  Q le  quotient  de  A divisé  par  B ; par  Q'  celui  de 
la  division  de  A'  par  B'.  On  devra , d’après  l’énoncé , avoir 
l’inégalité  : 

(y  — Û<ïJj;,  d’où  Q'XIO*  — QX10”<1. 

Ces  deux  inégalités  montrent  que  si  l’on  savait  trouver  la  valeur 
de  QXIO*,  à moins  d’une  unité,  il  suffirait  de  la  diviser 

, par  10^,  pour  avoir  celle  de  Q à moins  de  ; par  conséquent, 

si  J’on  fait  le  produit  A x 10",  et  qu’on  divise  ce  produit  par  B, 
le  quotient  approché  à moins  d’une  unité,  sera  la  valeur  de 
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A X 10" 

Q X 10",  à moins  d’une  unilé,  puisque  — g — =Q  X 10". 

Si  l'on  divise  ensuite  par  10"  le  résultat  de  cette  division , on 

aura  la  valeur  de  Q à moins  de  En  conséquence , la  que»- 

lion  te  trouve  ramenée  au  cas  particulier  où  l’on  demande  le  quo- 
tient approché  à moin»  d’une  unité.  < 

Cola  posé,  soient  toujours  A'  et  B'  les  valeurs  approchées  de  A , 
et  B;  désignons  par  « et  p les  différences  A — A'  et  B — B';  par 

^ le  degré  cherché  d’approximation  avec  lequel  on  “doit 

calculer  A et  B,  et  nous  pourrons  écrire  : ; ' ” 

b = Q.  ^ = 0',  A=A'+..  B=B'+p. 


Dans  l’égalité  A=BQ,  substituons  à A et  B leurs  valeurs  ci- 
dessus,  et  nous  aurons  : 

”a'-|-»  = (B'+P)Û=B’Q-1-QP. 

Transposant  b,  et  divisant  par  B',  l’égalité  devient  * 

[V  1=0+ V.  »" 

Mais , d’après  l’énoncé,  on  doit  avoir  : ' 

[2]  Q'-Q<1, 

-et  par  suite, 


B' 


[3] 


fcL*<l. 

B’ 


Telle  est  l’inégalité  à laquelle  la  valeur  de  l’inconnue  x doit 
satisfaire.  Pour  la  résoudre , il  faut  mettre  x en  évidence  dans 
cette  inégalité,  ou  dans  l’inégalité  équivalente 

Qp-«<B'. 


N. 
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A cct  effet,  multiplions  les  deux  membres  par  10*,  et  il  viendra: 
Qp  X 10*  — a X 10* <B'  X 10*. 

Posons  pour  abréger 

PX10*  = P'  et  «X10*  = »', 

et  nous  aurons  : 

[4]  Qp'  — «'<B'X10*; 

on  a,  d'ailleurs,  p'<l  et  a'<l,  puisque  *<j^ct  8 don- 
nent «X10*=a'<l  et  pxlO*=p'<l.  Pour  résoudre  l’iné- 
galité [4],  il  suffit  évidemment  de  résoudre  la  suivante  : 

[5]  Op'<B'X10*. 

Si  l'on  avait  Q<10*,  on  aurait,  à fortiori, 

[6]  Q>'<10*. 

et  les  inégalités  [5]  et  [6]  subsisteraient  simultanément  si  l'on 
avait  B'>1,  puisque,  dans  ce  cas,  on  aurait  : 

Qp'<10*<B'x  10*. 

auquel  cas  l’inégalité  [5]  se  trouverait  vérifiée;  on  voit  par  là  que 
les  conditions  suffisantes  pour  que  l'inégalité  [5]  soit  vérifiée, 
sont  les  suivantes  Q<10*  elB'>l.  Celte  dernière  condition 
peut  être  remplacée  par  B>  1,  puisque  l’on  a B'  <B. 

Si,  dans  l’inégalité  Ü<10',  on  remplace  Q par  g,  elle 

deviendra: 

5 <10*,  d’où  A<BX10*. 

D 

résolution  de  l’inégalité  [5],  et,  par  suite,  celle  de  l’iné- 
galité [3],  se  trouve  ainsi  ramenée  à la  résolution  du  système: 

B>1,  A<BX10*. 

Supposons  que  la  première  de  ces  inégalités,  qui  ne  contient 
pas  X,  se  vérifie  d’elic-méme,  on  satisfera  à la  deuxième  par 
une  infinité  de  valeurs  de  x\  car,  on  en  tire  : 

34 
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x = l’exposant  de  toute  puissance  de  10,  qui,  multipliée  par 
B,  donne  un  produit  >A. 

De  foutes  ccs  valeurs  de  x,  il  convient  de  prendre  la  plus 
petite,  parce  que  A’  cl  B'  contiendront,  dans  ce  cas,  le  plus  petit 
nombre  possible  de  décimales. 

Après  avoir  trouvé  la  valeur  de  a?,  tpii  vérifie  l'inégalité  [3], 
cl,  par  suite,  Q'  — 0<1,  il  faut  remarquer  que,  dans  celle 

\' 

dernière  inégalité,  Q'  et  Q sont  les  quotients  complets  de  g; 

et  de  ni  m»'»  if  ‘f®  prendre  la  partie  entière  de  Q';  en 
B 

effet,  soient  E'  la  partie  entière,  et  » la  fraction  qui  eoin- 
posent  Q';  représentons  de  plus  par  A la  différence  Q' — Q,  on 
aura  A<1,  et  il  viendra: 

[7]  Q'  — Q = A,  Q'  = E'  + w. 

Substituant  cette  valeur  de  Q’  dans  [7],  on  aura  : 

E'  + u.-Q  = A;  . 
d’où  l’on  tire  : , 

[8]  E'  — Q=A— O). 

Puisque  l’on  a A<1,  w-<l,  on  a , à fortiori  A — oxCI. 
L’égalité  [8]  prouve  donc  que  E'  est  1a  valeur  de  Q , approchée , 
à une  unilé  près,  par  excès  ou  par  défaut;  car,  on  ne  sait  pas  si 
l’on  a : 

A — ou  <0. 

L’égalité  [7]  suppose  Q’>Q.  Si  l’on  avait  Q>Ü',  on  poserait 
Q — ^ = A,  et  en  substituant  à Q'  sa  valeur: 

Q — E' — o)=A,  d’où  Q — E'  = A-l-(o. 

Cette  égalité  montre  que  E'  serait  la  valeur  de  Q , approchée  à 
moins  d'une  unité,  si  l’on  avait  A-j-w-<l.  Pour  le  savoir,  il 
faut  remonter  à l’égalité  [!},  qui,  après  aroir  changé  les  signes 
des  deux  membres,  devient  : 

Q n» »**~0P 

« B-  — B'xiO*' 


Digitized  by  Google 


SI  R I.ES  APPROXIMATIONS. 


531 

on  a «'<1,  et,  par  suite,  B'>1  ; d’où  B'xlO'^KK; 

donc,  Q — Q'=A<y^^.  La  difTércncc  A étant  très-petite,  il 

s’ensuit  que  Q et  Q'  ont  nécessairement  la  même  partie  entière, 
et  que,  par  suite,  K'  = Q,  à moins  d’une  unité. 

Nous  avons  résolu  le  prolilùme  proposé,  en  supposant  B>  1 ; 
mais  A et  B étant  des  quantités  données,  on  pourrait  avoir  B<;  1 . 
Dans  celte  hypothèse,  il  ne  serait  pas  possible  d’appliquer  la  so- 
lution précédente  aux  nombres  A et  B.  Dans  ce  cas,  il  faut  mul- 
liplicr  CCS  nombres  par  une  puissance  de  10,  convenablement 
choisie,  pour  que  le  diviseur  B devienne  >l  ; le  quotient  Q ne 
sera  pas  altéré,  et  l’on  appliquera  la  solution  aux  nombres 
AXIO",  BX  10". 

■Application.  I.  Trouver,  à une  unité  près,  le  quotient  de  la  di- 
vision de  A par  B. 

A = 0,9874053821, 

R = 0,000235798923 

F’uisque  l’on  a B<C1,  nous  multiplierons  A et  B par  10*. 

AX 10*  = 9874,053821 

BX10*  = 2,35798923 

Il  faudrait  multiplier  le  nouveau  diviseur  par  10*,  |M)ur  qu’il 
devint  plus  grand  que  le  dividende,  ce  qui  indique  que  le 
dividende  et  le  diviseur  actuels  doivent  être  calculés  avec 
4 décimales  seulement,  et  que  les  autres  doivent  être  négligées. 
Il  viendra  donc,  en  désignant  par  A'  et  B',  ces  valeurs  appro- 
chées de  A X 10*  et  de  B X 10*  : 

A' = 9874,0538,  B'  = 2,3579. 

Supprimant  la  virgule,  ce  qui  revient  à multiplier  A'  et  B' 
par  10*,  on  obtiendra  deux  nombres  entiers  dont  le  quotient, 
r.alculé  à moins  d’une  unité  par  défaut , sera  la  valeur  de  0, 

ou  de  g,  à une  unité  près,  par  défaut  on  par  excès. 

Application.  U.  A = 5385973,289573* 

B = 47252,437810389 
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Dans  cet  exemple,  on  a B>1;  par  conséquent,  il  suffit  de 
multiplier  Â et  B par  afin  que  le  nouveau  diviseur  soit  plus 
grand  que  Â.  On  portera  donc,  dans  A et  dans  B,  la  virgule 
à la  troisième  place  à droite , et  l'on  négligera  les  décimales 
restantes.  Les  nombres  à diviser  seront  les  suivants  : 

A'  X lO’  = 5385973289 

B'  X 10*  = 47252437. 

On  pourrait  substituer  à ces  deux  nombres  deux  autres  iioui- 
bres  plus  petits  qui  conduiraient  au  même  quotient.  En  effet, 
nous  avons  vu  que,  pour  la  solution  du  problème,  il  suffit  qu'on 
ait  B>1.  11  suit  de  là  qu'en  divisant  A et  B par  10‘,  le  quotient 
ne  sera  pas  altère,  et  le  diviseur  B sera  encore  >1.  On  obtient 
ainsi  : 

= 538, .597328 

= 4, 7252437 

Cela  fait,  pour  rendre  le  diviseur  plus  grand  que  il  suffit 

de  le  multiplier  par  10’,  ce  qui  fait  voir  qu’il  faut  prendre  trois 
décimales  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  et  supprimer 
les  autres.  On  obtient  ainsi , en  désignant  par  A' et  B' les  va- 

li  urs  approchées  de  jô»  cl 

A' = 538,597.  B' = 4,725, 

A'  X 10’  = 538597,  B’  X 10’  = 4725. 

Ces  derniei-s  nombres  sont  ceux  qu’il  faut  diviser.  On  voit  qu'ils 
ont  4 chiffres  de  moins  que  ceux  obtenus  précédemment.  On 
peut  donc  établir  la  règle  suivante. 

Règle.  Povr  obtenir  le  quotient  de  la  division  de  A par  B,  à 
moins  d'une  unité  près  : 

1°  Suivant  qu'on  aura  B>  ou  < 1 , divisez  ou  multipliez  A 
et  B par  une  puissance  de  \0,  convenablement  choisie  pour  que  le 
quotient  ou  le  produit  de  B par  cette  puissance  de  10,  soit  comp  is 
entre  1 cMO  ; 
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2*  Cela  fait,  voyez  par  quelle  puissance  de  10  il  serait  suf/isan* 
de  multiplier  le  diviseur  actuel  pour  qu’il  devint  plus  grand  que 
le  dividende.  L'exposant  de  cette  puissance  de  10  indiquera  com- 
bien de  décimales  il  faut  prendre  dans  les  deux  termes  de  la  divi- 
sion ; négliges  les  décimales  restantes , et  divises  les  deux  nombres 
ainsi  obtenus.  La  partie  entière  du  quotient  de  cette  division  sera 
le  quotient  cherché,  approché  par  défaut  ou  par  excès. 

Problème.  Trouver  le  raym  de  la  sphère  dont  le  volume  égale 
celui  d'une  pyramide  ayant  pour  base  un  hexagone  régulier  dont 
le  côté  a un  mètre  de  longueur,  et  pour  hauteur  8 mètres. 

L'énoncé  de  ce  problème  conduit  à l'équation  : 

|itx’  = 4v3; 

. , 3y^3 

d OU  = — î — , 


Supposons  qu'on  demande  la  valeur  de  a:  à 0,1  près. 

Dans  ce  cas,  il  faut  calculer  — à 0,001  près. 

Ici  le  dividende 

A = = 5 

<•1  le  diviseur 

B = it  = 3, 

D'après  la  règle,  on  multipliera  v^27  par  1000;  on  prendra  le 
produit  A X 1000  pour  nouveau  dividende,  et  l’on  cherchera  le 
quotient  à moins  d'une  unité  près.  On  divisera  ce  quotient 
par  1000,  et  la  racine  cubique  du  résultat  sera  la  valeur  de  x 
à 0.1  près. 

Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faut  calculer  d'abord  \/'ï7  avec 
3 décimales,  puisqu'il  faut  la  multiplier  par  1000.  Cela  fait,  on 
voit  que  le  produit  v/27X1000  est  composé  de  4 chiffres,  dans 
sa  partie  entière,  dont  le  premier  est  le  chiffre  5,  tandis  que  e 
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a le  chiffre  3 pour  sa  partie  entière.  Il  suit  de  là  que,  pour  rendre 
it  plus  grand  que  X 1000,  il  faut  multiplier  i:  par  10*,  cl,  par 
conséquent,  v^27X1000  et  Tt  doivent  avoir  4 décimales,  devra 
donc  être  calculée  avec  7 décimales,  et  v:  avec  4 scidement. 


NOTE  SUR  LA  RÉSOLUTION  PAR  APPROXIMATION  DES 
ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Problème.  Deux  capilatisies  placent  leurs  fonds  dans  une  meme 
entreprise-,  le  premier  se  retire  au  bout  d'un  certain  temps  avec 
un  bénéfice  net  de  854837^745 , et  le  second,  qui  s'élait  retiré 
3 ans  2 mois  7 jours  avant  le  premier,  avait  obtenu  un  bénéfice  net 
de  359428',347  : si  le  premier  s'élait  retiré  4 ans  2 mois  17  jours 
plus  tôt , et  le  second  3 ans  5 mois  1 3 jours  plus  tard , ils  se  seraient 
retirés  l'un  et  l'autre  avec  le  même  bénéfice.  On  demande  le  béné- 
fice annuel  de  chacun  à moins  d’un  millième,  ainsi  que  le  temps 
des  placements  des  capitaux;  les  bénéfices  sont  supposés  propor- 
tionnels aux  temps  des  placements , et  les  mois  sont  chacun  de 
ZO  jours. 


Solution.  Soient  x c\  y les  bénéfices  annuels  exprimés  en 

francs;  les  durées  des  placements  des  capitaux  seront  respec- 

..  ,854837,745  .3.59428,347.  , , 

tivemenl ^ — et ; ces  temps  sont  exprime!. 

X y 

en  années;  leur  différence  doit  égaler  3 ans  2 mois  7 jours  ou 

1147 

d années  ; donc 

, 854837,745  35942S..347  _ 1 147 

X y 3C0' 


Mais  si  le  premier  capitaliste  s’était  retiré  4 ans  2 mois  17  jours, 
1517 

OU  d'années  plus  tèl,  son  capital  serait  resté  pendant  un 
temps  marqué  par  et  aurait  produit  un  bé- 
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néficc  égal  au  béDéfice  annuel  x uiultiplié  par  ce  temps , ce 
qui  donne  : 


^854837,745  151 


si  le  second  capitaliste  s’était  retiré  3 ans  5 mois  13  jours,  ou 
1243 

d’année  plus  tard , son  capital  serait  resté  pendant  un 

temps  marque  par  ' "soü  ’ aurait  produit  un 

bénéfice  égal  au  bcnéticc  annuel  y multiplié  par  ce  temps,  ce 
qui  donne  : 


/'359428,347 

, 1243' 

l y 

'■  360, 

1243 

= 359428,347 


or,  d'après  l'énoncé  , ces  bénéfices  doivent  être  égaux,  on  aura 
donc 

1943  1517 

[2]  359428,347  y = 854837,745  - —a;. 

La  question  est  alors  ramenée  à résoudre  le  système  des 
équations  [1]  et  [2], 

La  deuxième  se  réduit  à 


d'où  [3] 


1243y=  495409,398  X 360—  1517x 

495409,398  X 360  — 1 5 1 7r . 

1243  ’ 


y=- 


d’ailleurs,  l’équation  [1]  devient 

(854837,745  X 360  — 1 l47x)y  — 359428,347  X 360  X x = 0 ; 

mettant  pour  y sa  valeur  [3] , on  trouve 

, /495409,398X360— 1517x\ 

(854837,745x360—11473-)  J 

— 359428,347  X360 . x =0. 

Chassant  le  dénominateur,  transposant,  et  ordonnant  on 
obtient  : 

1 147  X1517x«— (854837,745X  1517  + 495409,398X1147 
+359428, 347X1243)360x+854837, 745  X 495409, 398  X360*=0 , 
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efTectuant  les  multiplications  indiquées,  il  vient  ; 

1739999a::*— 832245434637,12 . x + 54884906981901325,296=0. 

Le  problème  sera  donc  résolu  si  on  trouve  h moins  d’un 
millième  les  valeurs  de  x et  y,  qui  vérifient  les  deux  équations 
suivantes  : 

[4]  17399991°  — 83224&43463T,12.z  + &488A90698190l3!5,i96=0, 

. 178347383,28— 1517  X 

y= î¥43 • 

Posons  X = , y = ; calculons  x,  et  y,  à moins 

d’une  unité;  divisons  ces  valeurs  par  1000,  et  les  équations 
sc  transformeront  dans  les  suivantes  : 


[6]  l,739999z,°  — 83224S434,637l2z,  + &488490698l90l325, 296  = 0, 


17]- 


178347383,28-1,517*. 

1,243 


Or,  le  multiplicateur  de  x.  est  compris  dans  [7]  entre  1 et  10, 
1 517 

puisqu'il  est  , il  suffit  donc  de  calculer  d’abord  x.  à moins 

d’un  dixième.  Hais  l’équation  [6]  peut  s’écrire 

roi  832245434,63712  _ , 54884906981901325,296 

1,739999  ' 1,739999 

■ d’où 

rni  _4IGI227I7,318S6_^  //4I6I227I7,3I8SC\*  S4884iK)698l!H)l326,296 

^ ~ 1,739999  ~V  \ 1,739999  / 1,739999 

Telles  sont  les  valeurs  qu’il  faut  calculer  à moins  d’un 
dixième  ; à cet  effet  il  suffit  de  calculer  les  deux  termes  à 
^ dixième  près  et  par  suite  la  quantité  sous  le  radical  à { de 
centième  près  ; en  conséquence , il  suffira  que  chacun  des  deux 
termes  soit  calculé  à ^ de  centième  près , et  à fortiori  sufllra-t-il 
de  les  calculer  à 0,001  près. 

Occupons-nous  du  carré  que  nous  représenterons  par  A’  ; si  a 
est  la  valeur  approchée  de  A,  on  devra  avoir  A* — o*< 0,001, 
posant 

A=a-f«;  0,001;  «(2a-f  o.)  = a(a-fA)<0,001; 
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oX2A<0,001  aXA< 


0,001 


Or 


A=li6iS^<4.6l22718; 


1,739999 
donc  il  suffira  de  satisfaire  à 


iX416I22718<5i^  ou  5 « X4l6t22718 X2<0,001 , 


ou  o<xl000000000<0,001  ; 


par  suite  a <0,000000000001. 


On  est  ainsi  ramené  à calculer 


416122717,318.')6 

1,739999 


à moins  d’une 


imité  du  douzième  ordre  décimal. 

.Appliquant  la  division  abrégée,  on  est  amené  5 cliercher  la 
partie  entière  du  quotient  du  nombre 


4t6l22717,31856X10'*X10‘  par  1,739999X10* 
onde  41612271731856X10”  par' 1739999, 
celle  partie  entière  est 

239151124407864602221, 
cil  la  divisant  par  10”  on  trouve 

239151124,407864602221. 

Il  faut  maintenant  en  faire  le  carré  à 0,001  près;  appliquant 
la  multiplication  abrégée,  on  place  le  chiffre  des  unités  sous 
celui  des  cent-millièmes , puisque  le  nombre  des  produits  par- 
tiels est  compris  entre  lOet  100,  on  trouve  ainsi  : 

57193260305545932,288. 


Calculons  le  second  terme 


54884906981901325,296 

1,739999 


près;  appliquant  le  procédé  déjà  cité,  on  trouve 


à 0,001 


31543068117798530,514, 
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rctrauchant  ce  nombre  du  carré  précédent  il  vient 
23650192187747401,774, 

extrayant  la  racine  carrée  de  ce  nombre  un  centième  près, 
on  trouve  160156773,78  pour  la  valeur  du  radical. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  quantité  qui  est  en  dehors 
du  radical;  cette  quantité  est  239151124,40  à 0,01  près,  puis- 
que c’est  la  quantité  dont  le  carré  est  sous  le  radical.  On  a donc 

a-,  = 239 1 5 1 1 24,40  ± 1 60 1 56773,78 
d’où  x,'  = 399307898, 18 

78994350,62. 

Pour  avoir  les  valeurs  corrcspondanles  de  y,,  il  suffit  de 
mettre  successivement  dans  y,  pour  x,  scs  valeurs,  ce  qui 
donne  ; 


, 178347383,28  — 1,517X399307898,18 


yt  = 


1,213 


-343847705, 


„ 178347383,28  — 1 ,517  X 78994.350,62  

y.  = ^ =4.0/3976. 


On  en  conclut,  pour  les  systèmes  de  valeurs  de  x et  y ù 0,001 
près 

x' = 399307,898  y' = —343847,705. 

x"=  78994,330  y"=  47073,976. 

Pour  avoir  tes  temps  des  placements  des  capitaux , il  n’y  a 
qu’à  diviser  cliaijuc  bénéfice  total  parle  bénéfice  annuel  corres- 
pondant, et  l’on  trouve  à un  jour  près , en  représentant  les 
temps  par  U cl  l. 


«'=  2‘,  1”,  21>,  <’= — fl*,  0“,  16>), 

«'=  10*,  9",  26j,  /"=  7*,  7",  18'. 


Il  est  évident  que  la  première  solution  ne  convient  pas  puis- 
qu’elle donne  un  résultat  négatif  pour  le  bénéfice  annuel  du 
second  capitaliste  ainsi  que  pour  le  temps. 

Quant  à la  deuxième , elle  convient  à la  question,  ce  dont  on 
peut  s’assurer  d'ailleurs  en  vérifiant  le  problème. 
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Pour  inlerpréler  la  première  solution  il  suffit  de  changer 
y en  — y dans  les  équations  [i]  et  [2]  qui  deviennent  ainsi 


[8] 


854837,745  , 359428,347  1147 

X y ~ 360  ’ 


rm  „v./854837,745  1517\  _ /1243  359428,347\ 

^ X 360/~  y )’ 

mais  le  second  facteur  du  premier  membre  et  le  premier  fac- 
teur du  second  membre  sont  négatifs  ; changeant  leurs  signes, 
ce  qui  est  permis  puisque  cela  change  le  signe  do  chaque 
membre,  la  seconde  équation  devient 

/15I7  854837,745\  /1243  359428, 347\ 

^\360  X \360  y )' 


El  alors  la  question  s’énonce  ainsi  : 

Deux  capitalistes  placent  leurs  fonds  dans  une  même  entreprise, 
et  les  laissent  pendant  des  temps  tels  que  leur  somme  fasse  3 ans, 
2 mois , 7 jours;  alors  le  premier  se  retire  avec  un  bénéfice  total 
de  854837,745,  et  le  deuxième  se  relire  avec  un  bénéfice  total 
de  359428,347;  si  le  premier  s'était  retiré  après  un  temps  égal  à 
l’excès  de  4 ans,  2 tnois,  17  Jours  sur  le  temps  qu’il  y est  resté,  et 
si  le  deuxième  s’était  retiré  après  un  temps  égal  à l’excès  de  3 ans, 
5 mois,  13  Jours  sur  le  temps  qu’il  y est  resté,  ils  auraient  eu  le 
même  bénéfice.  On  demande  le  bénéfice  annuel  de  chaque  associé , 
et  le  temps  des  mises. 


NOTE  SUR  LES  TRINOMES  ET  LES  ÉQUATIONS  DU 
SECOND  DEGRÉ. 

’I'héohkmk.  Lorsque  deux  trinômes  du  second  degré  en  x ont  des 
valeurs  égales  pour  une  valeur  quelconque  de  x les  coefficients  sont 
égaux  chacun  à chacun. 

Soient  les  trinômes  ax'-\-bx-\-c  et  a' x^ b' x c' \ on 
suppose  que  ces  trinômes  ont  la  même  valeur  numérique , quel 
que  soit  le  nombre  qu’on  mette  fi  la  place  de  x,  et  il  s’agit  de 
faire  voir  qu’on  a a — a',b  = h',  c = c'. 
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^ En  effet,  soient  a,  p,  y trois  nombres  différents;  d’après 
l’hypothèse,  ces  trois  nombres  satisferont  à l’équation  ; 

+ te  + c = a'a:*+  b'x  + c', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(a  — a>*  + (*  — b')x  -\-e—c'  = O; 

celte  équation  ayant  trois  racines,  on  doit  avoir  (îiSa,  VI} 

n a =0,  b b'=0,  c — c'=0,  ou  bien  a=a',  b=b',  r=e’. 

Conséquence.  Si  deux  trinômes  du  second  degré  en  x ont  des 
valeurs  égales  pour  trois  valeurs  de  x , ces  trinômes  sont  identi- 
quement égaux,  quelque  soit  x. 

Problème.  Décomposer  un  trinôme  du  second  degré  ax^-t-bx+c 
en  deux  facteurs  du  premier  degré. 

mx-^nei  w'x  + n’  désignant  respectivement  les  deux  fac- 
teurs demandés,  on  devra  avoir 

ax'  -\-bx-\-c  = (mx  n)(m'x  -}-  »'}, 

et  cela  devra  avoir  lieu  , quel  que  soit  x , ce  qui  exige  que  l’on 
ait  séparément,  d’après  le  théorème  précédent , 

mm'  = a, 
mn'  nm'  — b, 
nn'  = c\ 

cela  ne  fait  que  trois  équations,  et  comme  il  y a quatre  incon- 
nues, m,  n,  m , n',  le  problème  est  indéterminé  ; supposons  donc 
qu  on  ait  pris  arbitrairement  m' , et  qu’on  prenne  pour  m le 
quo  icnl  de  a par  m',  il  restera  à choisir  n et  n'  de  manière 
a satisfaire  aux  deux  dernières  équations  ; mettons-lcs  sous  la 

forme  Jl. * 

m'  ' m mm'  a' 

— _ _ e 

mm’  mm’  a' 

les  deux  rapports  —,  sont  donc  deux  nombres  dont  la 
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Û4i 


()  c 

somme  est  - cl  le  produit  -,  par  suite  ces  nombres  sont  les  ra- 

h C 

cines  d’une  équation  du  second  degré  s*  — -5-)--=0  (U38), 
par  conséquent,  on  peut  écrire  : 


n 

m 


b -f-  — 4oc . n' b — \Jb'~ 

2n  ’ J/l'  2a 


■ •4ac , 


et,  par  suite, 

aa? -\- bx  c = {mx  -f-  Ji)(;w'a;  -f-  n')  = mm'^x  + 


6 y/6*  — ■tac^  b — y'i*  — 4ac' 

2a 


) 


comme  on  l’avait  déjà  obtenu  (240). 

La  décomposition  une  fois  faite  comme  il  vient  d’être  dit,  on 
décomposera  a en  deux  facteurs  à volonté,  puis,  multipUant  les 
deux  facteurs  suivants  respectivement  par  chacun  d’eux , on 
aura  deux  facteurs  du  premier  d^ré  dont  le  produit  sera  égal 
au  trinôme  doimé. 

Application.  l'Décomposcr  8a;* -|- 2®  — 3 en  deux  facteurs  du 
premier  degré. 

La  formule  ci-dessus  donne  8(®  -|-  \ix  — ^). 

Décomposant  8 en  4 X 2;  puis,  multipliant  le  premier  fac- 
teur en  X par  4,  et  le  second  par  2,  on  obtient  : 

8®’  -t-  2ar  — 3 = (4®  + 3)(2®  — 1 ); 

ici  la  décomposition  de  8 a été  déterminée  par  la  condition  que 
nous  avons  remplie  de  rendre  les  deux  facteurs  entiers. 


2*  Décomposer 
La  formule  donne 


5®•-}-9®-^-3. 


9 — v^2Ï\  . 

— îô~;’ 


ici , les  facteurs  sont  incommensurables , et  on  ne  peut  décom- 
poser 5 en  facteurs  qui , par  la  multiplicalion  , rendent  les 


Digitized  by  Google 


542 


NOTE  SUR  LES  TRINOMES 


suivants  entiers  ; mais  on  peut  écrire  : 

« 


'J  Oj:  + 9 + \^2 1 { 1 0j--f-9— v/2 1 } 
20 


OU  (5x  + 6,79...Xx  + 0,44.  .). 


3°  Décomposer  4x’ — 12x-f  10. 
I.a  formule  donne 


4 


3 — v/— 1 
2 ’ 


oubien  i.2x  — 3 — y'— iXsx  — 3-|-v^ — l)* 

CoNSKOl'ENCE.  Trouver  les  conditions  pour  qu’un  trinôme 
ax’  -|-  bx  + c soit  un  carré,  ou  plus  exactement  pour  que  sa  racine 
carrée  soit  fonction  rationnelle  dex. 

Ladéeoinposition  en  faefenrsdu  trinôme  ffx*-l-to-|-c,faitedans 

le  calcul  précédent  peut  être  exprimée  par  + î 

or  le  nombre  a peut  être  considéré  comme  un  carré,  poi»- 
(ju’on  peut  toujours  en  trouver  la  racine,  soit  exactement, 
soit  par  approximation  ; il  faut  donc  que  les  deux  facteurs 

n n' 

suivants  soient  égaux  , ce  qui  exige  qu’on  ~ ^ ou 

— 4ac  b — j...  . . i < 

2^ = 2^ condition  qui  se  réduit  a 

b*  — ■4ae=0  ou  à b*=-4ac,  ce  qui  s’accorde  avec  le  n“ 

Problème.  Trouver  les  relations  qu'il  doit  y avoir  entre  les 
coefficients  de  l'équation  ax’-t'bx-)-c  = 0 , pour  que  les  rexines 
soient  entre  elles  comme  deux  nombres  donnés  m et  n. 

Première  solution.  Les  racines  sont  ~ ^ ^ ~ • il 

2a  ’ 

suffit  donc  de  poser  : 


— ^ + b'  — 4«<j , — b — — 4ae 

^ • 25 
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il  où  l’on  lire  successivement  : 

m{ — b — y/ 6*  — Aac)  — n( — b -|-  ^b'  — 4ac), 

b(n  — »i)  = (ffi  -f-  »V  6*  — 

b\n  — nij*  = (m  -f-  nfb'  — 4{m  -f-  n)*«c, 

4'm  -j-  n)’oc  = 4mnb‘, 

b'  {m  4-  n)* 

ac  mn 


Deuxième  solition.  Les  racines  doivent  être  entre  elles  comme 
;n  et  n,  elles  peuvent  donc  être  représentées  par  mz  et  par  nz\ 
or , ces  deux  nombres  doivent  satisfaire  à l’équation  donnée  ; 
on  a donc  ; 


[I]  am’i’ 4*  + f = O, 

an^z'  -|-  bnz  -j-  c = 0. 


Pour  éliminer  z entre  ces  deux  équations,  on  multiplie  la 
première  par  n’,  la  seconde  par  m\  et  l’on  fait  la  difl'érence,  ce 
qui  donne 

(6»wn* — bnm')z  e»‘  — cm'  = 0. 

. cm}  — en}  c{m-\-n)_ 

' “ bmn' — bnm}  bmn  ’ *- 

celte  valeur  étant  substituée  dans  l’équation  [l]  donne 

_c*(TO  + n)>  c{m-\-n)  , 

“ ::  r e — o, 


ou  ac[m  -f-  »)*  — b'n{m  + n)  + b'r?  — 0, 


et  par  suite , 


b'  _(wi  + n)» 
ac  mn 


Troisième  solution.  Le  rapport  des  deux  racines  est  — ; leur 


somme  est — elles  sont  donc  respectivement  égales  à 

— - (145  , prob.  XIV); 

a m-\-n'  om  + n ' 


< 

\ 

t 

M 


V 
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leur  produit  doil  éliv  î; 


on  a donc 
d’où 


6’  mn  c 

a*  (»i  ~ a ’ 

^ {ni  + nf 

ac  mn  ’ 


Remarqle.  Si  m = n,  on  retrouve  — 4oc  = 0,  c’est-à-dire 
le  cas  particulier  de.<  racines  égales. 


H.V 


c:0843 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


LIVKE  PREMIER. 


ISTBODPCTIOS Page  I 

Classification  des  questions  en  théorèmes  et  en  problèmes. 2 

Démonstration  de  quelques  théorèmes 2 

RésolutI  m de  quelques  problèmes — 6 

Résolutiu..  des  problèmes  corrélatifs Il 

Définitions  fondamentales 12 

Exercices 12 


LIVRE  IL 

Calcul  algébriqie  des  quantités  entières 14 

CHAriTRE  I".  Signet  de  l’algèbre.  — Clauification  det  diiertet  etpècet 

d’exprettiont  algébriquei 14 

Définition  du  calcul  algébrique 14 

Signes  d’opération IS 

Des  principales  expressions  algébriques > 18 

Chapitre  II.  Addition  et  soustraelion 21 

Addition  des  monomes 21 

Addition  des  polynômes 22 

Soustraction  des  monomes  22 

Soustraelion  des  polynômes 23 

Chapitre  III.  Réduction  det  termet  semblables.  — Application  à l'addi- 
tion et  à la  soustraetion  algébriques 24 

Intervertissement  des  termes  d’un  polynôme 24 

Des  termes  semblables  dans  un  polynôme 26 

Chapitre  IV.  Multiplication 32 

Définition  de  la  mulliplicaliun  algébrique  32 

Multiplication  des  monomes 33 

Multiplication  des  polynômes 34 

Application  numérique 30 

Des  polynômes  ordonnés 40 

Propriétés  du  produit  de  deux  polynômes 45 

De  quelques  multiplications  remarquables , . . 46 

Chapitre  V.  Division 47 

Division  des  monomes ; 47 

Cas  d’impossibilité 48 

Division  d’un  polynôme  par  un  monome i 40 

Division  de  deux  polynômes 56 


35 


TABLE  DES  MATIÈRES. 

Des  cas  d'impossibilité  dans  la  division  des  polynômes 55 

Remarques  diverses  sur  la  division, 5g 

Divisioa  des  polynômes  dans  le  cas  où  les  coefficients  de  la  lettre  prin- 
cipale sont  eux-mémes  des  polynômes 00 

De  quelques  divisions  remarquahles. 62 

Méthode  par  la  division  prolonsée 63 

Démonstration  par  la  division  non  prolongée. CA 

Preuves  des  quatre  règles go 

ExERClCtS CT 

UVRE  m. 

CaLCCL  ALCÉBRIOPK  des  QDANTITÉS  FRACTlOSNAlRFJi 70 

Origine  des  fractions 70 

Simplification  des  fractions 72 

Réduction  des  tractions  au  même  dénominateur 72 

Simplification  de  la  méthode  précédente 73 

Addition Ï1 

Addition  des  fractions  de  même  dénomlnalenr 7< 

Addition  des  fractions  quelconques 15 

SopsTRAcnow 75 

SoustracUon  des  fractions  de  même  dénominateur 7& 

Soustraction  des  fractions  quelconques. 76 

MpLTirLiCATio:» 76 

Dwniioii 7» 

Extension  des  règles  du  calcut  algébrique  aux  cas  où  les  polynômes 

renferment  des  termes  fractionnaires 7» 

ti 

UVRE  IV. 

Riaounrww  dis  éodations  et  des  problèmes  dp  pbemiib  b»- 

GRÉ  A UNE  Oü  A PLUSIEL'ES  INCONNUES 85 

CBAmRE  I".  Notions  priliminaires.  — Résolution  des  équations  nu- 
mériques et  littérales  du  premier  degré  à une  ineonnue,  — Problèmes 

résolus 85 

Définitions 85 

Principes  relatifs  à la  résolution  des  équatioas  du  premier  degré  % 

une  inconnue 87 

Transposition  d’un  terme 87 

Ëvanouissement  des  dénominateurs 88 

Résolution  des  équations  littérales ...  93 

Résolution  des  problème  du  premier  degré  b une  inconnue. ...... . 90 

Application  numérique 106 

CHAriTU  n.  Résolution  des  équtUions  du  premier  degré  d phuseuri  tn- 
eonnues,  — Problèmes  résolus 107 


D^itized  by 


TABLE  DSS  UATIÉRES. 


547 


Méthode  par  comMraUoB 1 1 1 

Méthode  par  subslUution . 112 

Chapitre  111,  Résolution  de  plutieun  équations  du  premier  degré  à plu- 
sieurs inconnues lis 

Méthode  par  réduction 116 

Méthode  par  comparaison 1 1 g 

Méthode  par  substitution 118 

Résolution  de  quelque»  probftnie»  du  pfemier  degré  h phiriew»  In- 
connues  122 

Eiercicks. IM 

LIVRE  V. 

Théories  des  OüvxnrÉs  NÉGATtvRs  134  . 

Des  solution»  négative»  dans  la  résolution  des  proMéme» 139 

Interprétation  de  la  solution  néRalive 140  . 

De  remploi  des  quantités  nésatives  pour  BéiéraHser  les  formules. . . -148 

Conclusions  Réuérales ISO 

EmtOMs l&î 

LIVRE  VI. 

•y  . 

DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  ET  DES  gRODLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ.  154 

m. 

Chapitre  I«'.  Dtt  inégalités  du  premier  degré 154 

Des  inésalilés  relatives  aux  nombres  positif». IM 

Des  inégalités  relatives  aux  nombres  négatil» 1S5 

Des  inégalités  simultanées ; IM 

Résolution  des  iocKalité»  du  premier  deffé 1&» 

Théorème  sur  les  inéRalités 162  • 

Chapitre  II.  Des  exposants  négatifs 163 

Des  règles  relatives  aux  quantités  affectées  d’exposants  négatifs 163 

Multiplication  et  division  des  polynômes  renfermant  des  termes  à ex- 
posants négatifs 166 

Chapitre  111,  Discussion  de  t'^ijualion  ax=b 169 

Des  symboles  g et  g 171 

L'expression  g n’est  pas  toitjoars  un  symbole  d'indétermination 174 

Problème  des  courriers 178 

Discussion  du  problème I80 

Application  des  quantités  négatives  au  problème  précédent 182 

Chapitre  IV.  Équations  générales  du  premier  degré  d plusieurs  incon- 

. nues,  — Résolution  de  ces  équations 1É5 

Des  équations  générales  du  premier  degré  à deux  inconnues. 183 

Méthode  par  réduction 186 


Digilized  by  Google 


5^8 


table  des  MATIÈBES. 


Méthode  par  comparaiAon ■ . . W7 

Méthode  par  eubsUluUoD 1«T 

Méthode  de  Bézoul . 188 

Méthode  par  réduction I9i 

Méthode  de  Béiout 191 

Formation  de$  valeur» I94 

Chapitbe  V.  Du  caraclére  det  tonne»  raleuri  dans  la  ràolution  dtt  égnor 
liont  du  premier  degré  à ptuaituri  inconnuer. — Pet  «yilémea  éguivalenU.  1 96 
Du  caractère  des  bonnes  valeur»  dans  la  résolution  des  équatiOM  du 

premier  degré  i plusieurs  inconnues 196 

Recherche  du  caractère  d’une  bonne  valeur i»7 

De  réquivalence  det  systèmes  d'éguatioBS 199 

Chapithe  VI.  Discussion  des  équations  du  premier  degré  à plusieurs  tn- 

eonnues 204 

Des  équations  Rénéralea  du  premier  degré  h deux  inconnues 204 

Forme  infinie , forme  indéterminée 206 


Chapitre  Vil.  Discxusion  directe  des  sysUsttet  d'équaliotu  du  premier 
degré.  — Cas  oii  le  nombre  des  égualions  n'est  pas  le  même  que 
celui  des  inconnues.  — Cas  où  plusieurs  inconnues  disparaissent  d 
la  fois  dans  l’élimination  de  l’une  d’elles,  — Remarques  relatires  à 
la  résolution  des  équations  gui  chacune  ne  renferment  pas  toutes 


les  meennuer 222 

Des  équations  dont  le  nombre  diffère  de  celui  des  inconnues 222 

Des  équations  qui  ne  renferment  pas  toutes  les  inconnues 229 

Exercices ■ • 233  ' 


LIVRE  Vil. 

BÉSOLtmON.  DISCDSSION  DES  ÉQP4T10XS  ET  DES  PBOBLfeMES  DU 
SECOND  DEGBft.  — RtSOLlITlOK  DES  ÉQIATIONS  ET  DES  PRO- 
BLÈMES A PLnSIMIRS  tNCOWWUKS.  — TRlflOMES  DD  SECOND  DEGBÉ. 
— MAXIMA  ET  MINIME.  — RACINE  CARRÉE  ALGÉBRIQUE.  — BADI- 
CACI  d’un  DKGBÉ  QCILCONQDE.  — EXPOSAKTS  TBACTIOSMAIBES 
POSITIFS  OU  NÉGATIFS • ! 


Chapitre  1".  Résolution  des  équations  du  second  degré  de  la  forme 

A*>  = B 

Chapitre  11,  Résolution  et  discussion  des  équations  du  second  degré  de  la 


forme  x’-)-px  -f  q=0.  — Relation  des  coefficients  et  des  racines.  — Ap- 
plication. — Propriétés  des  racines 253 

Forme  des  équations  du  second  degré ^ 

Résolution  de  l’équation  ir*4-pj:-(-q=0.  ^ 

Discussion  des  racines  de  l'équation  générale  du  second  degré ^ 

Examen  du  cas  où  l'équation  du'  second  degré  est  Impossible 2*^ 


Forme  sous  laquelle  on  peut  écrire  les  racines  Imaginaires  d’une 
équation  du  second  degré ~ 26t 


Digilized  by  Google 


TABU  DES  MATIÈRES.  549 

Discussion  relative  aux  signes  des  racines  de  réqualioDz’+pj'  + (;=o  2G6 

Cas  particuliers  de  l'équation  *’  + pi  + q=0.  J61 

Des  relations  entre  les  coenclents  et  les  racines  de  l'équation 
i’+pz+q  = 0.  Résoudre  cette  équation , c'est  chercher  deux 

nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  le  produit 

Les  racines  d'une  équation  du  second  degré  étant  réelles , faire  con- 
naître les  signes  de  ccs  racines  sans  résoudre  l'équation 27 1 

Détermination  de  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  le  produit  272 
Problème  inverse  de  la  résolution  des  équations  du  second  degré , 
ou  manière  de  composer  une  équation  qui  ait  des  racines  données  274 

Chapitre  III.  Résolution  eP  discussion  de  l’équation  générale  du  second 

degré  ax’ -H  bi-f-c=0,  Équations  irrationnelles  du  second  degré 279 

Résolution  de  l'équation  oz>-|-bz-i-c=0 270 

Résolution  directe  de  l’équation  précédente 280 

Décomposition  du  trinôme  az’ -f- 2>x  + c en  facteurs  du  premier  degré.  282 
Forme  du  premier  membre  de  l’équation  lorsque  les  racines  sont 

imaginaires 286 

Cas  où  l’équation  az’  + bz  + c=0  n’a  pas  de  racines  imaginaires 287 

Des  racines  infinies ....^ 288 

Tableau  résumé 294 

Des  équations  irrationnelles  du  second  degré  296 

Chapitre  IV.  Résolution  de  quelques  problèmes  du  second  degré.  — Pro- 
blème des  lumières.  — Des  radicaux  du  second  degré.  — Dirision  d’une 

droite  en  moyenne  et  extrême  raison 298 

Problèmes  dont  la  solution  dépend  d’une  équation  incomplète  du  se- 
cond degré 298 

Problèmes  dont  la  solution  dépend  d’une  équation  complète  du  se- 
cond degré '303 

Application  numérique  du  septième  problème .' 310 

Problème  des  lumières 312 

Remarques  sur  les  solutions  négatives,  infinies  et  imaginaires 318 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré 319 

Résolulion  d’un  problème  de  géométrie  par  le  secours  de  l’algèbre..  32 1 
Construction  de  la  racine  positive 322 

Chapitre  V.  De  quelques  équations  réductibles  au  trcond  degré 328 

Résolution  et  discussion  de  l’équation  générale  z*+pi[^-)-q=0 326 

Autre  manière  de  discuter  l’équation  bicarrée.  ..i ' 329 

Équations  binôme  réductibles  au  second  degré.. . 332 

Chapitre  VI.  De  l'extraction  de  la  racine  carrée  d’une  quantité  en  partie 
commensurable  et  en  partie  incommensurable.  — Discussion  des 
signes 337 

Chapitre  VII.  Résolulion  d’une  équation  du  second  degré  d deux  incon- 

nuM,  combinée  avec  une  équation  du  premier  degré. - 344 

Tableau  résumé 363 

Solution  imaginaire.  363 


Digifeed  by  Google 


550  TABLB  DSS  MITIÈSES. 

Remarque  lar  le  problème  précédent a.r,4 

Résolution  de  plusieurs  éguationg  du  preaier  deffé  combinées  avec 

une  équation  du  second  degré. 

CiiAPiTBK  VIH.  Rt'solution  de  plusieurs  équations  à plusieurs  inconnues.  3iiK 
Résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à deux  inconnue». . . 3&8 
Application  de  ce  qui  précède  à quelques  problèmes 3go 

r.mriTiiE  K.  Propriéics  des  irinomes  du  second  degré 3fi7 

Conclusions  générales 36» 

Autre  manière  de  résumer  la  discussion. a .n 

A|)plication  numérique 370 

Des  plus  grandes  et  des  plus  petites  valeurs  d’un  trinôme  du  second 

degré  37 1 

Résolution  des  inégalités  du  second  degré 873 

Chapitre  X.  De  quelques  problèmes  sur  les  maiima  et  les  minima  dépen- 
dants de  la  résolulion  d'une  équalion  du  second  degré 37& 

Problèmes  sur  les  maxiina  et  les  minima aîfi 

Rapprochement  entre  la  question  précédente  et  la  construction  d’un 
rectangle  dont  on  connaît  le  produit  et  la  somme  des  dimensioiis..  377 
Moyen  de  partager  une  quantité  donnée  en  n parties  dont  le  produit 

soit  un  maximum 379 

De  quelques  définitions  générales 336 

ClUPiTRE  XI.  Extraction  de  la  racine  carrée  aJgéliriqve 388 

Racine  carrée  des  monomes 333 

Racine  carrée  des  polynômes 889 

Des  cas  où  le  polynôme  n'est  pas  un  carré 391 

Manière  d'abréger  l'opération, 392 

Du  carré  d’un  polynôme 393 

Recherebe  de  la  condition  pour  que  le  trinôme  qj’4- br+c  soit  le 

carré  d’un  binôme  rationnel  et  entier  par  rapporta  t 39t 

Chapitre  XH.  Cotcul  der  radicaus  d’un  desTe  quelconque  cotuidérù  dant 

' levrt  valeuri  ariüimdliques 396 

Puissances  des  mono  mes. 396 

■>  Racines  des  monomes 397 

Calcul  des  radicaux  d’un  degré  quelconque 398 

, Radicaux  semblables 39t) 

. Multiplication  et  division  des  radicaux  de  même  indice •tOO 

Héduclion  des  radicaux  au  même  indice éOO 

Multiplication  et  division  des  radicaux  quelconques *02 

Puissance  d’un  radical  40» 

■ Cbapitre  Xlll.  Dit  exposant$  fractionnaires  positifs  et  des  exposants  frac- 

tionnairei  négatifs ■ 

Des  exposantefractionnaires  positifs 

Des  opérations  relatives  aux  exposants  fractionnaires t06 

Des  exposants  fractionnaires  négatifs W 

Exercices 


Digilized  by  Google 


TABLI  DES  HATitBES. 


551  , 


LIVRE  VIII. 

application  de  l’algèbre  * l’arithmétique.  — REVUE  SOHMAIRE 
DE  L’ABITBUÉTIQUB  EN  COORDONNANT  TOUTES  LES  QUESHONS 
SEMBLABLES 4l8 


Chapitbe  l".  Application  de  l'algèbre  d l’arilhmélique  en  ce  flui  concerne 
la  dirisibilité  des  nombres , la  the'orie  du  plus  grand  commua  divi- 
seur, les  nombres  premiers,  le  plus  petit  multiple  et  les  fractions 

irréductibles 418 

Manière  d’écrire  un  nombre  dans  un  système  quelconque  de  numé- 
ration  419 

Théorèmes  et  problèmes  sur  les  nombres 430 

Intervertissement  des  facteurs  d’un  produit 433 

Conséquences  du  principe  de  rinterverlissemeul  des  facteurs  d’an 

produit 424 

Caractères  de  divisibilité 420 

Divisibilité  d’un  nombre  par  les  diviseurs  de  B + 1 438 

Divisibilité  d’un  nombre  par  un  nombre  donné 439 

Simpbfication  de  la  méthode  précédente  h t’aide  des  quantités  néga- 
tives  430 

Démonstration  d’un  théorème  sur  la  multiplication 431 

Du  plus  grand  commun  diviseur 431 

Simplificalion  du  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  h l’aide  des 

quantités  négatives 433 

Solution  analytique  de  la  même  question 434 

Décomposition  d’un  nombre  en  facteurs  premiers 436 

Recherche  du  plus  petit  nombre  qui  admet  24  diviseurs 435 

Combinaison  seule  possible 436 

Des  fractions  irréductibles  et  des  fractions  décimales  périodiques. . . 437 
Du  plus  petit  multiple  par  la  méthode  du  plus  grand  commun  divi- 
seur  439 

Problèmes  divers  sur  la  combinaison  de  la  somme , du  produit , de  la 
dilTérence,  du  quotient,  du  plus  grand  commun  diviseur,  et  du 

plus  petit  multiple  de  deux  nombres 440 

Cbapitm  II.  Application  de  l'algèbre  d l’arithmétique  en  ce  qui  concerne 
les  équidifférences,  les  proportions , les  règles  de  trois,  de  société,  de 

fausse  position , les  progressions  et  les  logarithmes 444 

Des  équidifférences  et  des  proportions 446 

Théorèmes  fondamentaux  des  équidifférences  et  des  proportions 446 

Des  règles  de  trois 462 

^ Règle  de  société 463 

Des  problèmes  de  fausse  position , d’alliage  et  de  mélanges. 466 

Des  progressions  par  différences  et  par  quotient 467 

Somme  des  termes  d’une  progression  par  différence 469 

Application  de  la  formule  géométrique  +s’ 46i 


Digitized  by  Google 


552  TABLE  UES  .MATIERES. 

Des  problèmes  rclatirs  aux  progressions  par  difTérence 1112 

Somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient  — tct 

Limite  de  la  somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient  dé- 
croissante à l’infini 12c 

Principes  relatils  aux  puissances  d’une  quantité  plus  grande  ou  plus 

petite  que  l’unité tfi: 

Des  problèmes  relatifs  aux  progressions  par  quotient 122 

Des  logarithmes — t*o 

De  l’incommensurabilité  des  logarithmes 

Problèmes  sur  les  intérêts  composés;  recherche  de  la  formule  fonda- 
mentale  474 

Formule  fondamentale  des  intérêts  composés  dans  le  cas  où  le  nombre 

des  années  est  fractionnaire 112 

Problèmes  numériques  sur  les  intérêts  composés 41I 

Tableaux  des  opérations 418 

Problèmes  sur  les  annuités;  recherche  de  la  formule ilil 

Problèmes  numériques  sur  les  annuités 182 

Autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager  les  problèmes  sur 

les  annuités 48B 

PROGRAanE  SOMMAIRE  Servant  d’indication  dans  la  manière  de  revoir 
l’arithmétique  et  les  questions  analogues  d’algèbre,  de  manière  li 

coordonner  les  questions  semblables üiii 

Exercices 12d 

Noie.  Sur  la  rétolulon  dtt  équations  du  11!  degré  d plusieurs  inconnues..  223 

Note.  Sur  les  incommensurables ’ 8118 

Note.  Sur  les  approiimalions 523 

Addition ■ ■ &03 

Soustraction 517 

Uultiplication 519 

Division ■ ■ .427 

Note.  Sur  la  résolution  par  approximation  des  équations  numériques  du 

second  degré. M4 

Note.  Sur  les  trinômes  et  les  équations  du  second  degré 232 


rm  TE  lA  TAOLE  DES  MATIERES. 


Digitizid  by  Google 
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ROOLE  POLYTECHNIQUE 


0,129-4368 

[22]  L^,= 

5,5871366  [19] 

L6,'  = 

4,5423012 

Ox 

! 

L6/'  = 

4,7185627 

L^- 

5,6871356 

0\ 

Lé,= 

0,3897388 

ji 

8,3056983 

I ‘ 

5,9768744 

1 

« 

II 

1 

0,0000000202 

-1- 

II 

-f  0,00009481 

— Ci=  — 

0,0082058675 

— 0,23453639 

— 0."— 

0.n082a58877 

ixactes  des  inconnues  |iar 

X', 

y,  X,  (, 

lue  nous  avons  obtenues  par 

*1, 

yi.  s,,  (,, 

^<4  par 

y',  x',  (', 

a X 

= Ii+x',  y = y,-\-y’. 

-ï  — ( = + 

, substitués  à x,  y,  x,  l dans  les  équations  données,  conduisent  après  les  réduc- 
ualions 

ly' — ex' — dl'=  0,000701  \ 

y — e's' + d'('=  0,0001 17  I dans  lesquelles  a,  b a',  b’ ont  les  mêmes 

' — c”î'  + <f('=  0,0228  U ( valeurs  que  dans  les  équations  [2] , 

_ + d*('  = 0,000006  ) 


it  à ces  équations  les  mêmes  calculs  qu’aux  équations  [2]  on  obtient 
c,x'+  d, ('  = 0,0001 17  \ 

— C|'l'+  d,'l'=  0,02281 4 ! 
e,"x'  4-  d,'i'=  0,000006  ; 

êmes  cakuls  que  nous  avons  faits  pour  [17 J,  on  obtient 


les  coefficients  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans 
les  équations  [I7], 


d,('=  0,0001 15 
— c,'j'  + d/f  = 0,000006 


tes  coefficients  ayant  les  mêmes  valeurs  que 
dans  [26], 


là  celles-ci  le  même  calcul,  on  arrive  à 

0,000022  d’où  x'=  — 0,000456  , 

4- §*'  = 0,000097  i 

dj  ' 


l- + § i’ — i' f =— 0,0004 47 

0|  Oi 


d’où 


b ,,  c , , 

— - y + - s + 

0*0  O 


-^'  = 0,^ 


000000164 


, 0,00839081  < *<  0,008390974 
^ 1,27520  <v  < 1.275647 

\ 192,003544  < * < 192,004 

( 4,23083  <(<  4,230927 


'1  = 0,0083909  à 0,00<HHHI1  près. 


I ÿ=-l,275 
I * = 192,003 
= 4,2309 


0,001 

0,001 

0,1KUI1 


près, 

près» 

près. 
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